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Нельзя было не обратить вниманя на усишя геометровъ посл®д- 
няго времени разъяснить начала Геометри .и критически разобрать 
„Начала“ Евклида. Такимъ образомъ создалась громадная математи- 
ческая литература ъъ этомъ направленши. Французсве, германсвф, 
итальннсые, ангйсвые, руссые и американсые геометры принесли 
дань направленйю времени. Философы съ своей стороны принимали 
горячее участе въ этой дЗятельности, тавъ какъ происхождене началь 
Геометри, и вообще всЗхъ понят, есть одна изъ важныхъ задачъ 
философии. | 

Результатомъ такой усиленной дфятельности было ближайшее 
разъяснене значеня начать Геометри, полное признате превосход- 
ства „Началь“ Еввлида и старан!е ввести ихъ кавъ руководство въ 
школахъ. Гуель во Франции, Бальцеръ въ Германи, Броски и Бетти 
въ Иташи стараются провести эту мысль и издали руководства для 
этой цфли. Въ Ангаи „Начала“ Евклида всегда были ШЕОЛЬНЫМЪ 
рувоводствомъ по Геометри. Такое введене важно не вслВдстве од- 
ного превосходства „Началъь“ Евклида, но и въ педагогинескомъ 
отношении. Преподаване математики въ гимназяхъ имфетъ двоякую 
цЗль: во первыхъ, правильное развит!е способовъ мышлен1я—это дВль пе- 
дагогическая, одинаковая для всзхь, она есть предметь общаго образо- 
ван1я; во вторыхъ —положить твердыя начала математики для дальнъйтаго 
изучен1я ея Еавъ науки во всЪхъ ея отраслахъ. 
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Въ педагогическомъ отношени Геометрия иметь преимущество 
передъ Алгеброй; Алгебра относительно Геометри тоже, что письмо 
относительно литературы. Алгебра есть символическое письмо, съ по- 
мощью котораго выражается количественная зависимость между вели- 
чинами, слдовательно наука скорЪе механическая, нежели мыслитель- 
ная. Геометря-же есть наука постояннаго мышлен!я, часто съ усилен- 
ной дфятельностью воображеня. Вслдстые этого преподаватель дол- 
женъ, алгебраическия тождества, для уяснен1я и удержаня въ памяти, 
сопровождать вседа геометрическими представленями и пояснешяии, — 
что принесеть несомнЪнную пользу. ^ 

Введене опред®леннаго руководства по Геометри и вообще по 
всвмъ предметамъ, амфеть весьма’ важное педёгогическое значеше: 
этимъ, во первыхъ, облегчается дФательность преподавателя, часто 
неопытнаго и не на столько знакомаго съ дфломъ, чтобы правильно 
употребить въ дёло первое попавшееся подъ руку руководство, а во 
вторыхъ, этимъ достигается однообразе подготовки. Безъ сомнфн1я 
введене одного опред®зеннаго руководства во всф школы есть д%ло 
весьма трудное, но этому можно помочь толковой программой, въ ко- 
торой было-бы подробно указано, что и Еакъ? 

Въ продолжен и десяти лЬть, я быль преподавателемъ элементар- 
ной математики въ КЛевскомъ кадетскомъ корпусв (нынз Военная 
гимназ1я), сл8довательно имЪлъ достаточно времени, чтобы выработать 
ине, имВющее извфстное значене. Кром этого я часто бывалъ экза- 
менаторомъ при поступлени воспитанниковъ гимназий въ университеть 
и депутатомъ оть Округа въ различных гимназяхъ и реальныхъ учи- 
`лищахъ. Изъ такой долгой практики я вынесъь твердое убЪждеше, 
что ничто не вмяеть такъ вредно на правильное математическое раз- 
вите воспитанниЕовъ, какъ большое разнообразе руководствъ, отъ чего 
‘происходить не знаше Геометри, какъ строгой логической системы, 
& знане какой-то смЁси теоремъ, часто весьма бойкое, по безъ вся- 
каго логическаго порядка. 

Не въ знанши большаго числа теоремъ, не въ быстромъ р8шени 
геометрическихъ задачъ, & въ понимани строго-логической послВдова- 
тельности самыхъ необходимыхъ теоремъ, заключается вся важность педа- 
гогическаго значеня ГеометрАи въ общемъ образован юношества. 

Преподвваюе Геометри должно быть такъ ведено, чтобы воспи- 
танниеъ сознавалъ, что такая-то теорема не можеть быть доказана 
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прежде такой-то, & если и можеть, то почему поставлена въ таЕомъ- 
то мЪстБ? Такимъ образомъ, при преподавани, въ геометрическую сис- 
тему войдеть небольшое число самыхъ необходимыхъ теоремъ, осталь- 
ныя-же, относяпаяея къ извЪстному отдЗлу, должны войти въ вид 
упражнен! въ класс» или вн» класса. При такомъ способ изложеня 
Геометри, преподаватель будеть въ состояни настоять на томъ, чтобы 
воспитанники не только твердо знали теоремы курса, но и помнили 
бы ихь порядокъ. 

Тщательное внимане должно быть обращено на аксомы, опре- 
дъленя и допущеня и выяснены, постепенно, ихъ смыслъ и значение. 
Эта часть у насъ почти ускользаетъ отъ вниман1я воспитанниковъ. 

ДалБе необходимо выяснить: 

1) Что такое теорема и проблема? какая между ними разница? 
узъ какихь частей состоить теорема? что такое обратная теорема? 
всегда-ли она возможна? примЪры случаевь возможности и невозмож- 
ности. 

2) Что такое доказательство? кавя бывають роды доказательствь? 
постоянное выяснеше синтеза, анализа и приведешя кз нельпости 
нли апозюическоо способа. Для такого выяснешя преподаватель дод- 
жвенъ пользоваться теоремами наиболЬе къ тому удобными. 

На эти пункты должно быть сосредоточено особенно внимаше 
преподавателя въ продолжен и всего курса—они составляютъ логичес- 
кую основу Геометри и всей вообще математики. Ни въ какой наук 
не могуть быть такъ осязательно выяснены три метода доказательствь, 
упомянутые выше, какъ въ Геометри. 

Я часто встрЬчаль на экзаменахъ воспиганниковъ, прекрасно до- 
казывающихь теоремы, но которые смутно понимали значене &кс1омъ 
и не имфли никакого поняття о допущен (розб]аит) Евклида, на 
которомъ основана вся геометрическая система. Это происходить отъ 
того, %т0о боле обращается внимая на уме довазывать теоремы, 
нежели на содержане доказательства и на логическое теченте теоремъ. 
Требовать вполнз зрЗлаго знаюя и понимая Геометрия, какъ науки, 
оть воспитанниковъ, только что окончившихь гимназическ1“ вурсъ, не 
возможно; это знаше должно быть таково, чтобы, при дальн®йшемъ 
изучен!и математики, могло созрть и обратиться въ отчетливое пони- 
мане геометрической системы. Такая зр8лость приходить постепенно, 
поэтому имВло бы громадное значеше, въ этомъ отношени, повторен!е 
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Геометри въ педагогическомъ влаес®, не въ смыслЪ передлки теоремъ, 
ЕЗЕЪ у насъь часто выражаются, а въ смысл ихъ логической послдо- 
вательности и историческаго происхожден1я. Ничто такъ не помогаеть 
твердо удерживать въ памяти извЪетныя истины, какъ исторя ихъ 
происхожден1я. Геометрия, осв®щенная историческими данными, д®лается 
живВе и занимательнве. Къ сожалн!ю это у насъ вовсе не практикуется, 
и едва нФкоторые изъ воспитанниковъ знають имя Архимеда. Скажу 
боле: громадное значеше и несомнённую пользу имзло бы отврыте 
въ университетахъ ваеедры „истори математических наукъ“, цзлью ко- 
торой были-бы изложене истори развитя математическихь наукъ у 
всзхь народовъ, съ указашемъ характера каждой нащи въ этомъ от- 
ношен1я, и вритическй разборъ всВхъ методовъ изслдоваЙ оть самыхъ 
древнихъ временъ до настоащаго. 

Вь этомъ отношенм классики посхЗдовательнзе геометровъ: у 
нихъ тщательно анализируется каждая фраза, въ извзстномъ сочинен!и, 
разбирается почему употреблена тавая-то форма, а не другая, для вы- 
раженя извФетной мысли и Т. д. 

Воспитанникъ, окончивиий гимназичесый курсь поступаеть въ 
университеть не съ логическимъ отчетливымъ знашемъ Геометри, & 
съ моханическимъ, т. е. знаетъ, какъ говорать, передВлать теоремы. 
Онъ знаетъ, наприм®рь, что сумма внутреннихъ угловъ въ треуголь- 
ниЕз равна двумъ прямымъ угламъ, но эта истина остается для него 
отдёльнымъ фактомъ, при которомъ не является цЪлая картина предъ- 
идущихъ нерззрывныхь истинъ. Онъ даже не знаетъ, что эта истина 
и постулатъ Еввлида одно и то-же. 

Таковы были мотивы, побудивше мевя предпринать предлагаемый 
обширный трудъ в присоеданить къ нему „Кратый историчесвй 
очеркъ развитя Геометри“ отъ самыхъ древнихъ временъ до настоя- 
щаго времени. 

Какое изъ сочинен! имВло столько издан? По какому сочине- 
Ню училось столько людей? Какое сочинене образовало столько зна- 
“менитыхъ геометровъ, каковы: Декарть, Ньютонъ, Лейбниць, Эйлеръ, 


в гранж и многе друге. Наконецъ, какое сочинене выдержало серьезную 


&ритику своихъ учениковь, глубоко изучившихь его, и все таки вышло 
побЪдхителемъ? По „Началамъ“ Евклида учились: Дантъ, Петрарез, Тассо, 
Микель-Анджело, Леопардо-да-Винчи, Бокаччю и др. знаменитые пи- 
сатели. „Начала“ Евклида принадлежать къ числу тзхъ замчатель- 
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ныхъ творешй древнаяго м!ра, воторыя всегда останутся образцами ВЪ 
своемъ род, которымъ тёмъ больше удивляешься, ч8мъ боле ихъ чи- 
таешь, и которыя обыкновенно приписываются не одному лицу. Если 
съ перваго раза, н%которыя части его и кажутся утомительными, то 
это происходить велЗхстме того отличительнаго характера новыхъ ме- 
тодовь изслВдован, къ которымъ мы привыкли; но по м8рВ того, : 
какъ мы углубляемся въ изучене этого замФчательнаго сочинен\я, та- 
5ое впечатлВн1е исчезаеть, & является сознане необыкновенной стро- 
гости доказательствь и логической послфдовательности въ порядЕВ 
истинъ. Такое, напримВръ, впечатл ве производить съ перваго раза 
десятая книга „Началь“, но вм®стВ съ этимъ ни одна изъ книгь не 
поражаеть насъ такою глубиною изслдован. Таковъ характеръ на- 
стоящаго сочинен1я. Преподаватель найдеть въ немъ неизчерпаемый 
источник матерала для своихъ лекшй, которымъ онъ долженъ только 
съ умВшемъ пользоваться. Новые геометры, Ньютонъ и друме, были 
такъ поражены глубокимъ синтезомъ древнихъ математиковъ, что свои 
отЕрыт!я, сдЪланныя съ помощью новаго анализа, передзлывали на 
древний синтезь. 

Чтобы выяснить значеше опредьлемй, аксюмь и допущен, я, 
во Введени изложиль изслЗдовая МЛежандра, относительно суммы 
угловъ въ треугольник, связь этой теоремы съ домущенемь Евклида 
и систему Лобачевскаю, носящую назване Неевклидовской Геометри, 
въ которой допущене Евклида измЪнено въ извЪстномъ смысл. Изу- 
чене такой системы бросаетъ ярый свЗть на начала Геометри и даетъ 
болЗе правильный взглядъь на допущеще, которое было предметомъ 
многихь недоразумЪн!й, споровъ и изслЗдованйй. 

З& Введентемъ слБдуетъ переводъь „Началь“ Евклида съ замВча- 
ями и дополненями. ЗамЪчаня относятся къ теоремамъ и касаются 
вопросовъ о ихъ м8стВ и способахъ доказательствь. Въ дополнен1яхъ 
изложены тЪ части, которыхъ недостаеть въ „Началахъ“. Въ вонцз 
сочинен!я приложены задачи къ важдой книг, съ указанемъ, вавя 
именно теоремы каждой сниги должны быть взяты въ соображеше при 
рфшени указанныхъ задачъ. 

Скажемъ теперь нЪскольво словь о каждой книг, о примчан!- 
яхъ и хополнен!яхъ. 

„Начала“ Евклида состоять изъ 15-ти книгъ, дв послЗдн!я при- 
писывають Гипсиклу. Изъ тринадцати остальныхь 5, 7, 8, 9 и 10-1 
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составляютъ ариеметику древнихъ, 5, 7, 8 и 9-я рацональную, а 10-я 
ирращональную. Изъ ариеметическихъ внигь я перевель только 5-ю 
и 10-ю, которыя имЪють боле геометричесый характеръ, въ особен- 
ности 10-я. Остальныя же я нашелъ издишнимъ переводить. 

Книа Т. Книг первая состоить изъ 48-ми предложен, которыя 
заключаютъ дв группы предложен1й. Первую группу составляютъ 28 
предложен!й, вытекающихъ изъ количественныхь акс1омъ и двухъ гео- 
метрическихь— опредЗлен!я прямой и совм8стимости частей плоскости 
какъ прямо, такъ и обратно. Эта группа теоремъ составляеть основу 
Геометри, он размфщены въ такомъ логическомъ порядкВ, что, за 
исключеемъ весьма ничтожныхь поремВщен!, другаго порядка имъ 
дать невозможно. Вторая группа теоремъ вытекаеть изъ допущеня 
Евклида или его знаменитаго постулата. Эти теоремы составляютъ 
основу теор параллельныхъ лин! и теори пропорщональности. Что- 
бы выяснить значеше и смысль допущения Евклида преподаватель, 
послВ 28-го предзоженя, долженъ изложить первыя шесть предложевй 
Введеня и отчетливо показать связь между допущенемь Евклида и 
суммою внутреннихь, угловъ въ треугольникВ. Изложеше этой связи 
можеть быть сдВлано только въ педагогическомъ ‘классВ или въ пос- 
лЪднемъ, при повторен, такъ вакъ такое изложеше для начинающихь 
невозможно. Изъ теори параллельныхъ лин! вытекаеть группа теоремъ 
отъ 35-й до 48-й, относящихся въ преобразоваюю одной фигуры въ 
другую. Эта книга заканчивается знаменитой теоремой Пиеагора, до- 
казанной на основани преобразоваюя фигуръ. 

Ениз Ц. Вторая книга составлена изъ предложенй, представляю- 
щихъ геометрически алгебраичестя тождества, вытекающя изъ трехъ 
основныхъ законовъ количествъ: 

1) Закона перестановительнаю, выраженнаго двумя тождествами: 

а+—=ф+а ар—фа 
изъ которыхъ, первое выражаеть сложене лин1й, а второе построеше 
прямоугольника, коего стороны суть а и $ (см. примч. 1, кн. 2). 
2) Закона распредълительнию, выраженпаго тождествомъ (кн. 2, 
пред. 1) 
а с)=аф-нас 
3) Закона повторительнаю, выраженнаго тождествомъ 
а”. а"—а"" 
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въ Планиметри это тождество только втораго измВрешя, т.е. @.а—ай, 
& въ Стереометри третьяго, т. е. а.а.а—а?а==а?. 

Предложеня 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 и 10-е суть алгебраическая 
тождества, которыя написаны въ вОНЦФ книги въ примфчани 5. Сь 
помощью предложенй 4, 5, 6 и 7-го можно рёшить геометрически урав- 
нен!я второй степени формы 

-Ерт=0 и рф 0 
а какимъ образомъ будетъ показано въ „Историческомъ очерк“. 

Предложене 11-е было названо древними золотымь дюлешем 
прямой. 

Большая часть предложен!й этой книги исчезла изъ нашихъ ру- 
ководствъ, между тВмъ кавъ эти предлсжен1я весьма важны для кон- 
кретнаго представленйя алгебраическихь тождествь и для проведен!я 
параллели между алгебраическими преобразованями и геометрическими 
построен1ями. Вторая книга есть Алгебра древнихъ: съ помощью изло- 
женныхъ въ ней предложен, древше геометры дЗлали геометрически я 
преобразованя, соотв тствуюция нашимъ алгебраическимъ. Въ педаго- 
гическомъ отношени эта книга иметь большое значеше: преподава- 
тель долженъ воспользоваться ею для выяенен!я тВеной связи между 
Алгеброй и Геометрей. 


Книа ТП. Въ третьей книгЪ изложены всЪ основныя свойства 
круга, между этими предложен1ями находятся 7 и 8-е, которыя должны 
служить къ объяснению, что такое наибольшая —шахииит и нацмень- 
щая—шиипиш величины. Предложеня: 35, 36 и 37-е у насъ обык- 
новенно излагаются въ отдВлВ #00добя фигуръ и пропоризональности 
лин, но изложеше ихъ въ томъ смыслВ, въ кавомъ они изложены 
въ третьей книг „Началь“, даетъь болфе ясное конкретное представ- 
лее. 


Енша ТУ. Въ четвертой книг излагаются предложеня: какъ 
вписать въ вругь и какъ описать около него правильный треугольникъ, 
квадрать, пятиугольникъ, шестиугольнвкъ и пятнадцатиугольникъ. Осо- 
бенное вниман!е должно обратить на 10-е предложеше, такъ кавъ оно 
иметь много слдетвй, которыя указаны въ задачахъ, относящихся въ 
этой ЕнигЗ. 


Кнша Т,—это рацюнальная ариометика древнихъ. Такъ какъ н%- 
воторыя опредзлевня этой книги были предметомъ многихъ споровъ, 
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недоразумВ ай и изслФдованШ, то я въ примфчаняхь въ ней изложилъ 
нынзшнее воззрзве на отношеня и пропорщи и показаль, что пятое 
опредвлеше Евклида, которое и было предметомъ недоразумВн!й, тож- 
дественно съ нашимъ самымъ общимъ, отпосящимся къ несоизмфри- 
мымъ величинамъ. Пятое опредленще тёмъ боле казалось непонят- 
нымЪ, что за нимъ слВдуеть шестое, въ которомъ опред®ляется про- 
порщональность весьма просто, но это опредёлен1е, по своему смыслу, 
относится только въ величинамъ соизмримымъ. ЗатВмъ слдуеть еще 
одно опредфлеше пропорцональности— 8-е. Этитри опредЪленя и сби- 
вали геометровъ. 

Я замфтиль, что эта часть у насъ въ школахъ весьма слаба, а 
потому я вь прим чашяхъ 3 и 5-мъ изложиль все, что касается от- 
ношенй и пропорций. 


Ениа ТТ. Въ шестой книг изложены: отношевше площадей фи- 
гурь и всВ теоремы пропорцюнальности и подобя. Въ этой книгВ 
преподаватель долженъ обратить особенное внимаве на т предхоже- 
ния, 8, 9, 10, 11, 12 и13, вкоторыя служать къ построено алгебраи- 
ческихь выражеюй, каковы: 


а а? ас аз 

с’с’е *К’ 
Должно обратить внимаше на предложеня 24, 25, 26, 27 98 и 99, 
которыя изчезли изъ нашихъ руководствъ, но которыя весьма важны 
въ томъь отношени, что могутъ служить къ рёшеншю квадратныхъ 
уравнен1й. Предложеше 30-е есть золотое дВлене прямой, которое 
было уже, только въ другой форм, дано во второй книг*. 

Въ примфчаши 23-мъ прибавлены теоремы, которыя не находятся 
у Евклида. 

Шестой книгой заканчивается Планиметря. Сл®довательно недос- 
таетъ отдВла объ изм рени круга, т. е. изслБдовавЙ объ опредЗлени 
отношеня между окружностью и аметромъ. Поэтому въ прибавлени [ 
я изложилъ, все то, чего у Евклида недостаетъ, именно: о многоуголь- 
никахь вообще и о звЪздныхь въ особенности, всЪ предложешя, 
служащия къ опредЗлен1ю отношеня окружности въ д1аметру, истор 
этихъ розыскан!й и перевель книгу Архимеда „Объ изм®рени круга“ 
(КохАоо иётрток), 0 которой часто говорять, но которая мало кому из- 
въетна. Въ примчавшяхь къ ней сдВланы необходимыя пояснен!я; 


У, Иа, ит. д. 
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наконець, изложенъ методъ предловъ и новзйпие методы дла опред?- 
ления м. 

Енша Х, это иррацюнальная ариеметива или алгебра хревнихъ, 
образець глубокомыешя хревнихъ геометровъ. Въ примфчаи 14-мъ 
ЕЪ ЭТОЙ ЕНИГВ—ВСЪ изсяВдован1я, изложенныя въ ней, переведены на 
нашъ алгебраичесвй языкъ. Читатель долженъ обратить особенное 
внимане на первыя восемнадцать предложенй, въ которыхъ изложены 
основных свойства несоизмВримыхь величинъ по способу древнихъ, но 
который не излишне прочесть и новымъ геометрамъ. ЁромВ того, за- 
служиваеть вниман!я предложеше 29-е съ его сл8дстаями и предло- 
жен 117-е. Впрочемъ не безполезно прочесть внимательно всю книгу. 

Книии ХТ ХИ и ХИТ составляють Стереометрю; послЗдея 
дв$ книи, ХТГи ХТ, ниЗкоторые приписывають математику Гипсиклу, 
жившему во второмъ вк по Р. Х. Въ примфчашяхь и въ текств, я 
пояснилъ то, что считается въ „Началахъ“ темнымъ или недосказан- 
нымъ, и прибавиль то, чего у Евклида недостаеть. Особеннаго вни- 
маня заслуживаеть прим чане 1-е къ тринадцатой книгВ „Началь“, 
въ которой Евклидъ опредВляеть кратко, что такое анализь и синтез 
и приводить примры для обоихъ способовъ. Къ этому м3ету я при- 
бавилъь прим чаше, въ которомъ подробно разобраль оба способа и 
привель примфры, вакъ того, такъ и другаго. 

Въ книгахъ ХГУ-Й и ХУ-Й изложены свойства правильныхъ мно- 
гогранниковъ, & въ прибавлени УШ-мъ „О многограннивахь“ мною 
изложены вс новфйпия изсл8дованя объ этихъ тёлахъ. 

Наконець, такъ какъ въ „Началахъь“ Евклида не изложено из- 
мзрене объемовъ и поверхностей тВлъ вавъ ограниченныхь плоскими 
поверхностями, такъ и круглыхъ тзаъ, то я въ[Х прибавлени пом%с- 
тиль все, что касается этихъ предметовъ. 

Въ конц сочиненя я прибавиль собраше задачь къ каждой 
ЕнИГВ съ указашемъ, къ какому отдВлу каждой книги онф принадле- 
жать, и вамя предложеня должны употребляться при ихъ рёшени. 
° Вь конц же помфщено еще н®сколько замфчательныхь задачь съ ихъ 
рёшенями. 

Сочинеше заканчивается двумя прибавленями Х]-мъ и ХП-мъ; 
въ первомъ изъ нихъ изложено о намбольиияь и наименьышихь величи- 
нахъ въ Геометрш, & во второмъ объ отрицательныхь количествах. 


Въ обоихъ прибавлешяхь выбраны примфры, которые могли-бы слу- 
* 
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жить наилучшимъ поясневемъ изложеннаго. Преподаватель, въ продол- 
жени всего курса, долженъ указывать на существоване наибольшей 
или наименьшей величины въ извфетномъ предложени и указывать 
связь этихъ величинъ съ возможностью и невозможностью р»шетя 
ввадратныхь уравненй, т.е. когда квадратное ураввеше иметь корни 
дЬйствительные и когда мнимые. ’Гочно также преподаватель долженъ 
разъяснить при каждомъ удобномъь предложени значене отрицатель- 
ныхъ величинъ въ Геометри. "Такимъ образомъ воспитанникъ соста- 
вить себф ясное поняе о тёхь геометрическихь представленяхь, ко- 
торыя многимъ кажутся, съ перваго раза, неясвыми и запутанными. 

Завончу настоящее предислове словами Боссю, сказанными имъ 
въ его „Истори математики“: Лаша1в Путе 4е зепсе п’а& еп ил 5иесё5 
сотратаШМе & се: 4ез 6шетвз 4’ЕиеНае. Пз опё 646 епзекиез ехеа- 
зуетецф, реп4алё разеигз 51645, Чаоз фющ4ез 1ез в6сфез де шайёша- 
Яаиез, гаи: её солипепёё8 Чапз {ощфез 1ез 1а0биез: ргецуе сегёаше 
де 1епг ехсеПепсе. 

Живой свидзтель подтверждающий слова, сказанныя Боссю, есть 
списокъ, приложенный въ конц сочиневя, всВхъ издан!й „Началъ“ 
Евклида, которыя намъ удалось собрать, вышедшихъ съ 1482 г. по 
1830 годъ на различныхъ языкахь. Издан, . обозначенныя зв$здоч- 
кой (*) были въ моемъ распоряжени. Изъ этого списка видно, что 
всЪхь издатй было до 460; изъ нихь 155 на латинскомъ и гречес- 
Бомъ языкахь, 142—на англЙскомъ, 48—на нёмецкомъ, 38—на фран- 
цузевомъ, 27— на итальянскомт, 14— на голландсвомъ, 5 —на русскомъ, 
2—на польскомъь и 26 на различныхь другихъ языкахь, какъ то: 
шведскомъ, финскомъ, португальскомъ, испанскомъ, датскомл, китай- 
скомъ, арабскомъ и др. Настоящее изданю есть яятое на русскомъ 
ЯЗЫЕЗ. 

Къ означенному списку я прибавиль списокъ сочинев:й по Неев- 
клидовокой Геометри, расположенныхь въ алфавитномъ порядкЪ. Изъ 
него видно, какая громадная литература возникла по этому предмету, 
въ особенности въ послёднее десчтил те. Во многихъ изъ этихъ сочи- 
нен!й обобщаются основныя геометричесвя понят!я на воторыхъ стро- 
ится геометрическая система. Сочинен!я, обозначенныя звЪздочкой (*), 
служили мнЪ при составлеши Введен1я. Наконець, въ кОНЦВ книги, 
помЪщевъ списокъ различныхъ сочиневй, которыми я пользовалея при 
составлени настоящаго труда. 
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Въ заключени позволяю себз обратиться съ истинною благодар- 
_ ностью КЪ Совту ИмпеРАТОРСКАГО Университета св. Владим:ра, кото- 
рый всегда, съ таЕою тотовностью, даеть возможность, по м#рЁ своихъ 
средствъ, принести пользу обществу издашемъ полезныхъ сознневий, 
напечатане которыхъ у насъ, на свой счеть, для частнаго лица почти 
немыслимо. ` 


М. Е. Ващенко-Захарченко. 


Г. Юевъ. 
Въ марть 1880 года. 
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ВВЕДЕНИЕ. 


Изся®дован!я геометровъ конда прошлаго и настоящаго столётий: 
Гаусса, Лежандра, Лобачевсеаго, Болэя, Римма, Бельтрами, Гельмгольца 
и хругихъ, относительно начахь иё которыхь воздвигнуть геометрическй 
строй ‘нашего пространства, пролили ярый свВтъ на эти начада, разорвавъ 
завфсу, поврывавшую глубокой тайной ихъ проискожхан, значене и взаим- 
ную связь. > 

Начала эти суть первообразныя, очевихдныя, простВйиия свойствя про- 
странства, недопускающя доказательства. Они опредзляють пространство, 
изъ нихЪ логически выводятся вс геометричесыя цостроешя отъ самяхъ 
простыхЪъ до самыхъ сложныхъ. Это геометричесый строй--система, въ кото- 
рой, по мЁрь возведешя здашя, мы, сравнивая факты съ данными науки, мо- 
жемъ провфрать на сколько тверды начала, положенныя въ осиоване здаШЯ. 

Казалось бы съ перваго взгляда, что такая взаимиая провёрка долж- 
па быха устранить сомнзне шь истинВ геометрических начать, но и здЪсь, 
какъ и вездВ, пытливый умъ челов ка задаеть себВ вопросы: Начала эти 
суть-ли простёйпия? Существуеть ли между ними какая либо связь? Какъ 
они явились въ нашемъ ум, т. е. врожденных-ли они—апроричесвкя или 
почеринуты нами изъ наблюденйЙ--эмпирическ1я? Эти и имъ подобные во- 
просы, какъ видно, близко касаются и математиковь и философовъ, а по- 
этому и были обширной ареной споровъ между ними. Споры эти продол- 
жаютсл и въ настоящее время. 

Систематически изложилъ, въ первый рёзъ, геометрическе элементы 
ЕвклилЪ ва 270 лВгъ до Р. Х. Они извфетны подъ назватемъ Кух)е5оу 
ото пфотоу. 

Они содержатъ: 

Опредьленя бро @ейлоцез. Числомъ 34. 

Требованя Ахтрала, розийаа. Числомъ т ь ТРИ. 4‹‹ 

Это суть три злементарныя поетроешя съ помощью которыхъ ее 
дёлаетъь веЪ ностроешя въ своихъ элементахт, 
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Акеюмы (&Цоро, об», утверждать что либо достоврное, несомн\®и- 
ное положен!е). У Евклида он пазвхины жеыф вууоши, сопипиез побопез, 
общя нонят1я—числомъ ДВЪНВДЦаТЬ. ме Но $ 4. 


Теоремы (Звобе®, созерцать, разсматривать). ‘У Евклида он названны 


р и < Побтас безъ различ я будеть-ли это то, что мы называемъ теоремой— 


`Реорозо, или то, что называемъ задачей— РуоМета. 

Въ этомъ введ-йи я исключительно займусь аксомами, изложу 
всв новЪйшия изслВдованя и постараюсь, такимъ образомъ, установить пра- 
вильное пониман!е основныхь геометрическихъ началь, на которыя, у насъ 
въ особенности, обращается такъ мало вниманзя. 

ЕвЕлидъ дветъь слЗдуюнщя двБиадцать аксомЪъ: 


1. Величины равныя одной я той же величинЪ равны между собою. 

2. Если къ величинамъ равнымъ придадимъ величины равныя, то 
суммы похучимъ равныя. 

3. Если отъ величинъ равныхЪъ отнимемъ величины равныя, то остат- 
ки получимъ равиые. 

4. Если къ величинамъ неравнымъ придадимъ величины равныя, то 
суммы получимъ неравиыя. 

5. Если отъ величинъ неравныхь отнимемъ величины равныя, то 
остатки получимъ неравные. 

6. Величины двойных одной и той же величины равны между собою. 

7. Половины одной и той же величины равны между собою. 

— 8. Величины, которыя по наложени совыЪщаются, равны между собою. 

—9. Ц®лое боле своей части. 

х 10. ВсЁ прямыя углы равны между собою. 

Хх 11. Если дв прямыя лиюи встрЁчаются третьей такъ, что сумма вну- 
треняихъ угловъ, лежащихь по одиу сторону третьей, меньше двухъ пря- 
мыхъ угловъ, то дв» первыя прямыя, по достаточномъ продолжеши, встр?- 
тятея но ту сторону третьей прямой, на которой сумма внутреннихъ угловъ 
меньше двухъ прямыхъ, 

12. ДвЪ прямня лини не могутъ заключать пространства. 

Эти двзнадцать положенй, которыя уже неявно содержатся въ опре- 
двленяхъ, раздвляются на два класса: къ первому классу принадлежать 
положен1я 1, 2, 3, 4, 5, 6, Т, 9; они выражаютъ равенство общее величи- 
намъ и составляють часть основаня всФхъ математическихь наукъ; во 


° второму классу принадлежать положен 8, 10, 11, 12. Это суть геометри- 


чесыя аксомы, онб опредляютъ пространство. 
ВоВ аксомы перваго класса сводятся только къ тремъ: 1, 2 и 4. 
1. Величины равныя одной и той же величикВ равны между собою. 
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2. Если къ величинаиъ равнымъ прибавимъ величины равны, то ° 


суммы получимъ равныя. 

4. Если къ величанамъ неравнымъ прибавимъ величины равных, то 
суммы получимъ неравныя. 

Въ самомъ дЬхЁ, аксюма 3-я есть слёдстые 2-ой, такъ какъ вычи- 
таше есть дВйотые обратное сложеню. 

Акасома 5-я есть слВдстые 4-ой по той же причин». 

Аксомы 6 и 7 суть частный случай аксомы 1-й. 

Аксома 9-я есть слЁхетые 2-й и 4-Й, такъ какъ эта аксюма содер- 
житъ опредЁлене, что цзлое есть сумма частей и что веякая величина 
всегда равна самой себЪ. 


Щ— 


Слвдовательно ‘аксюмъ перваго класса, т. е. общих веёмъ оонфиит ес. 


о величин», есть только три. 
Геометрическ1я акс1омы составляютъ положешя 8, 10, 11 и 12. Въ 
нЪкоторыхь манускриптахь аксюма 12-я стоить 11-й, & 11-я стоить 
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`. 


` 


х 


хвЪнадцатой: этоть порядокъ находитен поэтому и во многихъ переводахъ”. \|\* 
. О < 
Евклида. Если принять въ соображене, что прямая лишя уже опредлень 


въ опредВлешяхь (бро), то первый порадокъ можеть быть принятъ, но 

если аксомы суть основан я геометрической системы, то нужно принать 

второй порядокъ, т. е. сначала опредвлить прямую (акс. 12-), а потомъ Мать 
одно изъ ея свойствь на нлоскости (&кс. 11-я). Такъ какъ опредлене | 
прямой въ опредъленяхь: прямая лышя есть та, которая лежить одина- 
ково относительно всъхь своить зточекъ ие есть геометрическое, не можеть: 
служить для геометрическихь построенй, а даеть ея наглядную форму, 
то Евклидь даль 12-ю аксюму, которую онъ, вёроятно, и пометить один- 
надцатою. 

Евклидъ строитъ геометрическую систему на поверхности, которую 
енъ называеть плоскостью, слЗдовательно геометричесыя акс1омы должны 
давать самыя обиия, необходимыя свойства плоскости, изъ которыхь ло- 
гически вытекахъ бы цёлый строй плоской зометрй. Что геометричесвяя 
авомы опредфляютъ плоскость, выдВхяютъ ее, если не изь всЪхъь воз- 
можныхь поверхностей, то по крайней мёрв изъ безчисленнаго множества 
существующихь въ пространств, въ этомъ мы убёдимся посл дователь- 
нымъ вылсненемъ значення и характера акс1омъ. 

Раземотримъ каждую изъ четырехь геометряческихь аксомъ. Здесь 
мы можемъ сдёлать анализь каждой комы Только эжемеитарный, въ 
коиц% же этого введешя мы изложимъ все то, что было схдВлано геомет- 
рами по настоящее время. 

Аксюма 8. Евклидъ, употребивъ сиособъ наложеня для доказатель- 
ства равеиства треугольниковъ, твиъ самымъ присвоиль плоскости свой- 
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ство, которое мы будемъ называть, свойствомъ совмистимости. Оно с0- 
стоить въ томъ, что фигуры могутъ перемВщатьсн по плоскости изъ од- 
ного м®ста въ другое безъ складокъ и разрыва, т. е. фигура совпадая 
воВми свонми точками съ плоскостью, въ однохъ мЪестЪ, совпадеть всфми 
своими точками съ плоекостью и въ какомъ нибущь другомъ. Разстояше 
двухъ какихъ нибудь точекъ фигуры нензмфняется при перемфщени ея 
по плоскости. Это свойство совмистимости выражаютъ таЕъ: форма фигуры 
независитъ отъ положеня ея м%еста на плоскости. Слдовательно одно изъ 
основныхь свойствъ илоскости есть совмюстимость, это одно изъ самыхъ важ- 
ныхь ея свойствъ, такъ какъ только это свойство дозволяеть сравнене мЬро- 
выхъ отношенй фигуръ на плоскости. Не одна впрочемъ пхоскость обладаетъ 
этимъ свойствомъ, но есть множество поверхностей, которыя имЗютъ его, 
между ними = назову сферу, на которой, какъ и на плоскости, фигуры мо- 
гутъ свободно передвигаться, безъ складоеъ н разрывовъ, съ одного мЪета 
въ другое. `Изъ этого уже видикъ, что первая геометрическая австома при- 
надлежитъ иногимъ поверхностямъ; мы увидихъ ниже, что эта ак@ома 
такъ важна, что по ней длятся поверхности на классы. Евклидъ не 
выразилъ эту аксюму такъ какъ мы ее выражаемъ теперь, а далъ ев въ 
вилВ опредЗлешя равенства геометрическихь величипъ. Эта акеома и въ 
настоящее время упускается изъ виду въ элементарныхЪ курсахъ, и допу- 
скается неявно въ доказательствахъ равенства фигуръ чрезъ наложене. 

Есть поверхности, на которыхъ эта акоома ие имВетъ мста: такова, 
напримЪръ, поверхность эллинсоида, на немъ фигура безъ складокъ или 
разрыва перем щена быть не можетъ, слёдовательно способъ наложешя, для 
сравнетя ифровыхъ свойствъ фигуръ, на ней пепримфнимъ. Еще могу укА- 
зать на яйцеобразную поверхность, на которой фигура съ остраго коица 
неможетъ быть передвинута безъ складокъ или разрыва на тупой н об- 
ратно. 

Итакъ за первую геометрическую аксюму мы будемъ принимать воеь- 
мую аксюму Евклида, которую мы будемъ называть &кс1омой совмистимости 
и которая, какъ мы видёли, принадлежить не только плоскости, но н мно- 
гимъ другимъ поверхностямъ. т. : 

Аксома 10. Вс прямые углы равны, какъ увидимъ ниже, можетъ 
быть доказана и внесеиа въ чнело теоремъ.“'.:.С:* 57? .55-) 

Аксюма 18. Я ее помжщаю въ томъ порядкВ на иакой указаль выше, 
т. е. прежде одинналдатой. 

ДвЪ прямыя лиши не могутъ заключать пространства, т. е. чрезъ 
дв данныя точки можно провести только одну прамую лин, или еще, 
двз прямын лини могутъ пересфчься только въ одной точк$. Въ такихъ 
формахъ, очевидно, можеть быть выражена двзиадцатая акиома Евклида. 
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Очевидно это не есть собственно аксюма, это есть опред®лене, которое 
даеть геометризескй масштабъ для построевй. Это опреджлене ие даетъ 
никакого понятя о форм прамой лини. Оно указываеть на ту изъ без- 
численнаго множества ливШ, проходящихъь чрезъ дв данныя точки, кото- 
рая вполнВ ими онпредзляется. Такъ какъ двЪ данныя точки на илоско- 
сти вполнЁ опредВляютъ кратчайшее разстояе между ними, то говорать 
также, что прямая лпнёя есть кратчайшее разстояше между двумя точ- 
ками. Это опредёлеше прамой принялъ въ первый разъ Архимедъ въ 
своемъ сочинени: хе! Хфа(рас ха Ко»уброт. 

Эта аксюха имфетъ м3сто и на другихь поверхностяхь, на которыя 
можно навить плоскость: таковы всЪ развертывающуяся поверхности, между 
которыми мы укажемъ на прямой цилиндръ и конусъ. Если навьемъ плос- 
кость, на которой проведена прямая линя между двумя точками, то опа и 
па цилиндрВ останется кратчайшимь разстоящемъ, хотя можеть принять 
весьма различныя формы, смотря по тому, въ какомъ направхеши навивается 
плоскость на цилиндръ: она можеть имёть форму ярямой на плоскости, 
она можеть быть круюмь и можетъ быть зелисомь. Во веЪхъ этихъ фор- 
махъ она есть прямая линя, проведенная между двумя точками, на ци- 
линдр8—кратчайшее разстояще между двумя точками, считая по цилиндуу. 

Хотя кратчайшее разстояне, иа всякой поверхности, опредзляется 
двумя данными точками, но есть поверхности, которыя допускаютъ нЁко- 
торыя исключеня, наприм$ръ, на сфер кратчайшее разстояше между 
двумя точками есть дуга большаго вруга и хотя вообще опред ляется двумя 
данными точками на сфер®, но эти точки могутъь имЪть такое похоженге, 
что кратчайшихь разстояй между ними есть безчислениое множество, та- 
ковы: двз даметрально противоположныя точки, чрезь нихъ проходить 
безчисленное множество дугь болышихъ круговъ, которыя вс равпы и 
суть всВ кратчайшия разстояшя между такими точками. Изъ этого 
также видимъ, что на сферз всБ прямныя пересфкаютеи въ лвухъ 
точкахъ и всегда заключаютъ пространство, т. е. часть сферы. ЕвклидЪ въ 
12-й аксомВ недопускаетъ исключенй, а поэтому она принадлежить только 
такого рода поверхностямъ, иа которыхъ дв точки вполвВ опредфляютъь 
прямую лин! безъ всякихъ исключенй. = 

Итакъ, вторая геометрическая аксома есть опредЗлене прямой ли- 
ви: Прямая инея есть та, которая впознъ опредъляется двумя точкими, 
или прямая мийя есть кратчайшее разстоянме между двумя точками. 
Эта аксома, также какъ и первая, принадлежить многимъ поверхностяхъ. 

Первыя двадцать восемь положенй Евклида доказанцы изъ ца осно- 
ван!и чполько двухъ первыхъ геометричеекихь акоомъ и только для даль- 
въйшаго развит!я системы потребовалась еще одна аксома одиннадцатан. 
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Аксома 11. Акйона 11-я можеть быть выражена еще въ схВдую- 
щихъ двухъ формахъ: | 

Перпендикуляръ и косвенная по н®которомъ продолжени ветрЪтятся. 

Чрезь данную точку, вн$ данной прямой, можно провести только одну 
прямую, невстр8чающую данной. 

Легкое доказательство первыхъь двадцати восьми положеюйй съ 
помощью только двухъь первыхь акбомъ, неочевидность одиниадцатой 
аксюмы—были причинной многихь изслёдованй, какъ въ древностн, 
такъ и въ наше время, которыя были направленцы къ тому, чтобы дока- 
зать одиннадцатую акоюму на основанФи двухъ первыхъ и внести ее въ число 
теоремъ, или замЗстить ее другою боле очевидною. ИзслВхдоваюя эти не 
дали положительныхъ результатовъ, но выяснили смыслъ и значеше аксомъ. 

Я уже сказажь, что аваомы опреджляють то пространство-—-поверх- 
ность, на которой строится система. Первыя двЪ аксюмн, какъ я поясниль 
выше, принадлежать многимъ поверхностямъ, слВдовательно доказать один- 
надцатую аксюму ма основаши двухъ первыхъ, это значить показать, что 
свойство, выраженное этой аксомой, принадлежить всЁмъ тВмъ поверхно- 
стямъ, на которыхъ первыя дв акоомы имЗють мёсто безъь всякихъ ис- 
ключей и что онЪ достаточны для построейя геометрической системы 
Евклида, которая, такямъ образомъ, будетъ принадлежать не только пло- 
свости, но и многимъ другимъ поверхностямъ. | 

Я исторически изложу важнзйиия изслВдовашя относительно одиннад- 
цатой акоомы, такъ какъ этимъ путемъ всего легче показать, какъ посте- 
пенно развивалось пониман!е смысла и значеня геометрическихь аксюмъ. 


4:5 {.:, Уже комментатор Прокхь живший въ У вёкВ по Р. Х., зная, что 


м. хдоЯдиинадцатан акеома есть обратное преддожеше семнахцатому предложе- 


\\м 


м ню Евклида, вводить новую &кс1ому: чито разстояше между сторонами улла, 


продолженными ноопредьленно, дълается болье велкой данной величины, и 
па основани ея доказываетъ одиннадцатую акоюуу. Это одно изъ древнй- 
шихь доказательствъ, дошедшихь до насъ. 

ЗатВиъ только въ ХШ в. Нассиръ-Эддинъ Ат-Туси, персидск мате- 
матикъ, доказалъ, что сумма угловъ въ треугольникВ равна дзумъ ирямымъ, 
на основан двухъ предложешй изъ коихь одио онъ иринялъ за аксюму 
по ‚его очевидности, вотъ она: положимъ, что двЁ прамыя АВ и 
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ср пересфченцы другими ирямыми №0, Г.М, 18, @Н, перпендикулярными 
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къ СД и составляющими съ прямою АВ два угла, острый и тупой, допу- 
стимъ, что острые углы обращены въ сторону А, а тупые въ сторову В. 
Утверждается, что прямыя АВ и СР приближаются со сторовы АС и 
удаляются со стороны ВО, т. е. что перпендикуляры Ао<мо<Гм...... 

Въ 1507 году Клан! въ своемъ издхаши Евклида даетъ доказатель- 
ство одиннадцатой аксохы, допуская положене: +120 зеометрическое мисто 
зпочекъ, равно отстоящихь оть данной прямой на плоскости, есть прямая 
анная. 

Сихсонъ, въ своемъ издани Евклида въ 1781 году Те @етек5 о? 
ЕасНа, повторихь доказательство Нассиръ-Эддина. 

Бертрань изъ Женевы въ 1778 году даль въ сочииени: Обуе1орре- 
теюё попуеаи @е 1а рагёе @6тешаше 4ез Машётайиез новое доказательство 
одиннадцатой аксюмы, осиованное на начал: что изъ двухь неопредьлен- 
ныть пространствь объемаемое менте объемлющено. 

Всв предъидущря доказательства имфютъ тоть общий харавтеръ, что 
въ нихь вводится новое начало. которое считается авторами проще и на 
основави его доказывается одиннадцатая аксюма. ВеВ эти изслЪдовашя 
собраны въ разсуждени В. Я. Бунаковскаго о паразаельныть лишять и 
указаны недостатки кажлаго изЪ нихъ. аа 

Изсмьдованя Лежандра. БолФе везхъ въ этомъ направленм сдёлаль 
французскй геометрь Лежандръ, который въ продолжен своей математиче- 
ской карьеры принимался нзеколько разъ за эту задачу. Первая его по- 
пытка изложена въ его первомъ издаше Ёбтетз @е иботебме въ 1794 году. 
Оиъ не вводить новаго начала, но старается доказать, на основаши пер- 
выхь двухъ аксюмъ, что перпендикулярь и косвенная, по нзкоторомъ про- 
должен!н, встрётятся. Доказательство это окъ самъ находить неудовлетво- 
рительнымъ, говоря, что опредфлене прямой должно быть таково, чтобы 
исклюзало всякое сходство ея съ гиперболой, тогда только наше доказа- 
тельство было бы строго. 

Въ третьемъ издани того же сочинея въ 1800 году онъ даетъ дру- 
гой оборотъ задачз и въ этомъ направлени изслЗдованя его имВютъ важ- 
ное значен!е, хотя онъ желаемаго результата не достигъ. 

Если одиннаддатан акоома иметь м%ето. на плоскости, то сумма 
угховъ въ плескомъ треугольникЪ равна друмъ прямымъ и обратно, всли 
сумма угловь въ плоскомъ треугольник равна двумъ прямымь, то на 
плоскости одиннадцатая ак ома имЗетъ м%®сто. Зная это, Лежанхрь хотВлъ 
доказать, на основани первыхъ двухъ геометрическихь аксюмъ, что сумма 
угловъ въ плоскомъ треугольник равна двумъ прямымъ. 

Премъ его состоить въ слёдующемъ: такъ какъ относительно суммы 
угловь въ треугольникВ можно едвлать три преднодежетя: что она больше, 
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равна или меньше хвухъ прямыхтъ, то схёдуетъ только показать, что она 
не можеть быть ни больше, ии меньше двухъ прямыхъ. 

Первое предположене, т.е. что сумма угхловъ въ треугольнихВ не мо- 
жетъ быть больше двухъ прямыхъ, онъ доказаль строго, а что она не мо- 
жетъ быть меньше двухъ прямыхъ онъ могь доказать строго только введя 
новое положене, которое въ сущности есть ничто иное какъ одиннадцатая 
акс ома. Именно: что чрезь данную точку внутри ума можно вседа про- 
вести такъ прямую, что она встрътить объ стороны унммь. 

Во первыхъ докажемъ, что на поверхностяхь, допускающих первыя 
дв геометрическя акбомы, и слёдовательно и на плоскости, существуютъ 
прямыя невстрёчаюцщияся. " 

№мАСУ/ Предложеще 1. Если сумма внутреннихъ угловъ, составленныхь двумя 


.: 
ет рамыми АВ и СО съ третью ЕЁ, равна двумъ прямымъ, то прямыя 
| е встрётятся. Е 
‚ Доказат. По условю мы имЗемъ: 
Фиг. 2. 
г 
Рок, ЗЫ 
к 
ср 
д 


ВСЕ--ОНЕ—24, а чрезь 4 мы будемъ всегда означать прямой уголъ. Но 
мы имфемъ также: 


СНЕ--ОНЕ—94а 


сл» ловательно ВаЕ—=СНЕ. Такимъ же образомъ найдемъ, что А@Е—=ОНЕ. 
Изъ равенства этихъ угловъ сл»дуетъ равенство открытыхъ фигуръь ДЫ@В 
и А@НС, которыя очевидно совмфстятся; если фигуру А@НС наложимъ 
на фигуру ОСНВ, такъ чтобы точка Н упала въ точку @ и точка @ въ 
точку Н, то по равенству выше показаипыхь угловь @А пойдетъ по 
НО, а НО пойдетъь по @В. Если А@ и СН встрёчаются, то, очевидно, 
встрьтятся лишн В@ и РН; схвдовательно прячыя АВ и СШ будуть 
имфть двз обиця точки и будуть совпадать. 

Ольдстьес. Пусть К будетъ средина отрёзка @Н и ММ прямая 
проведенная чрезь точку К, въ произвольиомъ направлеши, но только 
такъ, чтобы она пересВкла прямыя АВ и СО. Я говорю, что сумма уг- 
ловъ, лежащихь по одну сторону прямой №М будеть также равна двумъ 
прямымъ угламъ. Легко видВть что треугольники КМ@ и КМН равны, 
такъ какъ въ нихь стороны НК и КС разны и углы, прилежаиие къ 
этимъ сторонамъ, также равны. 


Откуда слЗдуетъ, что: 
СМИ--АМИ—=СИМ--(24а СМИ )-=94. 


Изь этого видим, что плоскость есть такая поверхность, иа которой, 
чрезъ данную точку вн данной прямой, можно провести яо крайней мюрь 
одну прямую, которая не встрьтить данной. 

Предложене 2. Сумма угловь въ треугольник на поверхности, до- 


пусквающей первыя дв акоомы, не можеть быть болфе двухъ прямыхь Г 


угловъ. 

Доказат. Если въ треугольниЕ АВС чрезъ средину Ш) стороны ВС 
проведемъ прямую АЕ=2АГ, то получимъ двЪ пары равныхь треуголь- 
никовь СДЕ-=ВОА и ЕШВ—АТС. Эти треугольники равны вслЁл- 
стве равенства сторонъ».. лы “^^ 

Фиг. 3. 


Изъ равеиства этихъ треугольниковъ имземъ равенство схёдующихьуг- 
ловъь СЕА—=ВАЛ и АСЕ=АСВ--СВА; АЕВ-ЕАСн ЕВА=АСВ--ОВА. 


Изъ треугольника АВС образовался треугольникъ АЕВ равной съ 
нимъ площади и имзющй углы ВАО=А,, АВЕ—В, и АЕВ=<(,. Если 
уголь А. будетъ менышй изъ угловъ ВАД) и ДАС, то, соображаясь съ 
предъидущимъ, найдемъ: 


4,54, А-+О-=А, В=В+0 


откуда: 
А--В,+0,—=А--В--0 


Изъ треугольника АЕВ, полученнаго такимъ образомъ, можно точно 
также образовать треугольникъ съ углами А,, В,, С, въ которомъ пло- 
щадь будетъ равна площади треугольника АВС и 


А.З А.З А, 4+0, ВЕВ.+О, 


откуда: 
А,--В,+-0,—=А,--В,-+С,—=А--В-С. 


ен кт 


О 2 
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Продолжая подобнымъ образомъ построешя, мы получимт, треугозьникъ 
площади равной треугольнику АВС съ углами А», В,, С, въ которомть: 


д. ЗА, АВ, +С,5АЖВ+О 


== о" 
Въ сл8дующемь за этимъ треугольникВ мы будемъ пмВть: 
<1 
Анны ба ‘Эн А 


Изъ этого видим, что изъ треугольника АВС можно построить, ука- 
заннымъ способомъ, такой треугольникъ, въ которомъ площадь булеть рав- 
на площеди треугольника АВС, сумма угловъ будетъ равна суммЪ угловъ 
того же треугольника, и въ которомъ, накопець, сумма двухъ угловъ можеть 
быть сдфлана какою угодно малою. 

ПослЪ этого легко доказать наше предложеюе. Положимъ, что сумма 
угловъ въ треугольникВ АВС больше двухъ прямыхъ, т. е. пусть: 


А-В-+О=94-но 


Иязъ треугольника АВС мы можемъ построить такой треугольникъ съ 
углами А», В», С», въ которомъ: 


А.В „--С,=—А-НВ. --О=94-на, А, С, «и 


сх» довательно трей уголь В„ долженъ быть больше двухъ прямыхь уг- 
ловъ, т. е. В„>2а, что невозможно. 
Предложене 3. Сумма угловъ въ треугольшикВ не можеть быть ме- 
нЪе двухъ прямыхь угловъ. 
Доказат. Къ треугольнику АВС прибавимъ равный ему треуголь- 
викъ СВО. 
Фиг. 4. 


Ра 


А у 7. 


Чрезь точку Д проведемъ прамую ЕЁ такъ, чтобы она встрътила 
стороны АГи АЕ вь точкахь Ки Е. Положимъ, что сумма угховъ ВЪ 
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треугольни АВС будеть 24—о©, въ треугольникё ВЕД эта сумма пусть 
будеть 24—<,, въ треугольник СОЕ пусть она будетъь 24— ов, , то сумма 
угловъ въ треугольник8 АЕЁ, очевидно будетъ: 


24—о--24—с+24—с,+24—с,—64=24—3о—0,—а,<24—9а 


Изъ построеннаго, такимъ же образомъ, треугольника АЕЁ мы мо- 
жемт, построить еще треугольннеъ, въ которомъ сумма угловъ будеть ме- 
нфе 24—4а. Продолжая, подобнымъ образомъ, мы можемъ построить такой 
треугольникт, въ которомъ сумма угловъ можеть быть сдёзана мепфе какой 
угодно данной величины, но этого быть не можеть, такъ какъ вс пос- 
троенпые треугольники имЗютъ общий уголь А. 


Въ приведенномъ выше доказательств я подчеркиуль слова, которыя 
составляютъ положеше Лежандра: чрезь данную точку внутри ума можно 
бесфа провести прямую, которая встрьтить объ стороны ума. Это по- 
ложен!е равносильно одиннадцатой акс1омЪ. Лежандрь это сознавалъ, и 
поэтому старался пояснить его сравненемъ безконечныхь частей плоско- 
сти, ио дВла этинъ не уяснилъ. Онъ хочетъ показать, что неприлично прямой 
по ея свойству всей заключаться въ угл: И герадпто & 1а пашге 4е 1а Нопе 
дгоце до’апе 1еПе Прае, шаёбойтеюе ргоюпаве рийвзе 6 ге гошегтёе дапя ип апй]е. 
Въ этомъ-то Лежандръ и ошибся, такъ какъ мы увидимъ ниже, что есть 
поверхность, на которой первыя дз геометричесыя акоомы ниЗютъ м$3ето, 
а прямая вся можеть заключаться въ угл. 


Изъ этого видимъ, что ив поверхности, допускающей двВ первыя ак- 
‹юмы безъ исключен, сумма угловъ въ треугольникВ не можеть быть 
бомье двухъ прямыхъ. 


СлВдовательно, относителрно суммы угловъ въ треугольник, можно 
едрлать дв инютезы: что эта сумма равна двумъ прямымъ и чго она 
ченыне двухъ прямыхъ. Какая изъ этихъ двухъ гииотезь имфетъ м%сто 
на плоскости, доказать изтЪ возможности, почему? мы увидихъ ниже. 


Я теперь покажу, что если бы мы нашли па_плоскости хоть одинъ 
треугольникь, въ которомъ сумма. Условъ была бы равна _двумъ ..прамымъ, 
то всевозможные треугольники, построенные на плосвости, будуть имЗть` 


ъь 


тоже свойство. Изъ этого будетъ слёдовать, что сумма угловъ во всъсь 


треугольникахь, построенныхь на плоскости, или равна двумъ прямымъ 
или меньше. 


Предложена 4. Если сумма углов въ одномъ треугольникВ равна 
двумъ прамымъ, то она равна двумъ прямымъ и во всякомь другомъ. 
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Доказат. 1) Если сумма угловъ въ треугольник АВС равна двумъ 
прямымъ, то она равна двумъ прямымъ и въ каждомъ изъ треугольниковъ 


Фиг. 5. 
с 


Е 


А у, в 


АС, ООВ, АЕХ, отрзанныхь оть треугольника АВС. 

Въ самомъ дЬлВ, если-бы въ треугольник АДС и ОВС суммы уг- 
ловъ были 24—х и 24—у, то сумма угловъ въ треугольникВ АВС быляа- 
бы не два прямыхъ, а 24—х—9. Тоже самое относится и къ треуголь- 
нику АДЕ. 

2) Раздлимъ треугольник АВС высотою СШ иа два прямоуголь- 
ные треугольника АДС и ОВС. 


Фиг. 6. 
Е [4 
А й в 


Оданъ изъ этихь треугольников, наприм$ръ, АДС, можно допол- 
нить равиымъ ему треугольникомъь АЕС, до четыреугольника АДОЕ, пъ 
которомъ каждый изъ угловь прямой. | 

Изъ четыреугольника АШДСЕ, прибавлля къ нему равные ему четыре- 
угольники, мы составимъ четыреугольникъ, въ которомъ каждый изъ уг- 
ловъ будетъ прямой, а стороны, закхлючающ]я какой нибудь изъ этихъ 
прямыхъь угловъ, будуть т.АЁЕ и ЕС. Изь этого послдияго четыре- 
угольника, точио такимъ же образомъ, можно построить четыреугольникъ, 
въ которомъ каждый изъ угловъ есть прямой, а стороиы, заключающия 
уголъ, будуть т.АЕ и в.ЕС, гдВ т и п суть цвлыя произвольныя числа. 

Этоть послВдей четыреугольникъ раздФляется длагональю на два рав- 
ные прямоугольные треугольника, въ которыхъ, очевидно, сумма угловъ бу- 
детъ равна двумъ прямымъ. Отъ такого треугольника можно отдЪлить про- 
извольный треугольникъ, вь которомъ сумма угловь будегь равна двумъ 
прямымъ. СлЁдовательно сумма угловъ въ произвольно взятомъ треуголь- 
никё равна лвумъ прямымъ. 

Изъ сказаннаго сл$дуетъ: 

1) Что сумма угловь 60 веякомь треугольпикВ или равпа двумъ 
прамымъ, или меньше диухъ прямыхъ. 
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2) ВиЪший уголь во всякомь треугольникВ или равенъ суммВ вну- 
треннихъ съ нимъ не смежныхъ угловъ, или больше этой суммы. 
3) Чрезь данную точку В, внЪ данной прамой АА’, можно всегда 
провести такъ прямую ВМ, что уголь ВМА можеть быть произвольно 
малымъ. 
Для этого проведемъ прямую ВС, такъ чтобы она съ прамою АА’ 


Фиг. 1. 
Па 
М 
и 
4 С р д 


составляла острый уголь АСВ и сдёлаемъь ВС—=СЮ, то уголъ 25 АСВ. 


Продолжая подобное построене, мы найдемъ такую прямую ВМ, что 
уголъ ДМВ будетъ мензе какого нибудь даннаго угла. 

Резюмируя все выше сказанное, мы приходимъ въ заключен!ямъ, что 
на поверхности, допускающей дв» первыя &кс1омы: 

1) Чрезъь данную точку вн данной прямой на плоскости можно 
всегда провести прямую, не ветрёчающую данной, но единственная хи это 
прямая ие ветрёчающая, на основази первыхъ двухъ акоюмъ, мы рёшить 
не имфемъ возможности, | 

2) Что сумма угловъ во всякомъ треугольник или равна двумъ пря- 
мымЪъ, или меныпе двухъ прамыхь. Какое изъ этихъ двухъ положенй 
иифетъ мЪ%сто на плоскости, т. е. на поверхности, допускающей первыя 
хвВ аксюмы, мы рЬшить, на основаши первыхь двухъ акоомъ, также не 
можемъ. 

Я теперь покажу связь двухъ предъидущихь заключен. 

Предложен 5. Если чрезъь данную точку вн данной прямой можно 
провеети только одну примую. не встрЁчающую данной, котозая въ такомъ 
‹лучаЪ называется параллельною данной прямой, то сумма внутреннихъ 
угловъ въ треугольник равна двумъ прямымъ. 

Доказат. Чрезъ вершину С треугольника АВС проведемъ парахлель- 
ную ДЕ противулежащей сторон® АВ. 

Фиг, 8. 


с 
р —^ 


А В 


Такъ какъ ОЕ есть единственная прнмая, проходящая чрезь точку 
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С и не встрёчвющаял осповашя АВ, то (см. пр. 1) уголь А=АСО, уголь. 
В=ВСЕ, сл№ловательио: 


А-В+О=294. 


Предюженще 6. Обратно, если сумиа угловъ въ треугольник® равна 
двумъ прямымъ, то, чрезь данную точку внё данной прямой, можно про- 
вести только одну жиню не встрёчающую (параллельную) данной. 


Доказция. Пусть ДЕ (см. чер. 8) будетъ параллельная прямой АВ, 
проведенную чрезъ точку С, а АС сЪкущая. Положимъ, что сумма угловъ 
ВАС и АСЕ не равна 24, т. е. пусты 


ВАС+-АСЕ=24—в. 


Чрезъь точку С проведемь прямую СВ такъ, чтобы уголь СВА 
былъ<«а. По гипотез® сумма угловъ вт треугольник АВС равна лвумъ 
прямиимъ, т. е.: 


ВАС-АСВ--СВА—9а 


подставивъ высто 29 эту величину въ предъидущее выражене, найлемъ: 


ВАС-АСЕ=ВАС-АСВ--СВА—х 


АСЕ=АСВ-+-СВА—в. 


откуда: 
АСЕ<ХАСВ 


чего быть не можетъ, такъ какъ иримая СВ лежитъ внутри угла АСЕ. 


Изъ всего сказаннаго видимъ, что всВ усижя геометровь дока- 
зать прямо одинналцатую аксюму Евклида, на основани двухь первыхъ 
аксомъ, не иифли усиВха. Оставалось одно предположить, что одиннадцатая 
аксюма иа плоскости не нифетъ мета и построить теометрическую систему _ 
въ этомъ предположеши. Если одинналцатую аксюму можно доказать, 
т. е. если она можеть быть сведена на ДвВ первыя аксюмы, то построен- 
ная система должна привести къ абсурду; въ противномъ случа, т. е. 
если система всегда остается логична во возхъ своихь частяхъ, мы Колжны 
заключить, что одиннаддатая акстома доказана быть не можеть. 
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Построене такой системы предприняль въ 1829 году русск  гео- 
метръ, профессоръ Казанскаго университета, Н. И. Лобачевоюй. 

Вь этомъ году „Лобачевский  напечаталь въ Казанскомъ Вфет- 
иикВ сочинене: О началахь геометри. Въ 1835, 1836 и 1838 гг. ояъ 
напечаталь въ Учепыхъ Запискахъь Казапскаго Университета: „Новыя на- 
чала геометрия съ полной теорей цараллельныхт,“. Это сочинене было напе- 
чатано въ журналь Креллхя подъ заглавемъ: @бошёме ипадшайе и въ 1874 
году переведено на итальянсюй языкъ. 

Сочиненя эти, съ начала, не обратили на себя особеннаго вииманя 


геометровъ, которые, какъ видно изъ ихь миЪй, считали эти работы бо-` 


две любоинтиыми, нежели имфющими научное значене. Можетъ быть это 
произошло и оть того, что руссюя математичесвкя сочинешя были мало 
известны въ западной Европ. Одинъ Гауссъ, въ то время, понимахъ важ- 
ное значене мысли Лобачевскаго и указываль, въ переписк® своей съ Шу- 
махеромъ, по поводу теори параллельныхь ливй, на значене работъ Лоба- 
чевскаго. Воть что онъ пишеть Шумахеру: „Недавно я имВлъ случай 
снова прочесть записку Лобачевскаго подъ заглавемъ: беошен1зеве Ошег- 
засвиврет гиг ТЬеоме 4ег Рата|еШ иен. Эта записка содержитъ элементы гео- 
метр!и, которая должна была-бы существовать и коей развите состав- 
ляло бы строгую систему, если бы геометря Евклида не была истинна. 
Н®кто Швейкартъ назвать эту геометрию звфздную, Лобачевсый назвать 
ее воображаемою. Вы знаете, что уже пятьдесять четыре года я раздВлаю 
тВже убВждешя, не говоря о нзкоторыхъ развитяхь, которыя, съ тВхъ 
поръ, получили мои идеи объ этомъ предметВ. Въ запиекВ Лобачевскаго я 
не нашехь для себя ничего новаго, но его изложеше отлично отъ того, 
которое я предполагать, притомъ авторъ изложиль предметь вакъ истинный 
геометръ. Я совётую вамъ обратить ваше внимаше на это сочинен!е, 
чтене котораго доставить вамь живое удовольсте. Ноября 28, 1846 г. 
"Такъ говорить о сочвнени Лобачевскаго одинъ изъ величайшихь гес- 
метровь нашего времени; но, не смотря на это, только въ 1868 году, 
посхВ работъ итальянскаго геометра Бельтрами, было обращено должное 
вниман!е на идею Лобачевскаго н окоичательно разрёшенъ вопросъ о тео- 
ри парахлельныхь лин. 


й. м. 


Ёистема Лобачевскаго 


Неевклидовокая. 


Мы выше видфли (сы. пр. 1), что чрезъ ханную точку, вн данной 
прямой, можно провести по крайней мЗрВ одну прямую, не встрёчающую 
данной. Если эта прямая единственная, то мы будемъ имфть систему Ев- 
клида— плоскую геометрю, если чрезь данную точку можно провести нЪ№с- 
колько прямыхъ, не встр8чающихь данную, то мы получимъ систему Лоба- 
чевекаго, которую Гауссъ назваль Неевклидовскою. 


. 
(Г и. №. Пусть данная прямая будеть В'В", и данная точка А. 


Фит. 9. 


Если изъ точки А опустимъ на В'В’ перпендикулярь АВ и возста- 
вимъ къ АВ перпендикуляриую линю А’А”, то (ем. нр. 1), А’ А” не встр*- 
таить В'В". Если А'А” есть единственная прямая, не встрёчающая прямой 
ВВ’, то всВ прямыя, лежапя въ угл А'АВ, и проходашя чрезъ точву 
А, ветрётять В'В” по направлено ВВ’, а всВ прямыя, проходянйя чрезъ 
туже точку А н лежашщ]я въ угл ААВ, ветртатъь прямую В'В" по на- 
правленю ВВ”. Въ этомъ случа А’А” называется прямою параллельною 
прямой В'В’. 

Положимъ теперь, что чрезъ Точку А можно провести не одну пря- 
мую, не встрёчающую данной, тогда между этими прямыми будетъ находить- 
ся одна, напримёрь 47), которая будеть отдЗлять нрямыя, встрёчающия 
прямую В’В*, отъ невстрёчающихь ее, т. е. вс прямыя, хежащ]я въ угл 
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ЛАВ будуть встрчать В'В’ по направлено ВВ’, а лежатщя въ угль 
А’'АЛ не встрётять В'В’. Эта предьльная прямая, не встрёчающая прямой 
ВВ’, называется параллельною В'В” по направленю ВВ’. Если полосу 
А'АВВ'’ перегнемъ по лиши АВ, то ова совыЪетится съ нолосою 4’АВВ’ 
(см. пр. 1) и прамза АЛ приметь направлене АЕ’ и будеть, ечевядно, 
параллельною ВВ’ въ томъ же смислф, въ вакомъ мы вазываемь АД на- 
раллельною ВВ’, т. е. она будеть отд№лать прямыя, верееЗкающуя ВВ’ 
оть прямыхъ, не пересфиающихь ее. Уголь Л'АР—=А’АЕ’. Изъ этого ви- 
димъ, что въ этой геометрической систем чрезь данную точау А, ви дан- 
ной прямой В'В’, иожно провести дв параллельныя АЛ и АЕ’: одна па- 
раллельна ВВ" въ направлеши ВВ’, а хругая паралхельна въ направлени ВВ". 
Ве прямня, проходяня чрезь точку А и лежапия въ угл ДАЕ’, будуть 
ветрЬчать прамую В'В', а лежаня въ угл ЕАЛ не встрёчають ее. 

Итакъ, вс прямыя, проходяшя чрезъь данную точку ви данной 
прямой на плоскоети, раздВляются на три класса: 1) встр8чаюцщия данную 
прямую, 2) двВ параллельныя ей и 8) не встрьчающ1я ее. Одна АО 
будетъь параллельна направленю ВВ’, а другаа АЕ’ параллельна 
направленю ВВ’. Такой смыслъ параллельности мы будемъ означать сим- 
воломъ АЛ || ВВ’, АЕ’ || ВВ’. 

Предлюжене 7. Прякая АА’ параллельна прямой ВВ во вехъ ево- 
ихь точкахь, т. е. если АА'|| ВВ', то А.А! ВВ’, А,А'|| ВВ',... г 
А., -4,,.. суть произвольно взятыя точки въ обоихъ направлешяхь ва 
прямой АЛ’. 

Доказат. Пусть АА’ будеть прямая параллельная ВВ, АВ перпен- 
хикуляръ кь ВВ. 

Фиг. 10. 


& д 


<. 
и № 


в с Е 20 


1) Возьмемъ какую нибудь точку А, на АА’, чрезъь эту точку про- 
ведемъ ирямую А,С' нодъ произвольнымъ угломь А'А,С. Прямая АС, про- 
веденная чрезь точки 4 и С, очевидно, встрётить ВВ’ въ какой нибудь 
точкВ Л). Въ прямоугольный треугольникь АВГ въ точвВ С входить ие- 
опредЗленная прямая А.С, слЗдовательно, она должна выйти изъ треуголь- 
ника & для этого ова должна встрётить прямую ВВ’ въ тозкВ Е и®- 


примфръ. 
8 
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2) Возъмемъ еще точку А,, лежащую по другую сторопу перпенди- 
куляра АВ. Проведемъ прямую А,Ё подъ такимъ угломъ, чтобы онв встр- 
тилв АВ въ точЕВ Е, уголъ этоть можетъ быть безконечио махъ. Чрезъ 
точку А проведемъ прямую АЛ тавъ, чтобы уголь ААБ=А’А,Е, иря- 
мая А,Е не ветр8титъ прямой АД, входить въ треугольникъ АВД, схф- 
довательно выйдеть изъ него не иначе, какъ встрЗтивь прямую АВ) вВЪ 
извЪстной точк» (- 

Предложене 8. ДвВ прямыя взаимно параллельны, т. е. если 
АА'|| ВВ, то ВВ|| АА. 

Доказат. Пусть прямая АА’ || ВВ’. Дла произвольно взятой точки А 
на прямой АЛ’ можно найти на прямой ВВ’ такую точку В, чтобы уголъ 
А'АВ=В'ВА. 

Соображаясь съ пр. 4, сяьх, 3 можно превести прямую АС такъ, 


Фиг. И. 
р. в с 
2’ 
м 
_—__—_—^ 


7. 


чтобы уголъ А’ АС< АСВ’. Продолжимъ прямую СВ такъ, чтобы СО-=АС, 
то уголь ВХА=РАС<ФлАл'. Подвигая точву С кь О и соединяя каж- 
ое ея положеюя съ точкою А иы, очевидно, найдемъь между Сн ДЛ та- 
кую точку В, для которой буденъ имть уголь А'АВ=В'ВА. Откуда 
непосредственно схВдуетъ, что ВВ' || АА'. Въ самомъ дёхВ, возьмемъ точку 
М на срединё АВ и возставимъ перпендикулярь ММ’ въ АВ, то ММ' 
будетъ параллельна какъ къ АА’, такъ икь ВВ’, ибо въ противномъ случаВ 
АЛ и ВВ’ перескуть ММ' въ одной точкЪ и сами не будуть парал- 
лельны. Теперь, если подъ произвольныхь угломъ къ 4.4’ проведемъ пря- 
мую АС, то она встрётить ММ’, а сх$довательно встрётитъ и ВВ. 

Предложене 9. ДвЁ прамыя ВВ’ и СС’ параллельныя третьей АА", 
но одному направленю, будутъ параллельны и между собою. 

Доказат. 1) Три прямыя лежать въ одной плоскости. Если прямыя 
лежать въ порядЕЁ АА, ВВ, СС', то ВВ и СС' ие могутъ пересфкаться, 
тавъ какъ, въ нротивномъ случа, изь точки ихъ пересВченя было бы 
проведено дв8 прямыя, параллельныя прямой АА’ въ одномъ и томъ же 
направлени, что невозможно. Это схВдуеть еще и изъ того, что прямая 
ЕЛ, проведенная подъ произвольнымъ угломъ кь АА’, встр®тить ее, а 
ел довательно встртитъ и прямую ВВ’. 


Фиг. 12. 
с с’ 
р. В? 
7 А’ 
р 


Если данныя прамыя расположены въ порядкё ВВ, АА’, (С’, то 
очевидно ВВ’и СС’ не встрЁтятся, такъ какъ одна изъ нихъ должна прежде 
встрётить АА’, что иевозможно, потому что АА'|| ВВ’. Что ВВ' не только 
не встрёчаеть СС,’ но что онз параллельны, слёдуетъ изъ того, что всякая 
прямая. проведенная чрезъ какую нибудь точку на ВВ', подъ произвольно 
халымь угломъ къ ней, встрётитъ А.А’, а слЪдовательно встрётить и ОС". 

2) Плоскость параллельныхь ВВ’ и АА’ съ плоскостью парахлель- 
ныхъ СС’ и АД’ составляетъ уголъ. 

Во первыхь докажемъ, что прямыя ВВ’ и ОС’ лежать вь одной 
плоскости. 


Фиг. 13. 


57 “ с’ 


р. с 
А 

Пусть ВХ будетъ какая нибудь прямая въ плоскости параллельныхь 
АА’ и ВВ, пусть она встрётить 4. въ точе О. Плоскость (ВД встр\- 
тить плоскость параллельныхь АА и СС’ по прямой СР. Вудемъ теперь 
двигать плоскость СВО около ВС такъ, чтобы точка Ш ушла въ бевко- 
нечность; это будетъ тогда, когда прямая ВЛ) совпадеть съ прямою 
ВВ’, сяёдовательно, Филоскоеть СВШ совпадаетъ съ плоскостью СВВ’. 
Точно также плоскость ВОД совпадетъ съ плоскостью ВОО'. Сх6дователь- 
во, прямыя ВВ’ и СС' лежать въ этомъ послвдиемъ положеши плоско- 
стя СВГ. 

Теперь легко доказать что ВВ'|| СС". 

Вь самомъ дёлЬ, если ВВ’ не параллельна ОС', то есть другая ВВ" 
6й параллельная въ той же плоскости. АА’||СС’и ВВ’||СС', сжВдова- 
тельно, пе доказанному выше, ВВ" и АА’ находятся въ одной плоскости. 
Сявдовательно, плоскость А`АВ пересЪкается съ плоскостью О’'ОВ по хи- 
намь ВВ н ВВ’, что невозможно. 
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Овойства параллельнихь. Пусть А будеть точка вн прямой ВВ’. 
Изь точки А опустимъ перпендикулярь АВ на ВВ. | 


Фиг. 14. 
А 
и А’ 
С С’ 
В в’ 


Чрезь точку А проведемъ А/Л'|| ВВ'. Угохь А’АВ между периенди- 
куляромъ АВ и параллельною А.’ называется угломъ параллельности. 

Если разстояще АВ точки А отъ прямой ВВ’ увеличивается или 
уменьымаетен, то угохъ парэллельности уменьшается или увеличивается. 
Пусть, напримёрь СВ<АВ, то для СС'|| ВВ' уголь С'СВ>А'АВ. Вь 
самомъ дВлЪ, если бы было С'ОВ-А'АВ, или С'СВ<А’АВ, то для пз- 
раллельныхь АА’ и СС’ сумма внутреннихъ угловъ А и С была бы равиа 
или больше хвухъ прямыхъ. Для всякаго разстояшя р точки А оть пра- 
мой ВВ’ существуегь опредзленный уголь параллельности, и обратно, для 
веякаго угла А'АВ существуеть опредВленное разстояне АВ=у, изь 
конца которого пернендикуляръ ВВ’ будетъ лингей параллельной АА’. Этоть 
угодъ параляельности обозначаютъ символомъ Пр), т.е. угохь А’'АВ есть 
функщя разстояшя АВ». Эта функщя ниЗетъ слёдуюцщия свойства: для р==0 
П()=4, такъ какъ въ этомъ случа АА совпадаеть съ ВВ’. Если р 
увеличивается, то Шф) уменьшается и когда =, П(со)=0. 

Предложенще 10. Параляельныя прямыя сближаются неопред® ленно по 
направлению ихъ нараллельностн. 

Доказат. Изъ течекъ 4 и Л’ прямой АЛ' возетавимъ равные перпенди- 
куляры АВ и А'В’и точки В и В’ соединимъ прямою ВВ’. Прямая ВВ’ 
ие встрётить прамую АА. Въ самомъ дёлф, если вовставимъ изъ средины С’ 
прямой А’ пернендивулирь СД, то, очевидно, четыреугольникъь СОВ’А’, 

фиг. 15. 


я с 4’ 


перегнутый по лини СХ, совыфетится съ четыреугольнивояъ СОВА, сдф- 
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довательно прямая ВВ’ нерпендикулярна въ прямой СХ), но къ ней перпен- 
дикулярна н прямая А.А’, слёховательно А.А’ и ВВ’ не встрётятся. Но, по 
опредзленю параллельных, прямая ВВ” хежить ближе къ прямой 4.4’, сл8- 
дозательно она истрзтить 4’В’ въ такой точк» В", для которой 4 В’< АВ’. 


Изь этого вихдимъ, что разстояне точекъ прямой отъ ея параллель- 
вой, въ изправлеши параллельности, будеть убывать, & уголь параллель- 
ности слВховательно будетъ возрастать; поэтому говорятъ, что дев па- 
раллельныя прямыя пересвкаются на безконечности. Безграничная часть 
плоскости, заключающаяся м@жду двумя параллельными прнмыми, назы- 
вается полосой. ДвЪ полоен могутъ совиЗетиться. 


Предложене 11. Геометрическое мфето равио отстоящихь точекъ отъ 
данной прямой есть кривая лин!я. 

Доказат. Въ четыреугольник8 АСЛВ уголь В острый. Если отло- 
жимъ (фиг. 15) на ОО отрёюкъь СЕ=АВ=А’В’, то точка Е упадеть 
ва продолжеши СЛ. Четыреугольникь АСЕВ сопм®стится съ четыре- 
угольникомъь (0.4ВЕ, слЬдоватедьно уголь В==Е. Изъ этого слФдуетъ, что 
хин!я, коей точки В, Е, В, .. равно отстоять отъ прямой АЛ’, не есть 
прямая. Равнымъ отрЁзкаиь АС и С.А’ прямой 44” соотвтствують рав- 
ныя части ВЕ и ЕВ’ этой кривой. Еели разстояе точекъ кривой отъ 
прямой будеть равно нулю, то кривая совпадаеть съ прямою, по мёрв же 
того, какъ это разстояше увеличивается, углы хорды ВЕ съ перпендиву- 
язрами АВ и СЕ уменьшаются, такъ какъ изъ двухь многоугольниковъ, 
имВющихь одинаковое число сторонъ и лежащихь одинъ внутри другаго, 
въ меньшемъ изъ нихь сумма угловъ будетъ больше суммы угловъ боль- 
шаго [см. пред, 4. 1)]. 

Предложене 12. Двз не пересёкаюнияея прямыя имфютъ наименьшее 
(иитиот) разстояне. 

Доказат. Каждая прямая, соединяющая точку В (фиг. 15) съ ка- 
кою нибудь точкою М, лежащей между Ви В", не пересзкаетъ прямую 
АА’. Разстояще точекъ прямой ВМ отъ прамой АА’ уменьшается, но 
это уменьшеше не можеть быть неопред®ленно, такъ какъ въ противномъ 
случа прямая ВМ или будетъь сама параллельная А.А’ или пересчеть 
ее, что по положеню прямой ВМ невозможно. КромВ того, не можеть 
быть НниЕакой части прямой ВМ, которой бы точки находились въ рав- 
номъ разстояни отъ 4.4”, какъ мы видфли выше. СяФдовательно на пря- 
мой ВМ должна находиться одна такая точка, которой разстозше отъ 
прямой А.А’ будеть наименьшее —шшиаши. 


Пряман лин, не южащая въ плоскости, вотр№чаеть ее только въ 
одной точкВ, называемой основашемь Если пряман периендикулярна къ 
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двумъ прамымъ, проходящимъ чрезь ея основае по плоскости, то она 
перпендикуляриа и ко всякой прямой, проходящей чрезъ ея основаше въ той 
же плоскости. Въ этомъ случа прямую называютъ перпендикуляромъ къ плос- 
кости. Обратно, прямыя перпендикухлярныя, въ различныхь плоскостяхъ, 
къ данной прямой въ одной ея точкВ, всВ лежать въ одной плоскоети. 

Де плоскости, проходаня чрезъ одну и туже прамую, образуютъ 
двугранный уголъ. Прямая, чрезъ которую проходять плоскости, называет- 
ся ребромь угла, а плоскости называются зранями. 

Предложене 13. Если изъ произвольно взятой точки А на ребрь 
лвуграннаго угла возставимъ перпендикуляры АВ и АС вьъ ребру въ 
обфихъ гранахъ, то величина угла ВАС не изм$няется съ измВиешемъ 
положеня точки 4 на ребрВ. Этотъ уголъ принимается за мёру двуграи- 
наго угла. 

Доказат. Пусть А’ будетъь друган, произвольно взятая точка на 
ребрв. 4’В’, А’С” пусть будуть пернендикуляры къ ребру въ граняхъ. 
Если А" будеть средина 4’, а 4’В’, А’С” перпендикуляры къ ребру 


Фиг. 16. 


въ граняхъ, то фигуру В"А'С"В’А’С” можно такъ совместить съ фигурою 
С" А'В"САВ, что прамыя: 


А’В, А’С", А"А 
первой фигуры, совпадутъ съ прямыми: 
"С", А" В’, А".4’ 


второй фигуры, всл®дстые чего вершина и стороны угла ВАС! совпахутъ 
съ вершиною и сторонами угла С“.4’В’. 

Слвдующин предложена легко доказываются, соображаясь съ предъ- 
идущимъ и съ теоремой, что изъ точки на прямой, лежащей въ плоскости, 
можно возставить только одинь перпендикуляръ къ этой прямой. 
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Предложете 14. Дв прямыя, перпендикулярныя къ плоскости, ле- 
жать об въ плоскости, перпендикулярной къ первой. 

Предложене 15. Плоскость, проходящая чрезъ прамую, перпендику- 
лярную къ другой плоскости, перпендикухярна сама къ этой плоскости. 

Предложене 16. Прямая, перес8чеше двухъ перпендикулярных плос- 
костей къ третьей, перпевликулярна къ этой посх®дней. 

Предложене 17. Если прямая МА перпендикулярна къ плоскости, & 
ВС произвольно проведенная пряман на плоскости, то: 

8) МГ будеть перпендикуларна къ ВС, если АГ перпендикулирна 
5Ъ ВС. 

Ь) АД будеть перпендикулярка къ ВС, если МО периендикулярна 
къ ВС. 

Доказат. Отложимь ОВ—ХОС, то получимъ: 

а) Изь равенства треугольниковь АДВ и АШС, равенство треугохь- 
никовъ МАХ и МАО. 

Ь) Иэзь равенства треугольниковь МОВ и МЛО, получимъ равенство 
треугольниковь МАВ и МАС. 


Фиг. 11. 


р 


Задача. Т) Изъ данной точки М опустить перпендикуляръ на данную 
плоскоеть? 

Рышете. Проведемъ произвольную прямую ВС на плоскости, изъ точки 
М опустимъ перпенхикулярь МО на эту прямую (фиг. 17) и изъ топки О 
возставимъ шерпендикулярь О.А къ ВС въ плоскости. Перпендивуляръь М.А, 
опущенный на прямую Р.А, и будеть искомый. 

Задача. 2) Изь данной точки А на плоскости возставить перпендику- 
ааръ къ плоскости? 

Рьшете. Изъ произвольно взятой точки М внЪ плоскости опустимъ на 
иее перпендикулярь ММ; въ плоскости ММА проведемъ АВ перпендику- 
ларно кь МА, то по предъидущему (пред. 17) АВ и булетъ искомый пер- 
пендикуляръ. | 

Задача. 3) Найти лин пересзченя двухъ плоскостей? 
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Решеще. Ивъ произвольно взятой точки М вн» плоскостей опуетимъ 
перпендикухяры МА и МА, на плоскости, которые будутъ лежать въ пхоское- 
ти, перпендикуляриой къ лин пересфчен!я данныхъ плоскостей, возставимъ 
въ этой послёдней плоскости перпендикуляры къ МА и МА,, то эти 
перчендикуляры пересВкутся въ точЕЪ, лежащей на лини пересзченя 
лвухъ данныхь плоскостей. Перпевдикуляръ, возетавленный изъ этой по- 
сяздней точки къ плоскости перпендикуляровь №М.А и МА, и булеть иско- 
маи лин. 

Если перпендикуляры, возставленные изъ точекъь 4 и Л, въ плоскости 
перпендикуляровь МА и МА, ‚ не нересвкутся, то не пересвкутся и данныя 
плоскости. ы 
Предложен 18. Если три плоскости пересекаются по параллельнымъ 
прямымъ, то сумма внутреннихъ двугранныхъ угловъ не больше двухъ прямыхъ. 
| Доказат. Пусть АА’, ВВ', СС' будуть параллельныя лииш, перес%- 
‚ чене данныхь плоскостей. Пусть 4, В, С будуть квугранные углы реберъ 
. АА’, ВВ’, СС'. Чрезъь прямую.АА' в линю ОГ’, хВаящую полосу между 

параллельными ВВ’ и СС' пополамъ, проведен плесность. Въ этой ихоско- 
сти проведемъ хиню ЕЁЕ', паралхельную АЛ’ такъ, чтобы лишя ОФ’ была, 
средина лий 4.4’ и ЕЕ‘. На плоскости, проведенной чрезъ произвольную 
точку, перпендикулярно къ ОШ’ образуется фигура, подобная фигурВ 
(тер. 3), къ которой можно приложить т№же разсуждейя, замЪнивЪ 
слова: уголъ, сторона, и треугольникъ, словами: двуграиный уголъ, полоса... 
Предложеще 19. Если двЪ плоскости © и В, проходящия но параллель- 
нымъ прамымь 44’ и ВВ’, составхяютъ съ плоскостью А’АВВ’ двугранные 
угхы тавъ, что сумма двухъ внутреннихь двугранныхь угловъ, лежащихь 
‚ по одну сторону плоскости АВВ’, меньше двухъ прамыхь, то плоскости 
о и В ветр®тятся. 
Доказат. 1) Пусть одинъ изъ двугранныхь угловъ, изпримВръ плос- 
кости © съ плоскостью А’АВВ’, будеть прямой, то угохь плоскости В съ 
плоскостью 4’АВВ’ будетъ острый. 


Фиг. 18. 


Изь точки А возставимъ перпендикулярь АВ кь АА’ въ плоскости 


25 


ААБВВ' в опустимъ перпендикулярь АС на ВВ’. Изь точки С возста- 
вимъ перпендивуларь СО къ ВВ’ въ плоскости В, полученный угодъ АСД 
будетъ измВрять неклонене плоскостей В и “АВВ’, слВдовательно, 6у- 
деть острый. Изъ точки А опустимъ перпендикулярь 4) на СО, то, оче- 
видно, 4)< АС«АВ. Чрезь точки 4, В, О проведомъ плоскость у, она 
встрЁтитъ плоскость « по хини АА”, а плоскость 8 но лини ВД. Будемъ 
вращать плоскость т около АВ, то въ этомъ вращени лишя 4.4” опи- 
шетъ плоскость о, и когда. АМ” совпадетъ съ А.Л’, тогда ВО упадетъ въ 
плоскость “АВВ, а точка Г) упедетъь между 44’ и ВВ’. Прямая ВО, 
въ этомъ послёднемъ положени, встрётаеть прямую А’, слЬховательно, 
прямая ВО пересЪкаетъ прямую АА” въ своемъ первоначальном похо- 
жени. Такь какъ эта топка перес8ченя хежитъ и въ плоскости @ и въ 
нлоскости 8, то эти плоскости ветр®чаются. 

2) Пусть двугранные углы пхоскостей & и В съ плоекостью 4’АВВ’ 
будутъ острые или 

3) Одинъ уголь, наприм®ръ, плоекости я съ А’АВВ’ тупой, а другой 
острый. 

Проведемъ чрезь прямую ВВ’ плоскость то, которая встрётитъ 
плоскость & по хини А.А.’ || АА'|| ВВ. 

Въ случа 2), двугранные углы плоскостей а и В съ т будуть пер- 
вый прямой, а второй острый, слдовательно, по 1) случаю плоскости © ин 
В пересВкутся. Въ случа 3) углы плоскостей © и В съ 1, первый будеть 
прямой, & второй также острый, ся довательно, во всякомъ слузав, плос- 
кости © и В ветр®татся. 

Слльдстве. Изъ предъидущаго выводимъ, что сумма внутреинахь 
двугранныхъ угловъ, трехъ пересзкающихся но пвраллельнымъ хинныъ илос- 
костей, равна двумъ -прямымъ. 

Предложене 20. Если на парахлельныхь АА’|| ВВ’|| СС”, для хан 
ной точки А на прямой А’, опредёлимъ на прямых ВВ’ и СС” точки 
Ви Ставь, чтобы углы: 


А’'АВ-ВВА, А'АС—О’ОА 
то мы будемъ имЪть и уголь (фиг. 19): 
В'ВО—0О’ОВ. 


Доказат. 1) Прямыя АА’, ВВ’, СС” не находится въ одной плосе 
коети. . 
Проведемъ по линямь ОБ’ и ЕЁЕ', кВлящимъ полосы ВВАА’ 
в АА00’ поноламъ, плоскости перпендикулярныя КЪ ИлоСностямъ 

4 
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ВВАА и ААСС'. Эти пхоекости пересЪкутся по лиши ЕЁ! || РО'|( ЕЁ". 
Если Е будеть точие ветрёчи прамой ЕЕ' съ плоскостью АВС, то мы 
будемъ имфть: 


ВЕ=АЕ=СЕ 
Лини ВР, АР, СЕ на чертеж не показаны. 
Фиг. 19. 
8 РР 


Проведемь #41 ВС, то ВС—=@С и прямая ВО будеть перпенди- 
` кулярна въ плоскости Е'Р@, слёдовательно, будеть перпендикулярна и кЪ 
прямымъ @@’| РЕ’. Прамыя ВВ’ и СС’ параллельны прямой СС’, схЪло- 
вательно, @С’ будетъ перпендикуляръ въ средин8 @ кь прамой ВС, откуда 
мы имфекъ В ВО-=С'ОВ, 

Олъдстве. Точка Р есть центръ круга, проходящаго трезъ три точки 
А,В,С. Одна изъ этихъ трехъ точекъ, напримфрь А, на прамой АА’, мо- 
жегь быть взята произвольно, остальныя Ви С, на прямыхь ВВ' и СС', 
опредляются затёмъ вполн®. 

2) Прямыя АА’, ВВ’, СС° находятся въ одной плоскости. 

Проведемъ прямую ОО’ АА’ виз плоскости прямыхь АА’, ВВ', СС’ 
и опредёлимъ точку О такъ, чтобы уголъ О’РА=ААТ. Изъ равенства, 
уговьъ ООВ=ВВШЬ и ООС=С'СЬ, сяВдуеть равенство угловъ 
ВВО=С'ОВ. 

Зам тимъ, что предложеня 17, 18, 19 имЪютъ ыЪсто независимо отъ 
акоомы параллельныхь хлинЙ. 


Предфльная поверхность. 
Возьмемъ произвольно прямую АА’ и на каждой прямой ММ’, па- 
раллельной А.А’, опредвлимъ точку М соотьвтственно даиной точ А па 
праной АА’ такъ чтобы улы 
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Геометрическое м%сто точекь М, опредЗленныхь такимъ образомъ, 
относительно данной точки А, есть поверхность, которую называютъ пре- 
дъльною. Прямая АА’ называется осью предфльной поверхности и обрагпо, 
такимъ образомъ полученная поверхность называется предъльною поверх- 
ностью оси АЛ’. 

Пусть В и С будуть двВ, произвольно взятыя, точки на предёль- 
ной цоверхности, проведемь ВВ и 0С’| АА’ то (пред. 20) углы 
В'ВС=оО'’СВ, т. е. каждую изъ паралхельнихь ВВ’, СС",.., оси АА’ 
можно разсматривать какъ ось той же предёльной поверхности. 


Предёльнан кривая. 


СВчеше предЗльной поверхности плоскостью, проходящею по оси, 
есть кривая, которую называютъ предъльною лищею. 

Каждая предфльная хишя имЗетъ слфдующее свойство: перпендику- 
ляры, возставленные изъ срединъ хордъ, параллельны осямъ. На этомъ 
свойств жегко построить предёльную линю на плоскости. Возьмемъ про- 
извольную прямую А.А’ на плоскости и чрезъ данную точку А проведемъ 
прямую АВ подъ произвольнымъ угломъ А'АВ. На прямой АВ возьмемъ 


Фиг. 20. 
с В 
А 
А: В Р 7) 
м ево т 


отрЁзокъ АС такъ, чтобы перпендикухлярь СС" кь СВ быль паралхеленъ 
АА’, сдВлаемь СВ=АС. Геометрическое м$сто точекъ В, такимъ обра- 
зомъ полученныхъ, будеть предЪльная лин1я. 

1) Если уголъ А'АВ будетъ прямой, то очевидно АВ==0, т.е. каса- 
тельная къ предВльной лиши, въ какой нибудь точеЁ А, будеть перпенди- 
вулярна къ оси въ этой точ. Каждая прямая не перпендикухярная къ 
оси въ точкЗ Л, какъ напримфрь АВ, перес®каетъь предЗльную кривую 
въ двухъ точкахъь Аи В. 

2) Предзльная кривая состоить изъ тождественныхь частей, т. е. 
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каждая часть предёльной лини можеть совыфститьса всфми своими точ- 
ками, вАЪ угодно, на остальной ея части. Въ самомъ дЬхВ, проведемъ ВО 
тавъ, чтобы уголь О"ВВ—=ВАА' и ВР=АВ, то точка Ш будеть также 
на предзльной кривой. 

ПредВльная лишя расположена симметричпо по 06 стороны кахж- 
Юй оси. 


ВеВ предЪльныя ливи тождественны, т. е. дв предВльныя хиши сов- 
мзщаются, если точка и 0сь въ этой точЕВ, одной изъ лин, совмфетятся 
съ точкой и осью другой. 


3) Если отъ осей АА’, ВВ, ОО’ отложимъ равные отрёзки АД,, 
ВВ., ОО., ..,тоточки А., В,, С,,.. лежатъ также на предёльной лини. 
Вь сзмомъ жёлВ, фигуру А'АВ” можно совместить съ фигурою В'ВАА', 
огрёзокъ 4, В, совмфстится съ В,4,. СхВдовательно, точка В, принадле- 
жить предВльной лиши оси 4,4. 

4) Бругъ, коего радусъ возрастаеть неонредленно, переходитъ въ 
предёльную прямую. 

Предложеще 21. СЪчеше предёльной поверхности, съ какою нибудь 
плоскостью, не проходящею трезъ ось, есть кругъ. 

Доказат. Возьмемъ на лини сФчешя три произвольныя точки А, В, С. 
Въ плоскости АВС мы найлемъ (см. пред. 20) тавую точку Е, что 
ЕА=ЕВ-ЕС и что перпендикулярь ЕЁ’ въ точк8 Е къ плоскости 
АВС будеть параллеленъ 4.4’, ВВ’, ОС’, слВдовательно, точка Е будетъ 
центръ круга, проходящего чрезъ точки 4, В, С. Будемъ, теперь, вра- 
щать плоскость ЕЁА около прямой РР, прямая РА опишеть плоскость 
АВС, в точка А опишетъ кругь, проходящй чрезь точки 4, В, Си 
коего вс точки, очевидно, хежатъ на предЪльиой поверхности, такъ какъ 
прямая А.Л’ остается всегда параллельною ЕЁ кромЪ этихъ точекъ ни 
одна изъ точекъ плоскости не хежитъ на предёльной поверхности (см. стр. 20). 

СлВдовательно предёльная поверхность есть поверхность вращеюя, 
которую можно еще получить, вращая предзльную лин!Ю оБоло одной изъ 
ея осей. 

Сфера, коей радусъ возрастаеть неопредленно, переходить въ пре- 
Ъльную поверхность. 


Свойства предёльной иоверхаости. 


Предложен 22. ДвЁ точки на предфльной товерхности вполн» опре- 
дЪляють иредфльную линю. 
Предложене 23. Если сумма виутреннихъ угловъ, двухъ предвльныхъ 
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лин, пересёченных» третьей, меныше двухъ прямыхь угловъ, то тавя 
предёльныя лиши встрётатся. 

Доказат. Пхоскости предёльныхь линй АМ и ВМ съ плосЕОСТЬЮ 
предВльной лиши АВ, составляютъ углы, коихъ сумиа меныне двухъ пря“ 
мыхъ, об плоскоети (ем. пред. 19) предВльныхь линй АМ и ВМ пересз- 
каются по прямой, слВдовательно, предзльныя хинши также пересёкаются. 


Фиг. 21. 


м М 


Изъ тождества частей пред®льной поверхности и предложешй 22 и 
23, которыя суть Евклидовсв1я аксюмы на плоскости, схВдуетъ, что геоме- 
трическая система на предВльной поверхиости есть система Евклидовская, 
на ней имВютъ м%сто схВдующая предложеня: 

1) Сумма угловъ въ треугольник, коеге стороны суть предВльныя 
лиши, равна двумъ прямымъ. ` | 

2) Окружность круга, коего радусъ я есть часть иредВльной лини, 
равна Эл, гдз х—3,14159.... 

Пусть О будетъ центръ вруга на предёльной поверхности, М про- 
извольная точка окружности круга и ММ'|| ОО’. 

Фиг. 22. 


74 0’ 


/ 
/ 


о 


Вращая предзльную кривую МО-=9 около оси ОО’, получииъ овруж- 
ноеть Опустижъ изъ точки М перпендикухарь на ось ОО’, МРу, этотъ 


Вы из Фа О г^ К [и 
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нерпендикухяръ опищегь окружиость ту-же самую. Если означимъ эту ок- 
ружность символомъ Ок. у, то получимъ: 


Оку. 


Изъ этого видимъ, что въ Неевклидовской геометрической систем\ 
существуеть поверхность, на которой иметь м№сто Евклидовская плоская 
геометрая и тригонометря безъ исключенй. 

Предложене 984. Во всякомъ треугольник окружности круговъ, коихъ 
радлусы суть стороны треугольника, относятся между собою какъ синусы 
протявулежащихь угловъ. 

Доказат. Пусть АВС будеть прямоугольный треугольник. а С 
прямой. Проведемъ въ точкь А или В, напримВръ въ точЕВ А, перпеи- 
дикулнрь АА’ къ плоскости АВС, изъ точекъ В и С проведемъ прямые 
ВВ’, СС' параллельиыя А’А. 


Фиг. 23. 


С, 
р. 


Чрезъ точку В, принимая прямую ВВ' за ось, проведемъ предёльную 
поверхность, которая пересзчеть ирямыя А.А’ и СС’ въ точвахъ А, и(,. 
Такимъ образомъ, на предЪльной поверхности, получимъ треугольникъ 
А,ВС, ‚ въ которомъ уголь 4,=А. СлВдовательно: 


ВС—А,ВзьА 


откуда: . 
2" ВС.-—9т А.В вв А 


Но окружности круговь 2 ВС., и 2 А,В ва предВльной поверхности 
равны окружностямъ круговъ Ок.ВС, Ок.АВ плоскихъ круговъ, коихъ ра- 
дусы суть ВС и АВ. СхВдовательно: 


Ок.ВО-=Ок.АВ вв А 


31 


Возьмемъ теперь какой пибудь треугольпикь АВС, коего сторопы 
суть а. 6, г, а противулежанце сторонамъ углы 4, В, С; поетупал, какъ 
въ плоской тригонометрии, получимъ схёлующую зависимость: 


Ока : ОкЬ : Окс — в : заВ : тб 
гдЪ Ока, Ок.Ь, Ок.е суть окружности плосвихь круговъ, коихъ радусы 
суть а, 6, с. 
Предложене 25. Въ сферическомъ прямоугольномъ  треугольникВ 
АВС, въ которомъ уголь С прямой, & стороны суть а, 6, с мы имемъ: 


Ша — 81 ША. 


Доказат. Чрезъ одну изъ точекъь А или В, напримфръ В, проведемъ 
прямую ВА, 1 ОА и прямую ВС, | ОС; соединимъ точки А, и С,, полу- 


Фиг. 24. 


чиуъ, такимъ образомъ, прямоугольный треугольникъ АВС, , въ которомъ 
уголь С, прямой, а уголь А,—=А, слфдовательно (см. предл. 24) имЪемъ: 


Ок.ВО.=Ок.ВА, зв А 
Изъ ви ОВА, и ОВС, слфдуетъ: 
Ок.ВА,—=Ок.ОВ вше, Ок.ВС,—=Ок.ОВ ята 
подставляя въ предъидущее уравнене, получимъ: 
Ша те зтА 


Какъ извВетно, изъ этой формулы вытекаеть вся сферическая триго- 
нометр!я, которая, сл довательно, независитъь отъ акс1омы параллельныхь 


п и, ов ПБ де. 1577. ль +. у А, к-49- , 
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Зазиснмость между дугами двухъ предфльныхь линий. 


Если АД и А.О, будуть дв дуги предфльныхъ лин, хежащихь 
между двумя осями АЛ’ и ОГУ, те равнымъ хордамь АВ и ВГП, первой 
изъ нихъ, будуть соотв тствовать равныя хорды А,В,, А.О, второй, слВ- 
довательно (см. фиг. 20}: 


АА=ВВ,-=ОЬ, 


РаздВлимъ предЪльную лугу АМ на т равныхь частей, то осями, 
проведенными въ точкахъ иЗленя, и дуга АМ" раздёлится на столько же 
равныхь частей, слЗдовательно, отношеше двухъ такяхъ лугь не зависить 
отъ величины дугъ, а зависить отъ разстояня Л.А’ этихъ дугъ. 

Чтобы опредвхить это отношеше, раздёлимъ разстояе А.А” (фиг. 25) на 
п равныхь частей; пусть 4А,—=А.А, .. —=А,_1А'—в и АВ-8, А.В, —8, , 


Фиг, 25. 


:] у Ва 
з В»=В’ 


] 


Джи 


Я 4 4 


А,В,—=3,,.., АВ, суть дуги, соотвфтствующя точкамъ дзленя 
А, А, А,,.. Мы сказали, что отношеше между дугами зависить только 
отъ разстояня между ними, слВховательно: 


гль Х есть отношее, соотв®тствующее разстолию в. Перемножая эти » 
уравнен! мы получимъ: 


Пусть Ё будеть разстояне двухъ предёльныхь дугъ, коихъ отношене 
равно данному числу е, н пусть Ё—та, тб: 


1 
: е=^" |: ^—е" 


слВдовательно: 


Разстояне # можно такъ выбрать, что е будет основаше Неперо- 
выхъ логариемовъ: 


е—2,718281828459..... 
Смъдстве. Положниъ: 


перемножая и разд®ляня, найдемъ: 


=+У = 
бе", б:1==е" 


$и&:9 суть отношешя дугь, соотв тствуюнщия разстояамъ х-Ну и х—у. 
Если х выразить въ частяхь , то будемъ имЪВть 8—8:е”. 

Предложеще 26. Пусть АВ и АВ’ букуть дзЪ пред®льныя дуги 
между двумя осямя АА’ и ВВ’, то ихъ отношеше будетъ: 


АВ: АВ’ АЛ'В: Ш АВВ’ 


Доказат. Если проведемъ прямыя ВО|1 АА и АЕ! ВБ, то 6у- 
демъ имЗть: | 


Фиг. 96. 

. В ? 
В’ к 

дл #4 


Ок.ВО=Ок.А’ВзшАА'В, Ок.А’Е-=Ок.А' Вю ВВ. 


Но: 
Ок.ВО=2кАВ, Ок. ЕК А’В’ 


подставляя, получимъ требуемую пропорцю. 
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Зависимость между разотоящемь м угломъ нарахлельности. 


Предложене 97. Если р есть разстояше какой нибудь точки отъ 
прамой и Ш) угехь пвраллельности, то: 


г 
& 


во5 $ ПФ) = е 


Доказст. 1) Пусть А будеть точка ви прямой В'В’, АВ! ВВ’, 
АА’ ВВ, АА” || ВВ’, и пусть АС ВО, СЕ будуть прехфльныя лини 
относительно осей АА’, ВВ’, СВ’; то АД=ШЕ=ВО, такъ какъ, проведя 
предльную дугу АГ къ оси АА”, мы имжемъ: 


СВ=ВЕ, ОВ-=ЕО, ВЕ=ОА 


Фиг. 27. 
2.4 
д’ 
№. 
в с вр 


2) Пусть А.’ || ВВ’ и А'АВ-=В'ВА, и С средина прамой АВ, то 
СС'1 АВ будетъ параллельна къ АА’ и ВВ’. 


Фит. 28. 


А. к Н 


с св 


Пусть ВВ" будетъ продолжеше АВ, ® ВО прямая, дёлящая уголь 
ВВВ’ пополвмъ Мы можемъь такь опредёлить разстояне ВД, что 
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РТ’ ВР будеть параллельная въ одномъ ивправлени ОГУ, & въ дру- 
гомъ направлени О’, т.е. | 


вв ОГ’ ВВ’ От’ 


ся» довательно, также АВ" || ДГ’; икакъ АЛ! || ВВ’, то АА! || О’ТУ. Сл8до- 
вательно, прямая АЕ | О’'Г” дВлить уголь А'’АВ пополамъ. 

3) Опишемъ предфльную линю на АА’ какъ на оси, эта кривая 
пройдетъ чрезь точку В и встрётить прямую О’О” въ точёЪ напри- 
мёръ, Е. Предёльныя лини, описанныя на ЕО" и ЕО’ какъ на осяхъ, 
встртять прямую АВ’ въ точкахь @ и Н, елВдовательно: 


АН АС—26Н 


Пусть еще К будеть точва встрёчи прямой АВ’ съ пред льною ли- 
шею ОК оси ОГ’, то также будемъ имЪть: 


ВН=2ВЕ=2КН 
Изъ этого слёдуетъ, что: _ 
АВ=АН—ВН—5(АВ—ВК) 


4) Полагая: 
АВ=9у, АС—=х, ВЕ=у 
ниЗемъ: 
| р==—у 


Изь предложеня 26 сл$дуеть, что отношевня  иредёльныхь дугъ, 
соотв®тствующуя разетолыяыь 4(—х и ВЕ—у, будуть: 


е* = а * : а } Пр)==1: 81 $ ПФ) 


е* = тя : зщ 3 [2—0 (Ф)]==1: 608$ П() 


откуда: 
2. 
& 


—004 { По) 


е 
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Слъдстве. Изъ тригонометрическихь уравнен!: 


. __ 2001 __ 60451 
м ооо › ла 1-50" 
елздуетъ: 
2. В 
: р. ей —2* 
в Ир = 5 — ‚ 06%5П@ф)= = 
ве -не* ее" 


Линш и поверхности разнаго разстоян]и. 


Мы уже выше видфли, что лия ВЕВ’, коей точки находятен въ 
равномъ разстояни # отъ данной прямой А.А’, есть кривая, имВющая 
слздующя свойетва: 

Пусть В и В’ будуть дев точки этой кривой, ВА и В'А' перпенди- 
куляры изъ точекь В и В’ва прямую АА.. 


Фиг. 29. 
Е? 
В Е НЕ В 
р \ | 
й 


Пусть Е будеть точка на кривой ВВ’, соотвЪтствующая средин® 
С прямой А.А’; перпендикулярь СЕ ветрчаеть прямую ВВ’ въ точЕВ 
О, такъ что СЕ>ОФ. Углы Ви В’, хорды ВВ’ съ перпендикулярами 
ВА и ВА', будутъ острые. Если точка В' будеть приближаться неопре- 
двленно къ точкВ В, то углы В и В' будуть увеличиваться, & прямая 
ВВ’ будетъ приближаться къ касательной въ точкВ В. СхЁдовательно, ка- 
сательная въ точЕВ В перпендикулярна къ АВ. Пусть ВО || ЕС, то ВИ 
‘будеть лежать ближе къ ЕО нежели кь АВ, АВ есть прямая, ие встр%- 
чающая прямой ОС. Изъ этого видимъ, что предзльная кривая ВЕ’В’, 
проходящая чрезъ точки В и В’, которой касательная въ точЕЗ В пер- 
пендикулярна къ ВО, лежитъ ви кривой равнаго разстояя ВВ’. 

Вращая кривую, равнаго разстояня, около прямой СЕ какъ около оси, 
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она опишетьъ поверхность, воей точки будуть въ равномъ разстояни й, 
отъ плоскости, описанной прямою АС. Эта поверхность называется #о- 
верхностью равно разстоявя №. Каждая точка кривой ВЕВ’, напримръ 
В, опишетъ окружность, коей всё точки будуть находитьен въ равномъ 
разстояни #, отъ окружности, описанной точкою А. 

Отношене части кривой равнаго разстояня къ части, соотв тетвую- 
щей прямой, не зависить отъ величины этихъ частей, слфловательно можно 
вуфесто этихъ частей поставить окружности, описанныя этими частями. 

Первая окружность-—Ок.ВО, & вторая=0Ок.АС. 

Но мы иифемъ: 


Ок.В)—=Ок.ВОзаВСЕ, Ок.АС=Ок.ВО зв АВС 
и искомое отношене будетъ: 
Ок.ВО : Ок. АС=заВОСЕ : за АВС 


Отодвигая точку С’все боле и боле отъ точки 4, уголь АСВ бу- 
деть уменьшаться, а уголь ВСЕ булетъ увеличиваться и когда точка С 
отодвинется на безконечное разстоянте, тт ВСЕ—4, а АВСШЩАВ)=ПУ. 
Схвдовательно, выше написанное постоянное отношеше части кривой, 
равнаго разстоля #, къ соотв тствующей части прямой, будеть: 


-* 


1: ва ®) = НеЁ не") 


Когда №=0, то кривая ВЕВ’ совпадетъ съ прямою АЛ’. 

Оставниъ точки Ви В’ на мот и будемъ строить чрезь нихъ кри- 
вых равныхь разстоянй для всзхъ значенши } отъ А==0 до А==<о, то эти 
хривыя будутъ все болфе и боле выгнуты и при Ё==<о переходятъ въ пре- 
дЪльную кривую, коей ось будетъ ВО || ОС, такъ какъ при А—со отношеше: 


1: яв А) =е0зес П(Ву-—со 


т.е. 440, сл№довательно, прямыя АВ и В’А’ встр®чаются на безко- 
нечности. 

Онъдстве. Такъ какьъ ВОЕ="— АСВ, то предъидущее отношеше 
можно написать такъ: 


С -й 


сз АСВ: зв АВО= К(е*-не!) 
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т. е. въ прямоугольномъ треугольникё АВС, въ которомъ уголь А пря- 
мой, если сторона АВ=В остается постоянною, то остается постояннымъ 
также н отношене: 


^ -^ 


соз АСВ: вв АВОС= (ее -не!) 


Окружность круга. 


Если АВ | АС (фиг. 30), то для произвольной точки С, на прямой АС, 
велфдетые выше найденнаго, мы имЗемъ; 


о05 АСВ : зШАВС=евАС, В : за АВС, 


соз АСВ : сов АС, ВЕЯаАВС : за АВС, 
но мы еще ныфемъ: 
Ок. АС : Ок. АВ=заАВС : заАСВ 
Ок.АС, : Ок.АВ=ЯвАВО, : зтАС,В 
раздЪхяя, найдемъ: 


_ тАВО звшАСВ 
Ок.АС : Ок. Аб = — {ВС, : зшАЦ В 
или, въ сизу предъидущихь уравнен!й: 

Ок. АС : Ок. АО, =соЩАСВ : оз АС,В 


Опишемъ предфльныя дуги ОО и О.О, на прямыхь СО’ и СС, | АВ 
какъ осяхъ, то отношене этихъ дугь будеть: 


2к0р : 2т0.О,=0Ок.АС : Ок. АС, 


. слВловательно: 


ср: С.Д, —04 АСВ : 06 АС, В 


Фиг. 30. 
с: 
с; 
В 
А [43 
Л: 
й 


Полагая для краткости: 
АОыЫу, ОО=/, АСВ=Ф 
АС,—у. ‚ С.Б, 4С, В=9 


сидовательно: 
Оу : Оу, = : 7,608 : 04$, . 


Положимъ АВ==00, то углы ф и ф, сдлаются углами параллельно“ 
стя АСС" и АС,С'', соотв тствующими разстояшямъ уиу, , слВдовательио: 


›: 04 Пр==, : 0% бу, )-=6 


118 С есть постоянное число. Отеюда сдЗдуетъ: 


9 9 
7—О 0% (= (е*—е#). 
Чтобы опред®лить постоянное С, замВтимъ, что отношен:е: 


г —Се04 По) 
у у 
при у—=0 дЬлаетея==1, сяВдовательно для у—0: 


лй 
бя сощ Ши) 


40 
Но мы имфемъ: 


0% Щу) _ 1 у 
у Ета“ °-: 


слВдовательно при у—0, О==, и 


я 


9. 
Ок.-у—фк (е* — ев") 


Задача 1. Чрезь данную точку В, вн данной прамой АС, провести 
параллельную линю ВС прямой АС, т. е. по данному разстояню АВ найти 
соотвётствующЕй уголь параллельности? р 

Рьиенме. Пусть ВА] АС, ВШ| ВА, Ш) произвольная точка на 
прямой ВО и 2С1 АС, то мы имфемъ (см. стр. 37). 


Ок.ВО : Ок.АО=1: ма ПВ) 
тдё ^—=АВ разстояще точки В оть прямой АС, а П(®) уголь паралхель- 


ности. 
Такъ какъ 1 >), то ВО>АС. 


. Фиг. 31. 
ы .] : р 
с 
Р.Ы 
А С 


Изъ точки С’ рамусоиь ВО опишемъ вругъ, который встрётитъ 
прямую АВ въ точьВ ГР. Изъ треугольника АСЕ имЗемъ: 


Ок. СЕ : Ок.-(А—1 : ЗВАРО 


сет%довательно: 
ПО) =АЕС 


Изъ точки В проведемъ прямую В@ такъ, чтобы уголь АВС-=АЕС, 
то ВО || АС. : Е 


Задача 2. По данному углу параллельности найти соотвЗтствующее 
разстояне? 
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Рьшенще. Если два изъ перпендикуляровь ПТУ’, ЕЕ' ЕЁЕ', возстав- 
ленныхь изъ срединъ сторонь АВ, АС, ВС треугольника АВС, будуть 
‚ параллельны, то и всВ три будуть параллельны. 

1) Чрезъ вершины А,В,С треугольника АВС проведемъ параллельных 
АА' ВВ', СО', въ параллельнымъ перпендикулярамъ, ОО’'и ЕЁ', то, сообра- 
жаясь съ предл. 20, 5) мы увидииъ, что и трей перпендикулярь будетъ 
параллеленъ двумъ первымъ. 

Фиг. 32. 


В’ и Е С/ 


_  @) Пусть 2а, 26, 2с будуть стороны противулежащйя угламь А,В;С, 
и А найболышй изъ угловъ, то, въ этомъ случа, мы получииъ слФ®дую- 
ппя уравнешя между углами и сторонами: 


А—=ШЬ-+П) 
В—=ЩЖ—Ща) 
С=Ш—ЦЩа) 


3) Проведенъ АЯ такъ чтобы уголь А’А@=В'ВО—=а), то въ тре- 
угольник8 АСС, такъ какъ @АС—ПФ)—ШЩа-=0(, А@—=СВ. 

Изъ этихъ трехъ предхоженй, непосредственно, сл}дуеть рёшене 
нашей задачи: 

Пусть В’ВС будетъь данный уголъ, то, съ помощью предъидущихь 
предложен, можно, для достаточно малаго разстояшя ВД, построить уголъ 
параллельности В'ВО> В'ВС. 

.  Сдёлаемь ОА-=ВО, АЛ! || ВВ’, А/АС=В’ВО и в0=АС ва пря- 
мой ВС, то средина Ё стороны ВС даетъ разстояше, соотвётствующее 
углу параллельности В'ВС. 

Задача 3. Пусть АА’ || ВВ’. По давной точёВ 4 на прямой АА” тре- 
буется найти точку В на прямой ВВ’, такЪ чтобы А'АВ=В'ВА? 

6 
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Рьышене, Проведемъ вн плоскости АА’ВВ' пряную СС” || АА’, сд8- 
лаемь АС| СО", Ср=АС и ОР] СС'. 


Фиг. 33. 
р 

№ с’ р 
3 
С 

А И 

М . 

В 


Цо прямой СС’ проведемъ плоскость такъ, чтобы она съ плоскостью 
АА’СО” составляла такой же уголъ, какъ и плоскость ОДО’ВВ' и (см. пред. 
16) найдемь ея пересВчене ММ’ съ плоскостью АА’ВВ’. Прямая 
АВ ММ’ опредфлить искомую точку В. 

Чрезъ точку А на оси А.А’ построимъ предёльную поверхность, на 
этой поверхности четыре плоскости А4АА’ДОО’, АА'ВВ', ОГВВ', СС’ММ' 
образуютъ два подобныхь предёльныхь треугольника, изъ а. ТАкъ 
кавъ АС—=О), АМ=МВ, будемъ имфть А'АВ=В'ВА. 

Задача 4. Найти предЪльную дугу, которая была бы равная сумм 
двухъ предзльныхь дугь АВ и С? 

Рьшеще. Опрехвлимъ (см. зад. 1) углы Щ}АВ) и С), соот- 
вфтствующе $ АВн $ СО и соединимь хорды АВ и СШ подъ угломъ 
ШЗ АВ)-ЩЗ СО). Точка А, начало первой хорды и О конецъ второй 
опредВляютъ двЪ точки искомой предЪльной дуги, ‹ которая вполнё опре- 
дЪляется этими двумя точкамя. 

Точно также опредёлимъ предльную дугу, равную разности двухъ 
предВльныхь дугъ. 

Задача 5. По даннымъь тремъ предЪльнымь дугамъ 84, 5В, 5С, 
найти четвертую пропоршональную? 

Задача эта рёшается какъ и въ Евклидовской систем. Въ илоско- 
сти а проведемъ хорды дугь 54 и АВ тавъ, чтобы точки 5, А, В лежали 
на одной предёльной кривой, т, е. чтобы уголь бАВ=П(3 5А)+ШЩЗ АВ). 
Пусть 565” будетъ ось этой предвльной кривой, чрезъ эту ось проведемъ 
произвольную плоскость @’ и въ этой плоскости проведем прямую 
С0”|158' такъ, чтобы С была равна хорд третьей дуги и уголь 
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5'9С=0'05—=ШЩ3 50). Чрезь ВВ’ проведемъ плоскость подь тавимъ 
угломъ къ плоскости @а, подъ какимъ плоскость © иаклонена въ плос- 
кости АА’СС" и опред®лимъ (см. стр. 23). ее перес8чеше съ плоскостью 
а’, то получимъ четвертую пропорцюнальную СД, если опредфлимъ точку 
Т такъ, чтобы уголь Р’РО=С’СО. Точно также можно построить средие 
пропорцюнальную и друпя подобныя построешя. Однимъ словомъ на пре- 
дВлЬной поверхности можно сдёлать всз тв построен1я, которыя возможны 
въ ЕВвЕлидовСЕОЙ систем. 

СлВдоватехьно возможно дзлеше ЕД) на равныя части. 

Примьрь. Пусть А'АВ—=, и разстояе АВ такъь взато, что 
ВВ’ АВ и параллельна А’. Опредфлимъ на прямой ВВ’ точку С, такъ 


Фиг, 34. 
1! 


4. В 


с 
чтобы А'АС=В’'ОА. Пусть ВС=х, то мы имфемъ: 


еЁ —1 : т = —2 
Если бы мы уголь А’АВ такъ выбрали, чтобы зш А’ АВ=!, то ` ими 
бы к— . Приблизительно этотъ угохъ будетъ: 


А'АВ—91°,35',5",63 
Зависимость между сушмою угловъ треугольника и его нхощадьжю. 


Кривая равныхь разстояюй даетъ возможность найти зависимость 
между суммою угловъ треугольника и его площадью. 

Предложене 28. Если АВ и СО суть дв кривыя равнаго разетоя- 
на й отъ данной прямой РФ, то каждая прямая ММ, соединяющая дв» 
точки кривыхь АВ и СО, длится прямою Р® въ точкВ О пополёмъ. 
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Доказит.` Проведемъ ММ’ | РО и ММ№' | РО, то: 
АОММИ'—=ЙбОММ’ 


слвдовательно: МО—ОМ. 


Фиг. 35. 


По симметри построевя кривыхь АВ и СО уголь АИ№ЗММО. 

Легко видфть теперь, что сумма угловъ треугольника ММЕ, коего 
одна сторона №Ё есть часть кривой равнаго разстояня отъ прямой РО и, 
коего вершина М лежитъ на другой кривой АВ равнато разстояйя оть 
той же прямой РО, равна двумъ прямымъ угламъ. 

И въ самомъ дБхВ мы имфемъ: 


№+М+В=АММ+-ММВ--ВМВ-=24 


Если проведемъ хорду МЕ, то сумма угловъ въ треугольник 
ММВ < 34. 

Предложене 29. Есхи сдЪлаемъ дугу М5—=МЕ, то можно къ четы- 
реугольнику МЕМБ, составхенному изъ смзшанныхь линШ, приложить вс» 
теоремы прямолинейнаго параллелограмма въ Евклидовской геометрии. Такъ 
наприм®ръ, вс треугольники, ии$юще основашемъ хорду МЕ, дуги лини 
равнаго разстояйя СО отъ прямой РФ, а вершины на другой лии рав- 
наго разстояюя отъь той же прамой РО, будуть имфть равныя площади и 
равныя суммы угловъ. 

На этомъ основаши можно рёшить схёдующя задачи. 

а) Преобразовать треугольникъ въ равностороный? 

Ь) Преобразовать треугольникъ въ прямоугольный? и т. д. 

Предложене 30. Два треугольника АВС и АВ, имфюще площади 
равныя и одно основан!е АВ, имзютъ и равныя суммы угловъ. 

Доказат. Пусть М и. № будуть средины сторонъ АС и ВС, то раз- 
стояшя точекь А, В, С отъ прамой ММ будуть равны, наприм8ръ й. 
Вев треугольники имвющае основащемъ прямую АВ, в вершины лежапя 
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на лини РО равнаго разстояня й, оть прямой ММ, имвють равныя пло- 
щади и равныя суммы угховъ. Слёдовательно, надобио только доказать, что 
точка Д, непоказанная на чертеж, лежить ва лини РО. 


Фит. 36. и 


в 


Пусть точка Ш ие находится на лиши РО, проведемъ лишю ВД. 
1) Если прямая ВХ пересвчеть прямую ММ, то она переевчеть и 
РО, напримръ, въ точёВ Е. Изъ равенства треугольниковъ: 


ААВО=ЛАВЕ ДАВО—ДАВО 
сяВхдуетъ равенство треугольниковъ: 
ЛААВЕ=ААВО 


что невозможно, ести точка О не совпадаеть съ Е. 

2) Если прямая ВД не встр8чаетъь прямой ММ, то мы возъмемъ за 
точку С, точку пересВченя перпендикуляра, возставленнаго изъ средины 
основаня АВ съ лишею Р®, т. е. положимъ треугольникъ равносторон- 
нимъ. На прямнхъ МА и МВ возьмемъ точки М’'и М№' такъ, чтобы 
АМ'—=ВИМ' и чтобы прямая ВГ’ пересфкала прямую М'М№'. Чрезь точку 
С’, такъ взятую, чтобы М'С"=М”А, проведемъ лишю С'Е' равнаго раз- 
стояния отъ прямой М’М№', которан прямую ВД встрвчаетъ ‘въ точк Е’, 
то будемъ имЗть: 

АЛВС'=ДАВЕ' 
ААВ <ААВЕ’ 


ААВО’< ААВО 
сл8Вдовательно: 
ААВО<ААВС 
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что не согласно съ положешемъ. Схховательно, точка Ш прямой ВД 
должна упасть на линю РО, гл нибудь, въ точЕВ Е. 

Сльдстве. Не равные треугольники равнаго основан!я АВ и равной 
высоты не имВютъ площадей равныхь, такъ какъ лини равнаго разстеяейя, 
проведенныя чрезъ торс, относительно прямыхь АВ и ММ, различны. 

Предложене 31. Два треугольника АВС и А’'ВС', имвюще ны 
площади, имВютъ и равныя суммы угловъ. 

Доказат. Можно сдЗлать предположеше, что въ обоихъ треугольни- 
кахъ, прямыя, проведенныя чрезъ средины М и М, М’и №' сторонъ АС 
и ВС, АС’ и В’С', перпендикулярны къ сторонамь АС и А’С'. 

Пусть АС<А’С", опредёлимь на лиши ОШ равнаго разстояя отъ 
прямой ММ точку Ш такъ, чтобы АД=А’С'. Изь равенства площадей 


Жи 
7 


треугольниковь АВС и А’ВС', АВС и АВ, в также треугольниковъ 
А'В'С' и АВШ сл8дуеть, соображаясь съ предъидущимьъ предложешемъ, 
равенство сумиъ угловъ въ треугольникахь АВС, АВО, А'В'С'. 

Предложен 32. Два треугольника АВС и А'В'С’, имвюще равныя 
суммы угловъ, имЗютъ и равныя площади. 

Доказат. Если 6ы было ЛААВС>АЛА'В’С’, то пусть будетъ 
ААВЕ-АА’В'С', гдЬ точка Е находится на сторонё ВС. По предлож. 
- 31 треугольники АВС и АВЕ имВють равныя суммы угловъ, что по 
предл. 4 а) только тогда возможно, когда сумма угловь въ треугольник 
АСВ равна двумъ прямымъ угламт. 

Предложене 33. Площади двухъ треугольников относятся между 
собою какъ избытки двухъь прямыхь угловъ надъ суммою угловъ въ тре- 
угольникахъ, т. е. если: 


А--В--0=94—и, А--В-НО’=24-—и 
то: 
ААВС: АЛВО’=и: и 


Доказат. Шусть площади треугольниковъ относятся какъ два числа 
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т и’ раздёлимъ треугольникь АВС прямыми, проходящими чрезъ вер- 
шину С, на т равныхь а треугольниковъ и также точно раздВлимъ тре- 
угольникъ А'В'С' на т’ равныхь ©’ треугольниковъ. 
Изъ равенствъ: 
ААВО=та, ААВО'=та 


схёдуеть равенство площадей и суммъ угловъ треугольниковъ а и о’. Пусть 
24—в, будетъ сумма угловъ одного изъ этихъ ‘треугольниковъ, то сумиа 
угловъ въ треугольник АВС будетъ: 

т(24—=)—(т—1)24=24—те 
а въ треугольникв А’В’О” эта сумма будеть 24—т’, сх ховательно: 


и—=тё, 6 


откуда: 


Слздовательно, есхи / есть площадь треугольника АВС, то: 


А = № 


тлф Х есть постоянное число. 


Плоская тригонометрая. 


Мы видфли, что если въ треугольник8 АВС уголь С прямой, то 
(пред- 95): | 
Ок.а=Ок.сзш А 


подставивъ вместо Ок.а и Ок.с ихъ выражешя (ск. стр. 40) найдемъ: 
также точно: (1) 


Но мы имЪемъ (см. стр. 38): 


е03 А : зв В (е* +6) 
(2) 


5 -5 


с03В : звА=} (е® Не") 
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Изъ этихъ уравнешй сл®дуетъ: 


. з 
Е Е 
0 е`—е 
о 
е Е —еЁ 
[] + 
Г] —® Е из 
о ав 
РЕ Е Е 
605 4—3 (е не") = 
ЕЕ —еЕ 


эти выражешя, подстазленныя въ ураннеше: 


18° 4-00 А—1 


ь + С. в 


сте еее) (е* —еЁ у (= — еЕ № 


прибавляя къ обфниъ частяиъ этого уравнешя 4, и замфчая что: 


(ечне*)— (е—е*у-+4 


набденъ- 
[] 


с < Г] -® 3 
(еЕ-неЕ 1 (Е -неЕ} (еЕ-еЁ} 


такъ накъ е= для вебгъ дьйствительныхь величить л есть величина по- 
жюжительная, то мы бухемъ ниЪть: 
Г] -а ъ + 


еее (еЕ-Не? ‚$ (ее!) (3) 
Изъ уравненй (2), нереминожах ихъ, вайдемъ: 
ов сов 4 (те) 4) 


Съ помощью уравнений (1), (2), (3) и (4) можно рЫшить всВ задачи 
относительно прямоугольныхь треугольяикокъ. 
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Такъ какъ всявШ треугольникъ можно разбить на два прямоугольные 
треугольника, то изъ предъидущихь формулъ, для ‘прямоугольнаго треуголь- 
ника, можно получить формулы для какого угодно треугольника. Но этотъ 
выводъ можеть быть облегчень слх8дующимъ замЗчашемъ: формулы для 
прямоугольнаго треугольника, выведенных выше, переходятъ въ формулы прямо- 
угольнаго сферическаго треугольника, когда вмфсто отношешй “у, * 
поставитьсв, 8%, 6$, гдЪ +=У—1, а # принятъ ва радусъ сферы. Сх8довательно, 
можно вывесть обийя формулы плоской тригонометрии, не только твиЪ спосо- 
бомъ, которымъ выводяться общая формулы сферической тригонометрии, ио про- 
сто зам щая въ общихъ формулахъ сферической тригонометрия стороны а, 8, с 
отношен1ями т } ы й > . Такимъ образомъ получимъ слЗдующя формулы 
плоской тригонометри: 


в Е ь 
ей —еЁ : ей —е* —вщА : заВ (5) 
о Ве ве. Ш и @ 
ее" е’-не“ еЁ-ней ей —й ее 
И НЕЕ Е ВНИИ Зы (6) 
р в се 
ЗзтВоов А е’—ек  е^—ей 
с = а (т) 
ей Не! ег ей в -е 
и 
со. возВ-Ноов (= гы вп зщ В (8) 


Задачи рёшаются въ этой тригонометри совершенно такъ, какъ и въ 
сферической, | 


поставимъ въ формулы (1), (2), (3) и (4) ихь выражеше въ фунещи ‚угла 
парахлельности: 


605е0(2), ©08П(х), со) 


то эти формулы сдёлаются: 
08 П(а)==с0 ве) эт. 
т) сов ВАА 
зщ) == (а) ва) 
АВ) 
а формулы (5), (6), (7), (8) сдлаются: 
03 (а) : со ПЬ--5шА : вшВ 


сов. сов ИВ) сов) + = 


ов А зщ В зщ И(е)-+ вов В-= О 


эп А зв В 
ва (© 


608 А 606 В--мв0 = 


Формулы плоской тритонометри примуть видъ боле удобный, если 
мы введемъ гипербохичесяя функци (см. прибавлене 1); 


86): вшА(5) мал : а В 


вов М )==е08 (+) сов ;) (т) Ш) сов 


608. А 008 В--008О-=003Ж(;.) зшА зщ В. 
ЗВезконочно малыя фигуры. 


Если, въ предъидущихь формулахь, позожимь отношешя “т, 
очень малыми, то получимъ схздующия формулы: 
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в: 6—0 А : ВВ 
а 608. А. 
эщВ оф А--ивВ = 
008 А с08Б-Но0вО-Е8ТА ящВ 


ДвЁ посл8дня формулы можно преобразовать въ слВдующая: 


а 91 (А--В)=е ВА 
с08(А--В)--с080 =0 
откуда: 
азт(А--В--О-=а вщ(А-НВ) созО--а 008 (А--В) втО 
== ва А [сов О--с0в(А--В)]-=0 
т. е 
А--В--0=98. 


Сл8Вдовательно, формулы Неевклидовской тригонометрии переходать въ 
Евклидовсыя, если отношеня +, -. ‚ + ЖВльются очень малыми. 

Отиошен!я эти могуть быть очень малыми, когда # есть величина Ео- 
`нечная, & а, 6, с суть величины очень малыя, или когда а, 6, с суть вели- 
чины конечныя, & й есть величина очень большая. 

Изъь перваго предположеня слФдуетъ, что геометрическая система без- 
конечно малыхь фигурь есть Евехидовская, слВховательно, она невависить 
оть аксюмы цараллельныхь ли. Изъ втораго предположешя схВдуетъ, 
что евклидовская геометрическая система есть частный случай системы 
неевехидовской, когда въ этой послвдней  дЁлается величиною безко- 
нечно большою. 

Если разстояня, измвряемыя на земл8 и въ нашей солнечной сис- 
темВ, суть величины безконечно-малыя относительно Ё, то наша геоме- 
трическая система Ивклидовская можеть быть только приближенемъ Неев- 


,& 
Елидовской системы нашего пространства, Лобачевсый пытался провзрить и р 


` 


т. = 


[а 


` веть-ли ивше пространство Евклидовекое или Неевклидовское, вычисляя 4... .. 


сумму угловь въ треугольник}, коего стороны не меньше земией орбиты. ла 57-3. 


у 
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я] | Вычислещя показали, что сумма эта разнится оть двухъ прямыхь угловъ 
106% ‘ | нв 0,003. Такая незначительная разность можеть происходить оть погрёш- 
ностей въ наблюденшяхъ. 
Площадь треугольниха. 
Мы вихёли, что площадь треугольника равна: 
А==м 


тд» Х есть постоянное, & и избытокъ двухъ прямыхь надъ суммою угловъ 
въ треугольник. Возьмемъ треугольникъ АВС, въ которомъ уголь В=а, 
а вершина С лежить на безконечности, т. е. уголь С=0, или что тоже 
АС ВС. 

Фиг. 38. 


© 


К С 


Пусть ЛЕГ АВ, то угохь: 
ЕАб—24—А— Ви. 
Опишемъ предёльную кривую АХ, то будемъ имВть (см. о круг): 
АЛ со КАВЕЕЕ (и) 


Площадь Р, ограниченная предзльною хугою АЛ и осями АС и ПС, 
(см. прибавлеше 1) будетъ: 


РК. АР=& ви) 


слёдовательно, отвошене: 
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_Р и 
ВО м ^^’ ши 


Когда сторона АВ, уменьшаясь, приближается къ нулю, то отношене 
АР и _Р 1 п 
АВ’ 8 ТАЕЖе и отношешя т и — приближаются къ единиц. Въ 


предвлЁ, сяВдовательно, мы будемъ имфть №’. 
Откуда площадь треугольника будеть: 


—=Ри=Р(к—А—В—0) 


Площадь многоугольника. 


Пусть 4,, 4,,.., А» будуть внутренние углы многоугольника, 
имВющаго я сторонъ. Площадь его М, очевидно, будетъ: 


И=Р[(&—2)п—А,—А—..—А,| 


Есхи ыногоугольникъ правильный, то 4,—А,— .. =А»„, сл№дова- 
тельно, площадь его будетъ: 


НЕЁ" [(и—2) ®—пА, |. 
Если Д,=А,-=.. ==Ан-=0, 10: 
М—(п—2)*Р 


будеть наибольшая площадь. Еели ”=3, то ивибольшан площадь треуголь- 
ника будетъ: 


ДА 


Построить этотъ треугольникъ можно слздующимъ образомъ (фиг. 39): изъ 
точки А на прямой А'А” возставимъ перпендикулярь АВ въ Д'А’ иопре- 
двлимъ, вакъ было показано (см. зад. 2, стр. 40), прамыя СР и ЕЕ 
такъ, чтобы: : 
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ср] АА’, ОР АВ 


ЕЕ|| АД, ЕЁЕ| АВ 


Фиг, 39. 


Заключене. 


Все выше изложенное даетъ возможность провесть параллель между 
системёми Ерклидовской и Лобачевскаго, и показать въ какихь частяхъ 
эти дв системы сходны, и въ вакихъ различаются между собою. 

1. ВсЁ предложеня, довазанныя на основати только 8-й и 12-й ак- 
<омъ, принадлежать обёимъ системамтъ, слВдовательно. двадцать восемь 
предложен Евклида принадлежать и системВ Лобачевскаго. 

7. Геометря безконечно-малыхь фигуръ принадлежащая, какъ мы ви- 
хЬли, обЪимъ системамъ, не зависить отъ одиннадцатой акс1омы. 

3. Обимъ системамъ, будуть принадлежать также и т8 предложена, 
въ которыхъ конечныя фигуры могутъ быть замщены безконечно-малыми. 
Таковы слВдуюция предложеня;: 

а) Дв» прямыя ВВ и СС’, параллельныя третьей АА’, по тому же 
направлению, параллельны между собою. Въ самомъ дёлЬ, ВВ' и СС' при- 
ближаются, со стороны парахлельности, къ Д'.4” неопредЪленно. На безко- 
нечно больпомъ разстояни, точки прямой АА’ находятся въ безконечио 
маломъ разстояни оть точекъ прямыхь ВВ’ и СС’. Если возьмемъ одну 
изъ такихъ точекъ на АА’, и чрезь нее проведемъ плоскость перпенди- 
кулярную къ АА’, то она будеть перпендикулярна и къ Прямымъ 
ВВ и СС". СяЬдовательно, три прямыя АА’, ВВ, СС", перпендикулярныя 
въ одвой плоскости, будутъ параллельны между собою. 

Ь) Сумма двугранныхь угловъ трехъ плоскостей, перескающихся по 
параллельным прамымъ, равна двумъ прямымъ и Разсуждеше 
тоже, что и въ а). 
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©) Сферическая геометрия, т. е. геометрия фитурь на сферЪ, ограни- 
ченныхь дугами больышихь круговъ, одинакова въ обфихъ системахъ. Въ 
самомъ дЪхВ, если изъ центра данной сферы опишемъ безконечно-малую 
сферу, то всЪ фигуры на данной сфер® будёть проектироваться ва безко- 
нечно-малой сфер, безконечно-малыми фигурами, им$ющими тВже свойства. 

Или еще велфхстые того, что геометрия сферы основана на 8-й и 12-й 
акс1омахъ, съ изкоторыми искхюченями для послёдней (слЪд. етр. 5), и 
ва авсомЪ, отличной отъ одиннадцатой Евклида и Лобачевскаго, именно: 
вс прямыя на сферВ пересЪкаются. 

Вь этихъ частяхъ сб системы сходны, въ елЗдующихь различий: 

1. Въ систем Епклида. Кругь касательный въ извжетной точк пря- 
ной, съ увеличенемъ рад1уса приближается къ прямой: и нереходить Въ 
нее, когда радлусъ сдЁлается безконечно большимъ. 

Въ системз Лобачевскаго, Такой же кругь переходить не въ прямую, 
во въ предёльную кривую. 

2. Въ систем Евклида есть дв кривыя, которыхь каждая часть 
ножеть совм®ститься, гдВ угодно, на остальной части безъ изгиба—вто 
прямая и крутъ. 

Въ систем Лобачевекато есть четыре такихъ лини: ирямая, кругъ, 
прехъльняя кривая и вриван равныхь разстоянщ. 

3. Въ систем Евклида есть двз поверхности, иа которыхъь фигуры 
могугь быть передвинуты безъ изгиба: ихоскоеть и ефера. 

Въ систем Лобачевекато ихъ есть четыре: плоскость, сфера, пре- 
АВльная поверхность и поверхность равныхьъ разстоятй. 

Геометря на предвльной поверхности въ систем Лобачевекаго есть 
геометрия Евелида. 

4. Мьровыя зависимости, самых обыкновенные на плоскости, не иивють 
\\та на плоскости Лобачевскаго. Таковы, напримЪръ, теорема Пиезгора и 
водобйе фигуръ. 

5. Уголь паралхельности въ системз Евклида есть прямой, въ си- 
стеиВ Лобачевскаго онъ опредёляется выражевемъ: 


ее 
0% Пр) =-———— 


глВ е есть основание Неперовыхь логариемовъ, р есть известное разстоя- 
ще, а # есть постоянный параметръ, которымъ одна система Лобачевенаго 
отличается отъ другой. Этотъь параметръ, если наше пространство не есть 
Евхдидовское, & Лобачевскаго, можеть быть опредвленъ опытомъ, который 
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показываеть, что онъ безконечно большой въ сравнени с0 всём тЪыъ, 
что мы можемъ измёрять въ нашей солнечной систем%. 

6. Если въ формулахъ сферической геометрии системы Евклида вве- 
демъ радусь и этотъ радусь измВнимъ въ #4, =Ир-ь то получимъ фор- 
мулы геометрической системы Лобачевскаго, откуда слёдуетъ, что система 
Лобачевекаго” “посероеннан на сфер, ‘коей радусь мнимая величина 
М, или квадрать радлуса есть величина отрицательная.‘ 

Тахова въ общихь чертахъ система Лобачевскаго, которую онъ по- 
строилъ, изм нивъ одиниахцатую &50му Евклида. Такъ какъ система ока- 
валась возможною и логичною во воёхь своихъ частяхь и ваключаетъ въ 
себз, вакъ частный случай, систему Евклида, то _ИЗЪ ЭТОГО МОЖНО Заклю- 
‚чить, что одиннадцатая аксюма Евклида, на основашн 8-й и 12-й, дока- 
зана быть не можеть. Сь одиннадцатой авсмы геометрическая система 
раздвояется нь Евклидовскую и Лобачевскаго, сообразно смыслу, данному 
одиннадцатой акс1ом$. 

Спрашивается теперь, дфйствительно-ли эти дв» системы возможны 
совместно нА. плоскости, или 38 ЕвЕлидовская существуеть`Нк`изббкости, 
а Лобачевскаго на другой какой-то поверхности? Этоть вопросъ былъ 
внолнз разрьшенъ итальнискимъ геометромъ Бельтрами въ мемуарахъ: 
Везо\роше 4е\ ргоМеша @ промаге 1 риоб @ впа зпрегйое зорга ил репо Ш 
войо све Идее реобебоне уепрапо гергезешаю ба Нлее геме. Алла! шашюта- 
боле. Кота 1866. Задрю @1 ниегрго оне дейа веотейла под еис\Шеа. Сюг- 
ва]е шайтабсо @& Марой 1865 и Теопа Гопдатенае ей враг! @ согтаюга 
сомаще. АпдаП 4 шабетаНове. 1869. 

Ниже я изложу только результаты этихъ  изслВдоваюй, такъ 
какъ полное изложеюе несообразно съ цзлью и оэлементарнымь ха- 
рактеромъ настоящаго сочинена. Такое общее изложеше результатовъ 
достаточно нокажеть конкретное значеше системы Лобачевскаго и другихъ 
возможныхь системъ и выяснить тв результаты системы Лобачевекаго, ко- 
торые, съ перваго взгляда, намъ кажутся несообравными на плоскости. 


Еривизна поверхностей. 


Известно, что дхя изслздовашя кривой лини сравниваютъь ее съ 
прямыми и кругами. Для этого беругь, въ извёстной точкВ кривой, пря- 
мую, ииющую двз обийя точки съ кривой-—прямая эта называется с®ку- 
зцею если же двВ точки счешя сохьются въ одну, то такая прямая назы- 
вается касательной, въ данной точкЪ къ данной кривой. Касательная къ 
кривой въ извзстной точвВ, вообще, въ этой точЕЗ, ие перес}каетъ кривую, 
т. е. всБ соеЗдыя точки кривой хежатъ по одну сторону касательной, исклю- 
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чая особенныхь точекъ кривой, какъ напримВръ, Въ точк» меремиба, ГАЬ 
кривая, д\№лачсь изъ выпувлой вогнутою, переходить ина другую сторону 
касательной и схВдовательно перескаеть ее. Постромвъ касательную, въ 
изьвстной точЕВ кривой, мы можемъ уже судить о ея кривизн® въ этой 
точЕВ, опредВляя насколько сосВдая точки удаляются отъ касательной. 
Если сосфдюя точки кривой удаляются значительно огъ касательной, то мы 
говоримъ, что кривизна кривой больше и обратно. Подъ сосВжними точками 
я разумЪю точки, лежалия безконечно близко оть точки касашя. Еще боле 
опредленное понят!е. мы составимъ о кривизн® кривой, сравнивъ кривизну ея, 
въ извВетной точьВ, съ кривизною круга. Для этого мы возьмемъ три про- 
извольныя точки на кривой, чрезъ эти точки проведемъ кругь, центрь и 
ражусь этого круга будуть зависЪть отъ положешя взятыхь трехъ точекъ 
на кривой. Если мы будемъ измЪнять положене взятыхь точекъ на кри- 
вой, то, очевидно, будеть измВняться положеше центра круга и величина 
радзуса его. Если вторая точка совпадеть съ первой, то кругь, въ н№ко- 
торомъ смыслВ, сдёлаетея опредёленн®е; это будеть одинъ изъ тВхъ кру- 
говъ; которые имвютъ общую касательную съ кривой въ первой точкё. 
Если и третьн точка совпадетъ съ первой и второй, т. е. если всВ три 
взятыя на вривой точки совпадутъ съ первою, то кругь вполив опред»- 
лится, положеше центра и величина радлуса сдЗлаютея извфстными и 
опредВленными, для взятой точки. Кругь этоть называется хруюмь кри- 
визны кривой въ данной точкЗ, а радусъ его называется радуусомь кри- 
зизны. Кругъ этотъ, вообще пересВкаеть кривую въ данной точка, 
т. е. переходить, въ этой точЕЁ, съ одной стороны кривой на другую. 
Бривизна этого круга намъ даетъ бол}е точиое понят!е о кривизн® кривой 
нь извВстной точкВ, такъ кавъ о крививнВ круга, когда ражусъ его 
извёстенъ, мы всегда имфемъ точное ноняе. Поэтому условились изи- 
рать кривизну кривой, въ извЪстиой точ}, единицей раздёленной на радусъ 
кривизны, т. е. если чрезь « назовемъ кривизну кривой въ давной точьфзв, 
чрезь В рамусь кривизны въ этой точкВ, 10: 


Если въ извЪетной точеВ кривой В=со, то говорятъ, что кривизна 
кривой въ этой точк® есть нуль, т. е. три безконечне близюя точки иа 
крявой лежать на одной прямой линш. Касательная гъ этой точ иметь 
три общая точки съ кривой. Если кривизна кривой равив нулю въ каждой 
ея точЕЗ, то кривая лия есть прямая. На плоскости есть тольхо двъ 
кривыя коихъ кривизна есть величина постоянная: прямая кривизна кото“ 
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рой, во вехь ея точвахъ, есть нуль и кругъ, кривизва котораго есть из- 
взетиая, опред®ленная положительная величина. 

Перейхлемъ къ поверхностямъ: возьмемъ на какой нибудь поверхно- 
ети точку, чрезъ эту точку проведемъ кривыя по поверхности во всевоз- 
можныхь направленяхт, къ каждой изъ этихь вривыхъ проведемъ каса- 
тельную въ точкВ взятой на поверхности, вс эти касательныя хежатъ въ 
одной плоскости, которая и называется хасательною плоскостью въ поверх- 
ности въ данной точЕБ. Если точки. поверхности, лежашя безконечно 
близко точки касашя, вс лежать по одну сторону касатехьной плоскости, 
то говорятъ, что поверхность, въ соефдствв точки касания, выпуклая или 
вознутая. Если же одиз точки лежатъ по одну сторону касательной плос- 
кости, а друпя но другую, то говорятъ, что поверхность, въ сосздствЪ 
точки касаня, вытукло-вомутая. | 

Прямая, проведенная чрезъ точку касатя перпендикулярно въ каса- 
тельной плоскости, называется нормальною мицею къ поверхности. 

Первыя изся®дованя, относительно кривизны поверхностей, были сд»- 
лвны Эйлеромъ и Монжемъ. Он состоять въ елёдующемт: чрезь данную 
точку ша поверхиости проведемъ нормальную хинню, чрезъ эту ливю про- 
водят, во всевозможныхь направхешяхь плоскости, плоскости эти пере- 
сВкутъ позерхноеть по кривымъ, которыя расходятея, по всёмъ направле- 
НИИ О ВЗЯТОЙ ТОЧКИ. 

Если тепер опредёлимъ, какъ выше указано, радусы кривизны каж- 
дой кривой въ данной точк», то мы составимъ себ поняше о кривизн® 
каждой кривой, а слВдовательно составимъ поняте и о врипизи®- поверх- 
ности въ этой точкВ. Анализъ показнываетъ, что между этими ражусами кри- 
визны есть всегда два, изъ коихъ одинъ будетъ больше всфхъ, & другой мень- 
ше всЗхъ. Эти рамусы кривизны называются злавными, также какъ и ©о- 
отеётствуюнуя лянш сёчешя. ИПлоскости главныхь сёчен!й, т.е. с*- 
чешй въ которыхь кривизна кривыхъ есть наименьшая и наибольшан, на- 
клонены между собою всегда подъ прямымъ угломъ. Если означимъ чрезъ 
« уголь, который какая нибудь изъ плоскостей, проведенныхъ чрезъ нор- 
маль, составляеть съ плоскостью, содержащею кривую съ иаибольшимъ 
радлусомъ кривизны, то, означая чрезь В, и В, наибольшй и наименышй 
радлусы кривизны, а чрезъ В ражусъ кривизны кривой, лежащей въ плос- 
коети, составляющей угохь а, нашли что: 

ЕВ: оо 1: БИРО.. 

СаВдовательно, рамусы кривизны вривыхъ зависятъ оть накло- 

неня © и радусовь В, и В,. 


59 


Если поверхность въ данной точЕВ будетъь выпукло-вогнутая, то какъ 
мы виджли, она, въ точкВ касашя; лежить по 068 стороны касательной 
плоскости, стВдовательно, кривизна кривыхъ, происшедиихь отъ нормаль- 
ныхь сфчешй, въ извфстномъ ` ивправлеши, должна из взыцукдой 
перейти въ вогнутую или обратно, слЖдовательно, ращусы. кривизны 
должны быть направлены въ противудоложную сторону своего прежняго 
направлещя, т. е. изъ положительныхь сдЪлаться . отрицательными, . или 
обратно. Кривизна кривыхь должна, слфдовательно, перейти чрезъ нуль, 
& радлусы кривизны `должны перейти чрезь безконечность. Въ вы- 
пукло-вогвутыхь поверхностяхь главные радусы кривизны не будутъ 
наиболышй и изименышй, & оба будуть наименьше, одинъ между положи- 
тельными, & другой между отрицательиыми. Одна изъ плоскостей, проходящая 
между главными плоскостями сЁченх, содержитъ кривую, которая въ этой 
точкВ иметь кривизну нуль, слФловательно, рамусь кравизяны равенъ без- 
конечности. Одинъ изъ главныхь ражусовъ кривизны будетъ пеложитель» 
ный, а другой отрицательный. ПШереходь радусовъ БРривизвы `07Ъ положи- 
тельныхъ къ отрицательнымъ бываетъ нли чрезъ кривую, имвющую точку 
перегиба, или чрезь прямую. Это послВдиее’ свойство имЪетъ однополый 
гиперболоидъ и параболичесвый гиперболондь. Эти поверхности съ вм&- 
тельной плоскостью перес®каются по прямой лини. Тавимъ образомъ, мы 
можемт, составить поняте о кривизн® поверхности въ двиной точь», мо са- 
мыхъ важныхь результатовь въ этомъ отношении достигь Гаусеъ. 

Чтобы судить о кривизиз поверхности, Гауссъ: берет извЗетную часть 
поверхности, т. е. фигуру и сравниваеть ее съ соотв тствующей фигурой 
на шар, коего ражусь есть единица, схЗдующимь образомъ: изъ каждой 
точки контура фигуры на поверхности онъ проводить нормальную линвю, & 
изъ центра сферы проводитъ радлусы параллельно проведенныиъ нориалямъ; 
такимъ образомъ на сфер образуется фигура, соотв тствующая фигур из 
поверхности. Площадь фигуры на сферВ Гауесь назлажь полною кризизмою, 
взатой на поверхности фагуры. Средней хривизной онъ назваль отношеше 
площади фигуры на сфер къ площади фигуры на поверхности. 

Если площадь взятой фигуры на поверхности будетъ безконечно ма- 
лал, то средняя кривизна называется кривизною поверхности въ точЕЗ, ле- 
жащей внутри безконечно малаго контура. 

Если означимь чрезь @ площадь безконечно малой фигуры на по- 
верхности, чрезь « площадь соотвётствующей фигуры на сфер, то ври- 
визна поверхности, въ точкВ лежащей внутри контура фигуры ©, будетъ; 

© 


[92 
Геуссъ нашехь, что это отношейе равно: 


тд8 В, и Е, суть ражусы кривизны главныхь сВчен поверхности въ 
ТОчЕВ ия площади фигуры ©. Есхи поверхность въ данной точкЗ выпук- 
хая, то кривизна ея есть величина положительная, & если выпукло-вогнута, 
то кривизна поверхности, въ этой точкВ, есть величина отрицательная. 


Теперь я дОКАЖУ.. что если мы будемъ выгибать поверхность, тавъ 
чтобы ие образовалось ни складокъ, ни разрывовъ, т. е. чтобы разстояше, 
какихь нибудь двухъ точекъ на поверхности оставалось безъ измВненя, 
то при всВхъ тавихь выгибатяхь кривизна поверхности, въ извёстной 
зочхВ, не перем нится, т. е. откошене © не измВнится, & схбдовательно, 
не изызнится и произведене В,Ё, главныхь радлусовъ кривизны въ дан- 
Ной тОЧЕФ. 

Во первыхь замЪтимъ, что при такихь выгибаюшяхь величина пло- 
щади фигуры © и ея контура не измВняется, ся довательно, надобно только 
показать, что не измВияется, ‘при выгибан фигуры ©, и площадь фи- 
туры в. 

Для этого вепомнимъь сначала слВхующее свойство многоугольника 


‚ на сферЪ, образованнаго дугами большихъ круговъ. Если периметръ такого 
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многоугольника назовемъ чрезь Р, & плещаяЕ; соотв тствующаго ему по- 
лирнаго многоугольника, назовемъ чрезъ Д, то извЪстно, что: 


Р+П-=аа4. 


Возьмегъ на илощади элемента & точку, эту точку возьмемъ 38 
центръ сферы, коей радусъ есть единица. Проведемъ чрезъ эту точку къ 
контуру © безчисленное множество прямыхъ линй, которыя продолжимъ 
до встрёзи съ сферой, на сферф образуется многоугольникь съ безчислен- 
нымъ числомъ сторонъ. Периметръ этого многоугольника иазовемъь чрезъ 
Р. Если элементъь © выгибается, то очевидно периметръ Р_ ие измфняется. 
Поляриый многоугольникъ, соотвётствующ многоугольнику, коего пери- 
метръ есть Р, очевидно, будеть ничто иное вакъ элементь в. Означивъ 
периметръ этого посяёдняго элемента чрезъ П, мы выше видвли, что: 


Р-+-П=4аа 


откуда видимъ, что при выгибавни элемента ©, элементъ ® не измЗняется, 
сл довательно, отношен!е: 
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И 6 
я — ЕЕ, 
остается постолинымъ. 


Дите (0419) показаль еще, что если чрезъ данную точку А иа 
поверхности проведемъ, по всфыъ направленямъ, геодезичесыя лиши, на 
которыхъ возьмемъ постоянную безконечно малую длину $, то на поверх- 
ности образуется элементъ 8, котораго периметрь 5 и площадь & выра- 
жаются схЗдующими уравнен!ями: 


18’ сз 

Изь послднаго уравнешя легко видёть, что если кривизна поверх- 
ности есть величина поетоянная, то элементы, образованные въ различ- 
ныхЪ точкахъ, подобно элементу ©, будуть совмЪщаться, схвдовательно 
способъ изложеня можеть быть примненъ къ такимъ поверхностямъ, т. е. 
на тавихъ поверхностяхь аксюма совмюстимости имфетъ м%ето. 

Изъ этого видимъ, что свойствомъ совмьстимости обладаютъ не 
только плоскость и сфера, какъ мы выще сказали, но всё поверхности, 
ниЗюния постоянную кривизну. На всЪхъ такихъ поверхностяхь 8-я Ев- 
кхидовская аксома иметь м®сто и можеть быть приложенъ способъ на- 
ложен!я для сравненя мёровыхь отношенй фигуръ. 

Если, какую нибудь, поверхность мы будемъ изгибать всёми возмож- 
выми способами, но только такими, при которыхъ ве образовались бы ии 
складки, ни разрывы, то получимъ всЪ поверхности, которыя могутъ быть 
завиты, очевидно, безъ складокъ и разрывовъ одна на другую. Тахкъ 
какъ при выгибашн поверхности, кривизна ея въ каждой точЕЗВ не изм - 
няется, то изъ этого слВдуеть, что для того, чтобы одна поверхность 
могла быть навита на другую, необходимо, чтобы, въ соотвётетвующихь 
точкахъ, кривизны обфихъ поверхностей были равны. Но этого условя не- 
достаточно, надобно еще, чтобы элементы геедезическихь лин на обЪихъ 
поверхностяхъ были равны. Это послВднее услове вытекаетъь изъ втораго 
уравненя (а). 

Постоянная кривизна поверхности можеть быть нуль, положмипельная 
и отрицательная. 

Типомь поверхностей еъ коивизной нуль служить ялоскость. 

Типомъ поверхностей съ постоянной положительной кривизной служить 

И, наконецъ, типомъ поверхностей съ постоянной отрицательной кри- 
визной служить ясевдо-сфера или плоскость Лобачевсколю. 


—---. 
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Кривизна плоскости, очевидно, есть иуль, такъ какъ главные ражусы 
кривизны оба равны безконечности. Сл%довательно, поверхности, которыя мож- 
но развернуть ва плоскости, или иа которыя можно извить плоскость, будуть 
имфть всЪ кривизну нуль. Таковы: поверхности цилиндрическая, коническая, 
и вообще всВ поверхностн извфстныя подъ назвашемъ развертывающихся 
поверхностей. Оба 

На возхъ этихь. поверхновтяхь. вс№ три акоомы. Евклида. инВюЮть 
м%ето сто 668Ъ_ ‘исключен, ‚слёдовательно, геометрическая система КВЕЛИДА 
принадлежить не только плоскости, во и эсзмъ поверхностямъ съ кривиз- 
ною нуль. 

Цояенимь это обстоятельнве: возьмемъ прямой цилиндръ съ круго- 
вымъ основашемъ и что скажемъ о цилиндра, то легкое отнести и ко вся- 
кой другой развертывающейся поверхности. 

Ахсюма 8. Возьмемъ на плоскости кавую нибудь фигуру, напри- 
мЪръ, треугольникъ и перенесемъ его по плоскости въ какое нибудь дру- 
гое место, ватЪмЪ иавьемъ плоскость на цилиндре; очевихно, что вообще, 
изгибъ треугольника на цилиндр, въ одномъ м$стз, будетъ отличенъ отъ 
изгиба, въ другомъ, но одинъ изъ треугольниковъ можно передвинуть по цилин- 
дру и совыфстить съ другимъ. Тоже самое можно сказать о совизетиности и 
на другихъ развертывающихея поверхностяхь. Слёдовательно, авсома сов- 
мЗетимости имфетъь м8ето на всзхъ развертывающихся поверхностяхъ. 

Аксюма 12. Прямая лишя вполиВ опредЪляется двумя данными точ- 
ками на плоскости, она же есть и кратчайшее разстояне между этиши 
точками. 

Если плоскость, иа которой между двухя точками проведена прямая 
лия, назьемъ на какую нибудь развертывающуюся поверхность, напри- 
мфръ, цилиндръ, то прямая, навитая на цилиндръ съ плоскостью, можеть 
остаться прямой и на цизиндрВ, можеть обратиться въ кругь и можеть 
сдЪфлаться гелисомъ. При такихъ разнообразныхь формахъ, которыя прямая 
принимаетъ на цилинхрз, она будеть и на цилиндрВ вполнз опредфлаться 
двумя точками и останется кратчайшинъ разстояшемъ и на цилиндр. Все, 
что я сказаль о цилиндрё, можно отнести и ко вефмъ развертывающимся 
поверхностямъ. . 

Изъ сказаннаго видкит, что 12-я аксома, или оиредёлене прямой 
есть масштабъ для геометрическихь построемй на поверхностяхъ, ие пред- 
ставлающихь исключенй для этого опред$леня. Этотъ масштабъь изиз- 
нлется по форм, ие только отъ поверхности къ поверхности, но и на од- 
ной и той же поверхности. 
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Мы привыкли съ этимъ опредфлешемъ прямой соединять неразрывно 
ея частную форму въ нашежь пространствВ, или из илоскости; для насъ 
она есть форма натянутой нити или отв®са, между тЪмь какъ опредвле- 
ше ея допускаетъь самыя разнообразныя формы. Евклиль въ четвертомъ 
своемъ опред®лени, очевидно, имзль въ виду форму прямой нашего про- 
странетва. Это опред$лене даетъ дёйстпительно поняте о форм прямой, 
но не можеть служить дхн геометричесвихь ностроешй, 

„Аксюома 11. Разсуждая точно также и относительно этой акеомы, 
хы видимъ, что она, въ форм Евклида, или Лобачевскаго, будеть имЗть 
иЪсто и на всВхъ развертывающихся поверхностяхь, если дЬйствительно 
обЪ геометричесыя системы совмфетно существують на илоскости- 

Изь этого видимъ, что геометричесыя системы Евклида и Лобачев- 
скаго,® существуя совмЗстно на плоскости, будуть существовать и на вефхъ 
развертывающихся поверхностяхт. Это будуть геометричесыя системы по- 
верхностей съ кривизною нуль. 


Поверхности оъ ноложительной кривизной. 


Представителемъ поверхностей съ постоянной положительной кривизной 
есть сфера. Въ каждой точеЗ сферы, коей радлусъ есть В, вс ращусы кривизны 
равны В, слВдовательно кривизна сферы, въ каждойея точки, будетъ равна 3 

Акеома 8. Такъ какъ сфера есть повёрхность съ постоянной поло- 
жительной кривизной, то на ней, какъ мы выше показали, аксюма совм}- 


стимости иметь мЗсто, какъ и на плоскости. Способъ наложенл для срав- 
неня м%ровыхь отношенй фигуръ на ней примЗняется. 


„Акстома 12. На еферз двумн точками опредфляется дуга болыпаго 
круга, она же есть и кратчайшее разстояще между двумя точками. СлЁ- 
довательно, на сфер$ прямая лин1я есть дуга большаго круга. Хотя двь 
точки на сфер и опредЗляють всегда дугу болышаго круга, но положене 
хвухъ точекъ бываеть таково, что чрезъ нихъ можно провести безчислен- 
ве множество дугъ больпихь круговъ. Таковы дв д1аметрально противу- 


) 


положныя точки. Кром того, разстояю?й между двумя точками на сфер. 


мегда два, одно изъ нихъ есть кратчайшее, а другое, хотя иметь въ 
каждой своей точкВ свойство кратчайшаго, но не есть кратчайшее. СхВлхо- 
вательно, двфнадцатая авсюма на сферВ иметь мЪсто съ нзкоторыми ис- 
кхюченями. Вслёдстые этихь ибвлюченй не вс двадцать восемь первыхь 
положен Евклида имЗють м%сто на сферВ. 

Наприм$ръ, дёЁ прямыя перпендикулярныя къ третьей на сфер встр8- 
ЗАЮТСЯ. 
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Аксома 11. Ве прямыя (дуги большихъ круговъ), на сфер встр%- 
чаются. Геометрическая система построенная на этихъь аксюмахь не иметь 
теори параллельныхь лин, въ ней нзтъ подобя фигуръ. Сумма угловъ въ 
треугольник, въ такой системы, болыше двухъ прямыхъ. Площадь треуголь- 
ника зависнть оть суммы угловъ. Въ самомъ дёлВ, извЪстно, что: 


ААВО=Е(А--В--О—ю). 


Теперь становиться ясно почему Лежакдръ успёхь доказать, что 
сумма Углов въ треукольникВ не иожеть быть меныше двухъ прямыхь, 
введя аЕСЮму: что чрезъ данную точку внутрн угла всегда можно про- 
вести прямую, встр8чающую 06$ стороны угла. Очевидно, это одиннадцатая 
авсома для сферы, а на сфер» сумма угловъ въ треугольник больше’ двухъ 
прамыхъ, слВдовательно, Лежандръ, введя эту аксому, перешехь безсозна- 
тельно къ геометрической системЪ сферы. 


Все то, что я сказаль относительно сферы, относится ко всВ\ъ по- 
верхностямъ, навивающимся на сферу, т. е. къ поверхностямъ, которыя 


имвютъ кривизну равную кривизн® г сферы. Ст8довательно, геометричес- 


кую систему сферы можно назвать системой постоянной положительной 
кривизны. 

Геометрическая система нулевой кривизны одна, Геометрическихъ си- 
стемъ постоянной положительной кривизны безчисленное множество, и вс® 
он отличаются между собою только постояннымъ числомъ, выражающимъ 
крипизну, которая входить извёстнымъ образомъ въ геометричесыя зави- 
симости системы. НапримЁръ, мы уже’ вихВли, что площадь треугольника 


на сфер равив: 
ААВО-—В’ (АНВ+-О-—т) 


Е’ для различныхь системъ будеть различно. 
Поворхности съ постоянной отримательной криризной. 


Мы видВли, что если въ извзстной точ поверхности кривизна ея 
есть величина отрицательная, то въ этой точкВ поверхность выпувло-вог- 
нутая и лежить частю съ одной, а частпо съ другой стороны касательной 
плоскости въ данной точЕФ. Если поверхность имфеть во всфхь своихъ 
точквхь отрицательную вривизну, то ее называютъ стдло-образною, такъ 
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какъ въ каждой ея точкВ она имЗетъ форму сВдла, главные рашусы кри- 
визны обращены въ противуположныя стороны. Если кривизна такой по- 


Фиг. 40. 


верхности есть величина постоянная, т.е. если произведеше главныхь ра- 
дусовъ кривизны В, и В, будеть: 


В, В——В’ 


то тавую поверхность ыазывають ясевдо-сферой. Назваше это далъ итальян- 
сый геометръ Бельтрами, который въ первый разъ и изслВдоваль свойства 
псевдо-сферы. Сходства между сферой и псевдо-сферой нЪтъ никакого, 
единственное сходство заключается въ томъ, ЧТо ЕАЕЪ ВЪ ТОЙ, ТАКЬ И въ 
другой поверхности, кривизна постоянная, но въ одной положительная, а 
въ другой отрицательная. 

Часть псевдо-сферической поверхности можно получить обращая полу- 
окружность АВС около оси ДЕ. Въ каждой точкВ, такимъ образомъ полу- 


Фиг. 41. 


ченной поверхности, кривизна есть постоянная отрицательная величина. Еще 
9 
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часть псевдо-сферы представить шампансый бокахь, если ‘острую ножку 
послЪднаго, съуживая, продолжить до безконечности. 


Фиг. 49. 


Изсльъдованя Бельтрами. Бельтрамн сначала р%ёшаеть слёдующую 
задачу: найти поверхности, точки которыхъ, можно бы было такъ отнести къ 
плоскости, чтобы лиши кратчайнтихь разстоян!й на поверхности (геодезическая) 
изображались прямыми лин!ями на плоскости? Бельтрами показывает, что так1я 
поверхности суть сфера и псевдо-сфера. Пояснимъ это нв сферв. Возьмемъ 
сферу О и на ней точку А, назовемь эту точку полюсомъ и проведемъ 
чрезь нее касательную илоскость ХЕ вь сферв. Проведемъ чрезъ центръ 
шара О прамыя по всфмъ направлешямъ къ точкамъ плоекости, эти пря- 


Фиг. 43. 
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мыя перес®куть полу-сферу ВАО въ точкахъ, которыя будуть соотвзт- 
ствовать точкамъ плоскости и обратно. Очевидно, что каждой точЕЗ плоскости 
будеть соотвЪтствовать одна только точка поху-сферы ВАД. Каждой хи- 
ни на одной изъ поверхностей будеть соотьфтетвовать лишя на другой. 
Каждой геодезической лини на одной изъ поверхностей соотвьётетвуетъ 
геодезическая лишя на другой. И въ самомъ дВлВ, каждая плоскость, про- 
ходащая чрезъ центрь сферы, пересзкаетъ плоскость ДЕ по прямой, & 
нолу-сферу по большому кругу. Точки большаго круга на сферз, коего 
плоскость параллельна плоскости ОЕ, будуть соотвтствовать безкоиечно 
удаленнымъ точкамъ па плоскости. Двумъ параллельнымь прамымъ на 
плоскости будуть соотвётствовать два большихъ круга сферы, коикъ общий 
даметръ параллеленъ касательной плоскости ДЕ..Сл8довательно, зная та- 
кую зависимость, мы, отБ теоремъ геометрической системы на плоскости, мо- 
жемъ переходить къ теоремамъ на сферВ и построить, ТВкИМЪ образомтъ, 
сферическую геометрическую систему. 

Псевдо-сфера. Кругая поверхность, найденная Бельтрами, есть псевдо- 
сфера. Онъ находить, что она распространяется въ безконечность, но въ 
безконечности ограничена вругомъ, коего радлусы суть безконечно болъ- 
ция геодезичесяя лини на поверхности, исходяцоя изъ одной точки. За 
предзломъ этого геодезическаго круга, поверхность не продолжается, точки 
ея дЪлаются мнимыми, идеальными. ВсВ ея точки можно такъ отнести въ 
плоскости, что соотв®тствующуя точки плоскости будуть вс лежать внут- 
ри конечнаго круга, окружность вкотораго будеть соотв тствовать точкамъ 
поверхности, лежащимъ на безконечности, т. е. на выше упомянутой геоде- 
зической окружности. 

Геодезическимъ лишямъ на поверхности будуть соотв тствовать хорды 
круга на плоскости. 

Аксюма 8. Такъ какъ кривизна псевдо-сферы есть величина постоян- 
вая, то аксома совмВстимости на ией имфегъ м%сто и способъ наложеня 
можетъ быть примзненъ какъ и на плоскости. 

Аксюма 12. Геодезическая литя, или лия кратчайшаго разстоян1я 
между двумя точками, вполнь опредЪляется двумя данными точками безъ 
веявихь исключен, слёдовательно вполиё  соотвВтствуеть опредлеюю 
прямой на плоскости. 

Изъ этого видимъ, что 8-я и 12-я акетомы принадлежать и плоеко- 
сти и псевдо-сферз выЪстЪ, слВдоватехльно первыя двадцать восемь поло- 
женй Евклида будуть общими и плоскости и исевдо-сфер». 

Аксома 11. Я уже сказалъ, что каждой точкВ на псевдо-сфер® соот- 
ввтетвуеть только одна точка круга на плоскости, коего раддусъ есть ве- 
личина конечная, и что геодезическимъ лишямъ соотвётствують хорды: 
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круга. Точкамъ вотрёчи хорды съ окружностью соотвётствуютьъ безконечно 
удаленныя точки геодезичевкой лини на псевдо-сфер$. 


Фиг. 44. 


Пусть О будетъ центръ круга, коего точки соотв тствуютъ точкамт исевдо- 
сферы (фиг. 44). Окружность А ВЕЕ будетъ соотв тствовать точкамт, безконечно 
ухаленнымъ на псевдо-сфер. Хордв, напримВръ А В, соотв тствуетъ геодези- 
ческой лини на псевдо-сферВ. Точки Аи В хорды АВ соотв тствуютъ без- 
конечно удаленнымь точкамъ геодезической лини. Если двз хорды перес}- 
каются внутри круга АВЕЕ, вакъ наприм8ръь хорды ЁК и ЕЁ въ точЕЪ 
М, то соотитствующя геодезичесыя лиШши пересфкаются на псевдо-сфер® 
въ конечномъ разстояни. Если ДвВ хорды пересВкаюся на` окружности, 
какъ капримёръ хорды @Н и МН, то геодезичесыя лини перес®каются 
на безконечности. Если наконецъ дв хорды, какъ напримёрь @Н н СК, 
пересВкаются вн круга, то геодезичесыя хиюви, соотв тствующя такимъ 
хордамъ на пеевдо-сфер®, не пересФкаются. 

Возьмемь на псевдо-сферВ геодезическую хишю А,В, и точку С,, 
лежащую внё геодезической лини. Пусть въ круг8 АВЕР хорда АВ соот- 
вЪтствуетъ геодезической лиши 4, В, на пеевдо-сфер®, & точка С’ пусть 
соотвётствуеть точкЁ (С,. Если чрезъь точку С въ круг8 проведемъ 
дв хорды СА и СВ, то на псевдо-сферВ имъ будутъ соотвЪтствовать дв 
геохезичесяя лини, проходящая чрезъ данную точку на псевхо-еферВ и ветр- 
чающ]я данную геодезическую линю А,В, на безконечности. Хордамъ, про- 
ходящимь чрезъ точку С и лежащимъ внутри угла АСВ, будуть соот- 
вЪтетвовать на цсевдо-сферВ геодезичесыя лиши, проходаш]я чрезъ хав- 
ную точку и встрёчающ]я данную геодезическую хин. Хордамъ, прохо- 
дащимъ чрезъ туже точку С и лежащим внё угле АВС, будуть соот- 
вЪтетвовать геодезическя лини, проходяийл чрезь данную точку и не 
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ветрёчаюния данной геодезичеекой хиши. Изъ этого видимъ, что если на 
пеевдо-сфер® хана геодезическая лив!я и точиа лежащая вн» геодезической ди- 
ни, то вс№ геодезичестя лини, проходащ]я чрезъ данную точку, дВхатся на 
встрёчаюция и невстр8чающия данную. Дв геодезичесвая лини, проходяшя 
чрезъ данную точку, встр8чающя данную на безконечности отд ляютъ ветр- 
чаюния оть невстр8чающихь. Если эти послёдыя дв» лиши  назовемь 
параллельными данной, ТО мы сейчасъ видимъ, что геометрическая система 
Лобачевскаго есть система на псевдо-еферв, такъ какъ три аксомы на 
псевхо-сфер® суть аксмы, положенныя Лобачевскимь въ основане евоей 
системы. Такимъ образомъ, ЛобачевекЙ первый изсл®доваль ту поверх- 
ность, которую Бельтрами вазваль псевдо-сферой и которую сл®довало бы 
назвать плоскостью Лобачевскаго. 

ДалЪе Бельтраии показываеть, что если АВ будетъ геодезическая 
лин на псевхо-сферВ и С точка внз ея, О/==р перцендикуларная геоде- 
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зическая лишя къ АВ, СЕ и СР параллельныя АВ, то, назвавъ уголь ЕСО 
чрезь П(фФ) будеть: 


+ 

0$ П(ф)=е* 
гл ® рамусь кривизны псевхо-сферы. СлФдовательно, пестоянное Ё сис- 
темы Лобачевскаго есть ничто иное, какъ радусь кривизны цсевхо-сферы. 


Бельтрами находить, что окружность круга нё& исевдо-сферз, коего 
радусъ есть я, какъ и у Лобачевекаго, иметь выражене: 


Окт (ее —") 
Сумыа угловъ въ геодезическомъ треугольникв на псевдо-сфер» 
меньше двухъ примыхь. Площадь его, если А, В, С суть углы треуголь- 
ника, бухетъ: 


А=Р(к-А—В—С). 


7. 
В 


дор к чылчы злшны = 
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Охнимъ словомъ Бельтрами показываеть полное тождество геометри- 
ческой системы Лобачевскаго съ системою на псевхо-сфер®, которое уже 
рен неныиъ, какъ только онъ показаль, что аксюмы Лобачевскаго 
и псевдо‘сферы тождественны. 


ПослВ этого ясно видно почему одиннадцатая вксюма не можеть 
быть доказана на основаши 8-й и 12-й. Аксюмы 8-я и 12-я принадлежать 
и плоскости и псевхо-сфер®, сл%довательно, доказать съ помощью 8-й. и 12-й 
одиннадцатую акс1ому, это значить показать, что свойство, выраженное ею, 
принадлежить и плоскости и псевдо-сфер%, а эти поверхности только и 
отличаются смысломъ одиннадцатой аксомы. 


Геометрическихь системъ съ постоянной отрицательной кривизиой 
есть безчисленное множество, всВ онф отличаются между собою только 
числовымъ значешеиъ кривизны, Система эта принадлежить и всзмъ 1по- 
верхностямъ, которыя навиваются на псевдо-сферу. 


Изъ всего сказаннаго видимъ, что существуеть три геометричесвя 
системы: система на поверхности съ кривизною нуль или плоская геометря— 
Евилиховская, система на поверхности съ постоянной положительной Ери- 
визной, или сферическая геометрия и система на поверхности съ постоян- 
ной отрицательной кривизной или геометрия ипсевдо-сферическая—Лоба- 


‚ чевскаго. Плоская геометрия составляетъь переходъ отъ сферической къ 


пеевдо-сферической. Изъ этого также видимъ, что одиннадцатая аксюиа 


` тФено связана съ кривизною той поверхности на которой строится геоиет- 


рическая система. 


Риманъ весьма нагладно рисуетъ систему поверхностей, имВющихъ все- 
возможныя постоянныя кривязны. Для этого еначала построимъ поверхности, 
которыя можно навить: на сферу. Возьмеит сферу съ изв стнымъ радусомъ и на 
ней дв даметрально противуположныя точкя, соединимъ эти точки двумя дугв- 
ми большихь круговъ и часть сферы, заключающейся между этими кругами, 
т.е. сферическую лодку, выржемъ и края остальной части сферы сведемъ, 
такимъ образомтъ, получится веретеио-образная поверхность, которая оче- 
видно, навивается на сферу. Ч№мъ вырззанная часть сферы будетъ больше, 
твмъ полученная веретено-образная поверхность будеть тоньше. Мы взяли 
сферу съ предфльнымъ рамусомъ, нвиримЗръ, В. Теперь будемъ брать. 
сферы, рамусы которыхъ, начиная съ В, дЁлались бы все больше и 
больше до со. Изь такихъ сферъ будемъ выр®зывать сферичесяя лодки и 
сближать кран остальныхь частей сферъ. Лодки должны быть такъ вырф- 
замы, чтобы получениыя веретено-образныя поверхности заключали внутри 


91 


взятую сферу и касались бы ея по большому кругу. Когда мы возьмемъ 
наконець сферу съ рамусомъ равнымъ безконечности, то, очевидно, вере- 
тено-образная поверхность обратится въ прямой цихиихръ, радуеъ оеио- 
ваня котораго есть В. Вее это суть поверкыости вращевя ошоло 
оси АВ. 
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Если еще возьмемъ два полукруга КСГ и ЕСЁЕ, которые касаются 
вруга О н воихъ ращусы меньше В, то они опишутъ около оси АВ по- 
верхности изъ коихъ одна, описанная похувругомъ КОГ, будетъ навиваться 
на сферу, коей радусъ равенъ радлусу круга КОГ, а другая ЕСЁЕ опишеть 
часть псевдо-сферы. Вся система такихъ поверхностей вращеюшя будетъ 
представлять поверхности 0 всевозможными постоянными кривизнами, 
оть— со до-н<о. Цилиндрическая поверхность съ кривизною нуль отдЪ- 
ляетъ поверхности съ положительной кривизной отъ поверхностей съ кри- 
визной отрицательной. На каждой изъ поверхностей можетъ быть построена 
геометрическая система, которая и будетъь одной изъ трехъ выше упомяну- 
ТыхЬ. 

Каждая изь всевозможныхь поверхностей съ постоянной кривизной 
можеть быть навита на одну изъ предъидущей системы поверхностей. 

Мы уже видЪли, что Евкхидовская система есть частный случай си“ 
стемы Лобачевскаго, и что Лобачевсый пытался провФрить это, построешемъ 
такихъ треугольниковь, которыхъ бы стороны были не меньше земной ор- 
биты. Онъ вычислихь сумму угловъ въ тавихь треугольникахь и нашелъ, 
что она меньше двухь прямыхъ на 0,003 секунды. Такая незначительная 
разница можеть происходать отъ погрёшностей при наблюдевяхь, но если 
обратимъ внямане на то, что, дВлая подобныя поврки, вседа находать 
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сумму угловъ вЪ треугольникахь меньше двухъь прямыхъ, то можно, съ 
изкоторою вфроатностю, предположить, что если бы стороны построеиныхь 
треугольниковъ были еще значительнфе, напримфръ, были бы равны, по 
крейнва мВрф, разстояню Сирусь отъ земли, то могло случиться, что наф- 
денная сумма угловъ въ такихьъ треугольникахь отличалась бы оть двухь 
прямыхъ на количество болве значительное. Изъ этого мы заключили бы, 
что наше пространство имЗетъ законы отличные оть Евкхидовскихь, кото- 
рые суть только приближене законовъ псевдо-сферическаго пространства. 
Кавкъ не странно кажется, съ перваго взгляда, что иаше пространство 
можеть быть не тавимъ, какъ мы его себ представляем, но мы выше 
видёли, что только опытъ можеть рышить ееть-ли наше пространство Ев- 
клидовское или Лобачевскаго. 

Авсюмы нашего Евклидовскаго пространства суть стёдующ: 

1) Пространство имфеть три протяжевя-изывреня. 

ть ..:83] 2) Каждая его часть-—фигура, совыёщаясь везми своими точками 
‚ ВЪ одномъ его м8стВ, совмзщается, точно также, и въ другомъ. Это ак- 
@10ма совмюспилмости. 

3) Между двумя точками въ пространств можно провести только 
одну прямую линшю. 

4) Сумиа угловъ въ прямолинейномъ треугольник» въ пространетоё 
равна двумъ прямымъ угламъ. | 

Пространство, опредВлхяемое этими аксомами, мы будемъь называть 
ллоскимь или ЕВЕЛИЛОВСКИМЪ. ' 

Изъ этихъ основныхь аксюмт Евклидовекаго пространства вытекаютъ 
селЗдующия свойства его: 

а) Евкхиловекое пространство безконечно и безгранично. Въ ненъ 
можно построить безчисленное множество пространствъ хвухъ протяжен — 
поверхностей, отдВляющихь одну часть пространства отъ другой. Он дВхят- 
ся на конечных, но безграиячныя—это поверхности съ положительной кри- 
визной, на безграничныя и безконечныя-—съ кривизною нуль и на безко- 
нечныхя, но ограниченныя—это поверхности съ отрицательной кривизной. 
Типы ихъ: сфера, плоскость и псевдо-сфера. 

Ь) Чрезь три точки въ пространств, не лежалйя на одной прямой 
лини, можно провести только одну плоскость. 

с) Если двё точки прямой, лежащей въ одной плоскости, совпадають 
съ двумя точками прямой лежащей въ другой плоскости, то об8 прамыя 
совпадаютъ всЪми своими точками. 

4) Угохь, образуемый перпендикулярами, возставхенныхи изъ Какой 
нибудь точки пересёчешя двухь плоскостей къ этому пересёченю въ 
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влоскостяхь, есть величина постоянная—имъ измфряетея наклонеше двукъ 
плоскостей. 

На этихь свойствахъ пространства построена Евклидовская стерео- 
метря. 

Если мы оставимъ первыя три аксюмы Евклидовскаго пространства 
безъ измВненя, а измЗнимъ четвертую, сказавъ что сумма угловь въ 
прямолинейномъ треугольник меныне двухь прямыхъ, то мы получимъ 
пространство, которое уже изсхВхдоваль Лобачевсяй, & въ 1868 году Бель- 
трами, въ мемуарв Теома Гопдатета]е 4е8й враги @ сагумеага созаще. Вель- 
трами назвалъ такое пространство 7севдо-сферическимь, но лучше бы было 
его назвать пространствомъ Лобачевскато. 

ЗВотъ результаты данные Бельтрами: 

а) Въ исевдо-сферическомъ пространствВ тремя тозкамй вНолнВ опре- 
двлнется псевдо-сфера, ихи плоскость Лобачевскаго. | 

Ь) Если двВ точки геодезической лини, лежащей на одной псевдо- 
сферЪ, совпадаютъ еъ двумя точкамн геодезической лпнн, лежащей на 
другой цеевдо-сфер, то обв геодезычесыя хливн совпадаютъь всфми своими 
точками. ; 

с) Если двВ нсевхо-сферичесыя поверхности или плоскости Лобачев- 
скаго пересёхкаются, то уголъ наклонен!я есть величина постоанная. 

Изъ этого видииЪъ, что псевдо-сфера въ пцсевхо-сферическомъь про- 
странствв тоже, что плоскость въ Евклидовскомъ. 

Поверхностямъ сферическимъ въ пространств Евклидовскомъ соот- 
вЪтствуютъ, въ пространств ипсевхо-сферическомъ, | поверхности, которы 
пересВкаютть всЪ геохезическе ралусы, исходяпе изъ одной точки, подъ 
прамымъ углоиъ—это суть геодезичесмя сферы. ЗдЪсь также случается, 
что чрезъ три данныя точки, а тВыъ болВе чрезъ четыре, нельзя  прове- 
сти геодезической сферы, имЪющей свой центрь въ данной точк&. 
Геодезическая сфера, коей центрь находится на безконечности, есть ничто 
иное какъ предюльная поверхность Лобачевскаго. Эта поверхность въ псевдо- 
сферическомъ пространств имфетъ кривизну нуль и на ней имЗетъ мЪсто 
геометрическая снстема Евклида. 

Изъ этихь результатовъь данныхь Бельтрами видимЪъ, что геомет- 
рш МЛобачевекаго  соотвфтетвуеть теометыя въ нсевдо-сферическомъ 
пространств ина псевдо-сферВ, съ тою только разницею, что влос- 

‚кая геометрия Лобачевскаго можетъ быть конкретно представлена на ды- 
ствительяой поверхностн въ пространств8 Евкаидя, а для геометрия 
трехъ измзренй въ писевдо-сферическомъ пространствё н%ётъ конкретнаго 
представлен, такъ какъ это пространство отлично отъь нашего и кон- 
хретнаго о немъ представлен мы имЗть не можемъ; эти два пространства 
10 
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схохны между собою, но только тогда когда рамусъь кривизны есть вели- 
чина безконечно-большая, т. е. когда кривизна мало отличается отъ иуля. 
Стдовательно только опытъ можеть рёшить этотъ вопросъ. 

Я сказаль выше: хода кривизна пространства есть нуль. Чтобы 
пояснить это выражеше,  вспомнииъ, что площадь треугольника нь 


нсевдо-еферв имфеть выражеше: 
В*(«—А—В—0) 


тхЁ В есть радусъ кривизны псевдо-сферы. Если площади везхъ тре 
угольниковъ, построенныхь въ псевхо-сферическомъ пространств, будуть 
выЪть предъидущее выражен!е, то— называется кривизною прострая- 
ства. СтВдовательно кривизна Елклидовскаго пространства есть нуль, по- 
этому его называють ялоскимь. | 


Гельмтольцъ наглядно изображаеть какимъ образомъ мы можемъ пред- 
ставить возможность пространства, отхичнаго отъ нашего. Для этого онЪ 
воображаеть существа двухь измЗренй, живупйя на какой нибудь по- 
верхности. Поверхность эт& будетъ для такихъ существъ пространством, 
въ которомъ они живуть н движутся. Если эти существа разумныя и 38- 
нимаются геометрей, то они найдутъ, что ихъ пространство двухъ 
протяженй, о томъ же, что существуеть вн этой поверхности, они 
не будуть имЪть никакого понят!я; для нихъ выйти изъ поверхности не- 
возможно, каАКЪ и намъ изъ нашего пространства. Если эта поверхность— 
ихъ пространство—есть плоскость, то ихъ геометр:я будеть Евклидовская. 
Положимъ теперь, что наши существа живуть на прямомъ цилиндра, ко- 
тораго радмусь основашя весьма большой. Существо, доигаясь по 
женератрисв, по директрисв и по гелису, параллельно самому себЪ, оче- 
видно не измЁнить своей формы, но если оно будетъ обращаться около од- 
ной изъ своихъ точекъ, то изгибъ его фигуры будетъь измВнаться, хотя раз- 
стояе между точками фигуры не изм нится. Такъ какъ все вм$стВ съ су- 
ществомъ измВняется въ такомъ же смысхВ, то существо этого и не заы$- 
тить. Всё расходатйяея направлен!л, но которымъ существо можеть дви- 
гаться, будуть ему казаться тождественными. ВсВ лиши кратчайшихъ раз- 
стоян будуть ему казаться одинаковыми, какъ намъ представляется пря- 
мая. Если при этомъ, существо можеть изучить только небольшую часть 
своей поверхности, то его геометр!я будетъь наша плоскал— Евклидовская. 
Положимъ, теперь, что существо двигаясь по директрисё—по окружности 
оекованя-—возвратилось въ точку исхода и затВмъ, изслВдуя свое простран- 
ство во всВхь направлешяхь, было въ состояыи построить геометрию 
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цилиндрическую такую, какая она есть для насъ. Очевихво, что эта по- 
слЁлняя геометрия будетъ для него дёёствительною, а прежияа Евклидов- 
ская будетъ только субъективно возможная—идеальная. Существо навдеть 
радусъ основаня своего пространства и построить всВ геометричесва сис- 
темы на цилиндрахъ, коихъ ралусы будутъ имфть всевозможных величины 
отъ 0 до с>; построить наконецъ систему сферическую и псевдо-еферичее- 
кую. ВсВ этм системы будутъ для него идеальными, существующими субъек- 
тивио, выраженными извфстными анахитическими комбинащями. 

Въ такомъ положени находимся мы въ нашемъ пространств. Субъек- 
тивно-аналитичесвки мы можемъ построить безчисленное множество другихъ 
пространствъ, между которыми пространство съ постоянной положительной 
Еривизной илн сферическое и пространетво съ постоянной отрицательной 
кривизной или псевдо-сферическое суть самыя простныя. . 

Сферическое пространство можетъ быть построено по сё дующимъ захко- 


т Оно трехъ протяженй. ` 

2) СовиЗстимость въ немъ иметь м%сто. 

3) Прямая всегда возвращается въ точку своего мехода. 

4) Сумма угловъ въ геодезическомъ треугольник» всегда больше двухъ 
прамыхъ. 

Пространство плоское Евклидовское безконечно н безгранично. 

Пространство сферическое конечно, ио безгранично. 

Пространство псевдо-сферическов — Лобачевскаго безконечно, но огра- 
виченно. 

Если бы мы аналитически построили простраиство четырехъ измре- 
нй— протяжешй, обобщетемъ нашего пространства плоскаго, то всз про- 
странства трехъ изм8ренш относились бы къ нему такъ, какъ вс} поверхно- 
сти— пространства двухъ измЗренй,—относятся къ нашему плоскому про- 
странству. 

Лобачевск 1. 

Николай Ивановичъ Лобачевск родился въ Нижнемтъ-Новгорохв въ 
1793 году, воспитывался въ Казанекой гимназн и въ 1807 году поступилъ 
въ Казансый упиверситетъь въ чнсло студентовъ математическаго факуль- 
тета. Будучи студентомъ, онъ пользовался особеннымъ расположенемъ 
профессора Бартельса, который замтихь въ немъ необыкновенное дарова- 
ше къ математикЪ. Въ 1811 году онъ быль утвержденъ магистромъ математи- 
ческихь ивукъ н началь свою преподавательскую дФательность въ универ- 
ситетв изложешемъ Небесной Механики Лапласа и 0139 01ез агКьтеноае 
Гаусса. Въ 1816 году онъ заняль каеедру чистой математики и съ этого вре- 
мени начинаются ученые труды Лобачевекваго. Онъ быль 6 разъ сряду из- 
бираемъ ректоромъ университета, ‚пробылъ вв этой должности 19 дЪтъ. (Со. 
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стоялъ членомъ Геттингеяскаго, Копенгагенскаго и другихъ ученыхь обществъ 
и почетныиъ членомъ унивезситетовъ Московскаго н Казанскато. Двятельность 
его быль по истин удивительная: онъ присутствовать на всёкъ засзда- 
н1яхь, Боторыхъ въ то время было очень много, читаль лекщи за профес- 
соровъ,  посылаемыхь заграницу, присутствоваль на всВхь  экзаме- 
нахъ и быхь не строгь, но иногля своенравенъ, требоваль отвЪтовъ не 
бойкихъ, но показывающихь развиче. Самыя гхубокомысленныя и зам} ча- 
тельныя сочинен!я, которыя ставять Лобачевскаго на ряду съ самыми ге- 
шальными математиками всфхъ временъ, суть сх8дуюция: 


1) О началахъ геометрши. Рядъ статей, въ Казанскомъ ВЪстникв 38 
1829—1880 г, 

2) ббошёие поадшаше. СгеШа, Уоотиа! Гог @е гоше ииф апуематю 
МаФешабк, Ваша 17. р 185 <-З12 , т  › и 

3) Воображлемая геометря. Ученыя не Казанскаго универси- 

‚ тета 1835 г. 

4) Новыя начала геометрии съ полней теорей парвххельныхь. Учен. 
Записки Казанск. универс. 1835, 1836, 1837 и 1838. 

5) ПримЗнеше воображаемой геометрии къ нзкоторымъ интеграламъ. 
Учен. Зап. Казан. унив. 1836. 

6) беотейласе Ощегсаовиияен г0г Твеопе ег Рага|е пен. Вега 1840.-` 

7) Рапрботее оп ргёоз @е вбошёиле ТГопёбе зог апе ШФопе рвиёгае 
©! тропгемзе 403 рага\ез, въ Сборник, изданномъ въ 1856 году, по случаю 
50-тилЪтнято юбилея Казанскаго университета. К 

Прежде нежели это посхЗднее сочинене было издано, авторъ хишил- 
ся зраня и вскор® умеръ, въ 1856 году. 

Ве вышеуказанныя сочиненя были направлены къ тому, чтобы по- 
полнить пробёхь Евклидовской геометричесвой системы. Для пополненя 
этого пробфла онъ предпринялъ построеше системы, независимой отъ один- 
надиатой аксюмы. Предшественниковъ въ этомъ наиравлени онъ не им лъ, 
онъ быль полный творецъ своей системы, которая оставалась въ забвени 
цВлыхь сорокъ лётъ, и тольво разъ, мелькомъ, въ продолжеши этого вре- 
мени, указахъ на нее Гауссъ. Но когда Риманъ, Бельтрами и Гельмгольць 
указали на важное значеше этой системы, не только въ математик, но и 
въ философи, когда Бельтрами спещально занялся взелВдоватями для 
конкретнаго уясненя системы Лобаченскаго, тогда его сочинешя были пе- 
реведены на измецей, французсый и итальяисый языки и имл Лобачев- 
скаго сдВлалось, въ настоящее время, европейскимъ. Важность системы Ло- 
бачевскаго я выражу слВлующими словами: кто глубоко не изучиль геомет- 
’ рической системы Лобачевскаго, тоть не можеть составить полнаго пона- 
тя о смыехВ и значёни геометрическихь аксюиъ. 


деукай. 9 ФД. Чье А, 56 
И К 
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Жокяидъ. 


"ТВ незначительныя свЗдВыя, которыя мы ныфеиъ о развит! началь 
геометрии у Грековъ, переданы намъ Прокломъ, Боешемъ, Симплищемъ, 
Теономъ изъ Смирны и другими. Св®дВня эти суть выдержки изъ двухъ 
утерянныхь сочинен Теофраста н Евдемя, учениковъ Аристотеля, изъ кото- 
рыхъ нервый написалъ исторю геометрн и ариеметикн, а второй исторю гео- 
мегри и астрономи. Изъ этихь немногихь отрывковъ мы узнаемъ, что 
уже до Евклида начала геометри былн собраны н приведены въ порядокъ: 
Анаксныандромъ, наинсавшимъь „введеше въ геометрию“, Геравлитомь изъ 
Цонта, написавшииь „О ивчалахь геометрии“, Гипократомъ изъ Х!0са, Лео- 
номъ ученикомъ Неоклида, Ксенократомъ и 'Тевдусомъ изъ Магнези. (о- 
чинеше этого посхдняго считалось лучшимъ. Всз эти сочинешя утеряны, 
во избфжазо этой участи только сочинеюе Евклида „Начала“, что заставлнеть 
предполагать, что оно считалось самымъ лучшимъ и имфло иного списковъ. 


Вь настоящее время можно положительно утверждать, что начала 
геомстри въ томъ видЪ, въ какомъ ихъ изложиль Евклидъ, принадлежать 
исключительно элдинскому ген. Въ самомъ дВлВ, если Греки могли по- 
черпнуть гд либо геометрически свЪздВея, то только у Егиитянъ и Ин- 
дусовъ; но кая свздВая имЪль тоть народъ, котораго жрецы (каста 
ученая) и царь удивлижись Оалесу, изуВрившему высоту пирамнды по ея 
тЪни! Что же касается Индусовъ, то изсхВхован!я пастоящаго времени по- 
казали. что у нихь не было ничего похожато на геометрическую систему. 
О томъ значени и смысл аксоомъ, каюя послВдея имфли у грековъ, Ин- 
хусы не имЪли никакого понятия, свойства фигуръ—теоремы доказываются 
У нихъ часто изъ симметри фигуры, а равенство лин У угловъ просто иЗЪ 
чертежа м тому подобное. Этимь х не хочу сказать, что Египтяне и Ин- 
дусы пе имфли гезчетрическахь свфхВшй, напротивъ, ихъ свёдёшя были 
далеко не элеиентарныя; я только хочу сказать, что они не имфли сис- 
темы; выстроить нирамиды, храмы, перенесть громадных массы гранита 
изъ одного мета вь другое. дать ему извВствую форуу, требовало вовев 


78 


не элементарныхь свёл. ‘Точно тоже можно сказать и объ Индусахъ, 
изъ сочинен Брагмагупта н Вгаскара мы узнаемъ, что они ум®ли опре- 
хВлить площадь треугольника по тремъ даннымъ его сторонамъ и найти 
ражусъ вписаннаго въ него круга и иног. ‘‹ругихъь предложен отноеи- 
тельно треугольника и четыреугольника; но не знали чему равна, 
сумма угловь въ треугольник, знали еще отношете даметра къ 
окружности и друйя свойства фигуръ, но эти сочинеши не пред- 
ставляють собою Началъ геометрии или свода основныхъ предложений. СлБ- 
довательно греки дали ту строго-логическую форму началамъ геометрии, въ 
которой ихъ передалъь Евклидъ, 


Жизнь Евклида мало извзстна, мы знаемъ только, что онЪ Жиль въ 
Александр, куда переселилея изъ Греши при первыхъ Птоломеяхъ, около 
280 года до Р. Х. Его считаютъ основателемъ александрИйской математи- 
ческой школы. Онъ написалъ ыВсколько весьма замфчательныхь математн- 
ческихъ сочиненй, но всеобщую известность прюбрёль своими Началеми 
Злохиа, сочинене, которое и въ настоящее время, послЪ веЪхъ новй- 
шихъ изслфхован!й, представляеть образець ясности, логической поелёхо- 
вательности въ порядкВ теоремъ и строгости ихъ доказательствъ. 

Проклъ, одинъ изь комментаторовъь Евклида, живпий въ У вЪЕЗ по 
Р. Х., говорить, что Евклидъ собраль начала геометри, привель въ по- 
рядокъ и строго доказаль то, что до него быхо слабо доказапо. Начала, 
геометри состоатъ изъ 13-ти книгь, изъ коихъ шесть содержать плоскую 
геометрию, 7, 8 ин 9 содержать ариеметику, 10-я занимаетсл несоизмри- 
мыши величинами и придожешемь ихъ къ геометри. Кииги 11, 3 и 13 
содержать стереометрю. К»ъ тринадцати книгамъ присоединяют еще двъ 
о правильныхъ тёлахь, но ихъ припиеывають геометру Гинсиклу. 

Кром Прокла Евклидъ имлъ многихъ коммептаторовъ, изъ кокхъ 
свмые древше, о которыхъ упоминается, были: Геровъ, Панпуеъ, Еней изъ 
Гераполиса, Теонъ хладиий александрйськй. Теонъ не только комментиро- 
вать Евклида, по и даль новое издаше Началъ съ нрибавлетнин и изм} 
ненгями. 

Боещй въ \ в№кЁ по Р. Х., въ своемъ трактатВ геометри, даль толь- 
ко теоремы и фигуры первыхъ четырехъ книгь Евклида, утверждая при 
этомъ, что Еввлидъ только привелъ въ порядокъ преддоженя, найденныя 
и доказаниыя другими, а что настозщаАй творецъ есть Теонъ Есть даже 
списки, въ которыхъ говорится, что вее сочинете почерннуто изъ бесЪдъ 
Теона (4х тоу @оуос бллоусив»). Симсонъ, большой знатокъ древней мате- 
матической литературы, издавний Евклида на авглйскомЪ лвыкБ въ 1781 
году, говорить: „сравнивая опредЗленя п доказательства теоремь раз- 
личныхь синсковъ греческих издан, каыя мы имБемь, я нахожу, что 


и 


Теонъ или кто-бы ни быль излателемъ греческаго текста, прибавляя, выбра- 
сывая н сизшивая свон доказательства съ Евьклидовскими, все это сдфлахъ 
къ худшему“. Боешй былъ единственный писатель по геометри, извфетный 
въ Европ до 1Х вЪка нашей эры, а Евклида даже имя не было из- 
вветно. 

Въ концё УШ и начал 1Х вЪка при калифахь Аль-МансурВ и Гз- 
рунъ-аль-РашидВ начали переводить гречесмя сочннешя на арабсый 
чзыкъ, но переводили сначала иа снр@ек языкъ, а съ этого послВх- 
наго на арабсюй. Переводы этн были сдВланы сирскимн медикахн, нахо- 
дившимися при дворВ калифовъ и знавшими гречесый язывъ. Въ чисхЬ пе- 
реведенныхъ сочинен!й было и творене Евкхида „Начала“. Самый знаменитый 
переводчикъ его быль Гонейнъ-бенъ-Исгавъ и сынъ его Исгакъ-бенъ-Гонейнъ, 
но такъ какъ отець и сынЪ не знахи математики, То ихъ переводъ требовал ис- 
правлен!я, которое и было сдЗлано Тебетъ-бенъ-Корра между 893 н 902 годами. 
Отмаиъ изъ Дамаска, неизвфстно когда живи, но позже ХШ вЪка, даль 
переводъь полне предъидущихъ, по списку, который онъ нашехль въ Рим 
и вь которомь было 40-а предложенями больше, чзиъ въ обыкновенныхь 
спискахъ. Астрономъ н геометръь Нассиръ-Еддияъ, жившИ около 1260 года, 
перевель Евклида на персидскй языкъ; къ этому же времени относятся 
комментарии Евклида, сдЪланные арабскимъ математикомъ Маймонъ-Раши- 
домъ. Коиментаян Нассиръ-Еддина были напечатаны на арабскомъ язык® 
въ Рим въ 1694 году®). Ганкель говоритъ, что у Арабовъ было до 50-ти 
переводовъ и передхокъь Евклида, въ особенности они много занимались 
10-й книгою объ несоизмримыхъь величинахъ, которая и въ настоящее 
время представляеть образець въ своемъ род». Арабы также занимались 
чного значешемъ аксомъ, опредфлен1ями н порадкомъ теоремъ, и въ этомъ 
отношени они не уступаютъ Евронпейцамъ, такъ напримЪръ доказательство 
11-й авоомы Нассиръ-Еддина не хуже т8хъ, о которыхъ мы упомянули въ 
начах» введетя. Евклихъ быль въ первый разъ переведенъ въ 1130 году 
на латинсый языкъ Ателяромъ (Аеага 4 Ва) съ арабскаго списка, най- 
деннаго имъ въ Испаши. Этотъ переводь быль напечатанъ, въ первый 
разъ, въ 1482 году въ Венеши Эргардомъ Ратгольтомъ (Егвагё ВмвоН) съ 
комментармяыи Кампануса (Сашраноз). Французсый математикъ Шаль (Сваз]ез) 
похагаел“ь, что арабсые списки Евклида были привезены изъ Испашн Кам- 
панусомъ, въ числ другихъ ивтематическихь сочиненй, и переведены имъ. 


Сь этихъ поръ Евклиль быстро расиространилея въ Европв и до 
семнаддатаго вЪка оставался исключительнымъ руководствомъ. Считали 


*) Н®которые гозоратъ, что это издане было налечатано въ 1598 г. во Флоренщиа, 
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сватотатетвомъ измВнять порздокъ теоремъ, данный Евклидомъ. Паскаль 
говоратъ, что если бы геометря была снова изобрётена, то Начала были 
бы даны въ томъ порадкВ, какой ииъ даль Явклидь; это и понятно, такъ 
какъ, безъ сомифия, въ фихософекихь школахь Греши, каждая теорема 
была разсмотрЗна во всВхъ отношенахъ. 


Цервое издаше Началь, ивпечатанное въ Венещи, не иметь затла- 
вя, а начинается словами: Ргобаиазнииз ТАЬег Юеотеошогит Кас, регярбоа- 
созвш! щ ацет беотете шофи фаат (еНоазйте. . 

Второе издане Началъ, перепечатано сь перваго. Оно нанечатано въ 
ВиченцВ въ 1491 г. 

Третье издане было издано Замберти (ФашЬем г) подъ затлавнемъ: Еа- 
6:43 Медаменян, риЦозоры Раюшет, пафетайбсагат @зорНвагат }апог, Орега, 
Яатьечо Уепею, циогргею. Въ конц® тома напечатано: Ниргевзат Уепеше..... 
ш ефЪаз 1юапия Татий, М. В. У. УПТ Каевааз потетЬмя Замберти въ пре- 
дислови говорить, что онъ перевель съ греческаго оригисила. 

Четвертое издане быхо издано МЛукою Пач!олусомъ (Тласаз Рас!аз), 
который болёе извВстенъ подъ именемъ Ёасаз @ Вогро, въ Венеши въ 
1509 г. Заглаше этого издатя сл8дующее: ЕаоН@з Мерагетя", рЫЙо- 
з0оры асобзязшы, шафетаноогат отдан ле сопготегаа рипотз Орега. 


До шестнадцатого вёка сыфшивали Евклида съ Евклидомъ Мегар- 
екимъ, философомъ, который жить в®комъ раньше перваго. 


Патое издане, вольный переводь Начаяь, быль подтотовленъ Яко- 
воиъ Лефевромъ изь Етаплн (Засфиез Гебчте 4’ а рез) и напечатанъ въ 
ПаражВ въ 1516 г. Генрихомъ Етьеномъ (Неши Езбевие). 


Итакъ видиит, что въ продолжени тридцати пяти лётЪ было пать из- 
АНИ Евклида, вез щ 101., на латиискомъ авык». 


Греческй текстъ Евклида ст комментарями Прокла’ въ первый разъ 
быхь изданъ Симономъ Гриномъ (@гуце) въ Базел въ 1533 году. 


Греческое н латинское издаше, приннсываемое знаменитому матема- 
тику Бриггу, напечатанное въ Лондон Вильямомъ Джономъ въ 1620 г., 
содержить только первыя шесть книгъ, хотя въ заглаши сказано, что из- 
даны всЁ 13 ЕНиг®. 


Вь 1608 г. Начала Евклида были переведены ва китайскй языкъ 
1ефуитомъ Маттео Риччи (Майео В 100), который въ предислов:и къ своему пе- 
реводу упомиизетъь о переводахь сдфланныхь на китаёсвый язныкъ до него. 
Эти переводы можно отнести къ тому времени, когда въ 1368 году импе- 
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раторъ велВхь перевесть вс арабеме манускрипты, находивицеся въ его 
библотекв, на китайск! языкъ, & это показываеть, что въ то время вЪ 
Ката высоко цзнилась арабская ученость. Посл того Начала были пере- 
ведены еще изсколько разъ. ПослВдий переводъ сдёланъ въ 1857 г. 
Вали (\!УНе) и налечатанъ въ Шанхаз. 


Изъ тёхъ свёдВн, , Еоторын ми удалось собрать, видно, что въ ХУТ\ 
ЕВЕВ было нрпечатано 89 и изланй Евелида, въ ХУП : ‚ ВЪ ху. 45 Н ВЪ 
ев — 15, на ве хъ европейскахъ языкахъ. Въ их ЕНИГИ ПОИМенована 
большая часть издаюй съ 1482 года до настонщато времени, съ указанемъ | 
ГВ и кЁмъ издано. Всего съ 1837 по 1874 г. въ одной Ангши было 63 
издан1я ЕВвЕЛИДа. 

Полное собраще сочинейй Евклида на греческомъ языЕ» было из- 
хано въ ОксфордВ въ 1703 году Давидомъь Грегори подъ заглавемъ: 
"ЕохАв(800 то воборяуя, Другаго изданя въ этомъ родз не существуетъ. 
Евклихъ, какъ я замВтиль выше, до ХУШ столтя быль единственнымъ 
руководствомъ начальной геометрии въ Европ. Съ ХУШ стохьмя началя 
появляться сочинеи:я оригинальныя или передлки Евклида, въ особенно- 
сти во Франщи и въ Германи, а вь Ангаи Начала Евклиха и понынв 
остаются единственнымъ руководствомъ въ школахь. Оть этого школа вы- 
игриваеть то, что для нея есть самое важное, именно: однообразе препо- 
хаваня и одну систему. Этимъ, если можно такъ выразиться, влагають 
одну математическую душу веВмъ, изучающимь математику. Евклидь д%- 
ллется математическимь Евангемемъ, на тексть котораго можно всегда 
сослаться. Лагранжъ часто говорилЪ: „Тотъ, кто не изучижь геометри по 
Езкчиду, похожъ на чедовЁка, желающаго изучить древе языки не по 
хревнимъ орнгинахамъ, & по сочиненямъ, написаннымъь въ настоящее 
время на этихь азыкахъ“. 

На русскомъ язывВ были слВдуюшйя издашя Евклида: 

1. Евклидовы Елементы Геометрш, совращенныя проф. Фарварео- } И ч 
номъ, пер. съ латин. И. Сатаровъ. 1739 г. Сиб. ®) у Г 


< Е Икау- 


г4 «$. $: > 


*) Андрей Фарварсонъ (РахмЪатяол), профессоръ абердинскаго университета, быль 
врагхашент, въ Россю Петромъ Вел., когда онъ быль въ Анти въ 1698 г. По прибыми 
зъ Росстю, онъ составвль уставъ дая морсваго училища, въ которомь былъ первымъ ире- 
воддвателемъ. Съ открымемъ въ ПетербургВ морской академ, ему было поручено ` выби- 
рать дли иея ученивовъ, а потомъ овъ быхъ и самъ переведенъ туда. Даже эъ оффишаль- 
вихъ бумагакь о немь сохрайнлось изавсте, что съ помощью его „первое обучете мате- 
натики въ Россйн введено“. По словамъ же Перри, онъ взель у иасъ и арабсюш цыфри, 
которыя зъ первый разъ првмфневы были въ „Журнахв объ осадё Нотебурга“, изданномъ 
къ конц» 1702 г. Вь 1703 г. при участи Фарварсона, изданы были, „Таблилы догарие- 
08$“, а вф 1722 г. „Таближы горизонтальных съверных и южныл широты“. Въ 1780-хъ гг. 


и 


3. Евклидовы Элементы Геометрш, нерев. съ франц. Н. Кургеновъ 
1769 г. Сиб. 

8 Евклидовы Отими. Перев. съ греч. 41. Суворозъ и В. Никитииь 
1789 г. Саб. 

4. Езклидовыхь Началь 8 книгь. Пер, сь греч. 09. Петрушевск 
1819 г. Сиб. 

Самыя лучиия издатя Началь съ коиментармями считаются: Дасипо- 
дуса (1564), Комиандина (1572), Клавуса (1574), Баррова (1659), Гре- 
гори (1703), Кейля (1708), Лоренца (1781), Симеона (1781), Камерера и 
Гаубера (1824), Августа (1826), Валькере (1827) и Тотгентера (1864). Въ 
настоящемь стохВты лучшимъ переводомъь Начать считается переводь 
сдёланный Пейраромъ въ 1814 году по списку [Х в\ка, находившемуся 
въ Парижской Нацюнальной БиблотекВ, а нынв въ Ватиканской Библю- 
тек». 

ь Настоящее издан!е, съ пояснительнымь взедешемь ш разъяснеюями 

относительно значешя и м»ста каждой теоремы, УбЁдить, я надВюсь, 
каждаго преподдвателя, что единственнымь руководствомъ, къ преподава- 
и элементарной геометри, долженъ быть Евклидь, съ тЪми незначитель- 
имих изифненлии, которых указаны въ призожениой въ ковцВ програми. 


пахочаТано его сочивеше „Трагонометрёл илоскал и сферическая"; кром% того ему иранадле- 
жать: алгебра, трактать о новой шивении, дли отвращения вляютя качки при обсервацияхь, 
© которыкъ сохранились только изьфстя. Сочинешя его служили руководствами въ тогдаш- 
шихъ русскихь штколахъ. При Петра Вел. Фарварсону норучены были и астрономически 
наблюденя, о которихь онъ обязанъ быль сообщать царю, гдё бы тоть нибыхь, в которыя 
тотда же печатались. Издаше Езклида озаглавлено тахъ: „Овкхидовы элементы изъ двЗнадцати 
ньютомневихь клигь выбранные, и въ осемь книгь чрезь ирофессора математикм Андрея 
Фарзарсона сокращекиме“, которые переводиль съ латин. хирургусь Сатвровъ въ 1719 г. 
Си. Пекареый, Литер. к изука пря Петр® Вел. т, 1, 129, 123, 269—073, 281; т. П, 458. 
Вютр. Фарзарсоша въ Морск. Сбори. 1856 г. № 14 ж 1866 № 5. 


НАЧАЛА ЕВБЛИДА. 


——мм 


БНИГА 1. 


[4 
Ошредьльши (брось дома Нопев). 


ы Точка ееть то, что не нифеть частей. ем: 

. Ляшя есть длина безъ ширины. г: д.1 й _ Вх 

Е Концы лини суть точки. 011-002. © 

Примьч. 1. Эти опредфлетя суть отвлечена вовлт!, нолученныхь онитомъ, 

4. Прямая лия есть та, которая одинаково лежить относительно 
вйгь своихь тозекь (Е\Зиа тоёрй фото, Чи &4 (ооо то В бат 
тра хабтол). | 

Примич. 8. Этииъ опредьлевемъ, очевидно, Евехидь желаеть ошисать форму пра 
ий въ нашемъ пространств®, данную ошытомъ. Геометрическаго  значена это оире- 
Злеше не нифеть. Этому опредфлено удозлетвораеть и иругз. 


5. и био, вв есть то, что ме ТОЛЬКО ДЛииу 


* ширину. се 2. ый ` а. 


ше о 

Прымич. 3. Тоже можно сказать, что сказали о 1, 2 в 3, 

7. Плоская поверхность (2х(леЗос) есть та, которая одинаково распо- 
южена относительно вейхъ прямыхъ лин на ней хежащихъ. 


Примьч. 4. Это опредёлене можно отнести и жъ сферв относительно большихь 
Вуттовъ. 


8. Плоек!й уголь (у5\) есть ‚взанмное наклонеше двухъ лиш, ко- 
торыя вотрёчаются въ плоскости и ‘низЮть разлячныя направлена. 

3. Есхи хин, образуюлия уголь на плоскости, суть прямых, то то 
взывается прямолянейнымъ. | 
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10. Если прямая, встрёчающая другую прямую, составляеть съ ней 
два равные смежные угла, то каждый изъ этихъ угловь есть прямой & 
прямая, составляющая ихъ, называется перпендикуляромь ко второй 


прямой. 
11. Тузымь угломъ называется угол, который больше прямато- 


12. Острымь угломъ называется уголъ, который меньше прямаго. 


Примич. 5. Опрехвлене 8 говорить о иавлоневи вообще лин, схёховательно й 
кривыхъ, но въ такомъ случа, это опредзхене не даеть понятия объ угл, составляемомъ 
двумя кривыми лишлия, а таЕЪ какъ Евкхидъ въ свонхъ Началахь этимь опред®лешень 
нигд» не пользуется, то Симсонъ думаеть, что зхёсь ссть неловкая вставка переписчика и 
похагаеть, что опредвленя 8 и 9 можно слить въ одно. 


Опредзленя: Уголь есть вздимное наклонеше двухь прямыхь лин, или разность 
направлен!Й, или величина поворота одной пряиой до совпадешя съ кругою, предстазв- 
лартъ уголь какз какое-то количество и выраженя часто употреблаемыя: точка дежить 
. въ угЕВ иди внф, прамая отдфляеть оть угла треугольинеь и друг. не имфють смысла. 
Бертранъ изъ Женевы первый опред®лиль уголь какъ часть плоскости (Рёуеорретет 
попуези 4е 1% рагбе @тетыте 4ез МаётаНдиев 1778 г.). 


Плоскость раздфляется двумя пересёкающимнся прямымн на четыре части, которыя 
называются углами. Части прамыхъ, исходящля изъ общей точки сфченя ин закхючающя 
уголъ, называются сторонами угла, а общая точка сзчен!я называется вершиною его. 


Уголь иазывается выпрямленнымь, если его стороны имфютъ противунодожныя иа- 
правлен!я, слфдовательно составляютъ одну прямую лин. ВсЁ сыпрямленные углы равны 
между собою, такъ какъ они совиёщаются. Уголь называется вознутымь или выпуклым, 
сиотря потому будетъ-ли онъ меньше алн больше выпрянленнозо угла. 


“Каждому сознутому угку прниахлежать два смежныхь угла, которые составлены од- 
ною мзъ сторочъ угла н продолжешемъ другой. 


Фяг. 47. 


Смежные углы угла АОВ суть: ВОС и АОП (фиг. 47). Уголь СОР), составленный 
прохохжешемъ сторонъ угла ЛАОВ, называется яротивуположнымь углоиъ. 


| Противуноложные углы равны, то ель АОВ=СОР. Въ самомь  хвф, 
‚ АОВ--ВОС= = ВОС+-СОЛ, такъ кахъ всё выпрямленные угны равны, откуда ЛОВ—СОЛ. 


Вогиутый уголь нчзывается острымъ, ирвмымь илн зпунымь, смотря потому будеть 
хи онъ меньше, разенъ или больше своего смежнаго угла. Всю прлмые залы равны, каЕЪ 
ноловины выпрямленнаго угла. Жсли иряиыя И прямой уголъ, то онф называются 
перпендикулярныии одна къ хругой (хадегог). 


зации > срзринитьниинианирянинный анашыи" 
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Е Предъьломь (кое) называется оконечность чего нибудь. 
4. Фиурой (сульо) называется то, что ограничено однимъ или нзс- 
волькими предфлеми. 
15. Еруь (хбх»ос) есть плоская фигура, ограниченная одной хиНей, 


называемой окружностью, въ которой всЁ прямыя лиши, называемыя ра-` 


Фусами, | проведенных изъ которой точки, лежащей внутри ‚ея, ры 
между собою. : ‚ Мне Род ь 
16. Эта точвх называется центромь (иёутреу) круга. г =. 
17. Дзаметрь (бубретоое) круга есть прямая, проведенная чрезъ центръ 
и ограниченная съ об$ихъ сторонъ окружностью: эта прямая ХВлить кругъ 


пополамъ. и 


‹ маи ‚< НР а м на 


18. Полукруь есть фигура ограниченная д1аметромъ и  разадь частью 


окружности, на которыя этотъ маметръ дзлитъ окружность. 


19. Саменть отр®зокъ (хрлых) есть фигура, ограниченная прямою и 
одной неравной частью окружности, на которыя этё прямая АВлить ©к- 
ружность. ““. ри: би 

20. Ирямолинейная а фигура есть та, которая ограни- 
чена прямыми линяни. | 

21. Трехспороння (трутАеорос) фигуры суть т%, которыя ограничены 
треия прямыми линями. 

22. Четырехсторония (тетртдеуроб) фигуры суть т, которыя огра“ 
вичены четырьмя прямыми линями. 

23. Мноюстороння (комАеорос) фигуры суть Т%, которыя ограви- 
чены бохВе чЪмъ четырьмя прямыми лиями. 

24. Между трехсторонними фигурами, равностороннимъь  треугольни- 
вмъ, называют ту, въ которой ве стороны равны. 

25. Треугольникомъ равнобедреннымь (осив)) называется тотъ, въ 
которомь двЪ стороны равны. . 

26. Разностороннимь (сходи) треугольникомъ иазывается тотъ, въ 
иоромъ всЪ стороны неравны. 

21. Прямоуюльный (8оуотьлиос) треугольникъ есть тотъ, въ которомъ 
одниь уголь прямой. 

28. Тупоуюльный (ви №уёуюс) треугольникъ есть тотъ, въ которомъ 
охниъ уголь тупой. 

29. Остроуюльный (Ёутоуюе) треугольникъ есть тоть, въ которомъ 
№8 три угла острые. 

30. Авадрать ееть четырехсторонниеЪъ, въ которомъ вс стороны рав- 
ВЫ и углы прямые. 

^ 31: Ромбь ($6об) есть четиреугольникъ, въ которомъ вс стороны 


равны, но углы не прямые. , 


--.. х . " г 


. 
. ` 
гъ * я 
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39, Параллемтрамь (борбо= ие) есть четыреугольникъ, въ которомъ 
только противоположныя стороны и порт угхы равны, но не- 
и 

33. ВеЗ пройя отырехеторо игуры ивзываются трапещями 
(сралё тёбиоу). (4. Рена к р, тур 2. №0. ] | 

34. Параллельныя (карб )рлос) пряныя мини суть ташя, которыя, ив- 
ходясь въ одной плоскости, и будучи продолжены въ об стороны, каБъЪ 


угодно далеко, никогда ие вотрёчаются. - 
(рулей ` ЗА р 


С. Примич, 6. Въ ибкоторыхь сиисхахь изтъ опредфленя 19. < 
АС М 
Требоващш (обхурала, ровфша). 


Допускается: 
1. Что оть одной точки до другой, и их можно провести 
прямую линю. - ес 


2. Что конечную прямую можно продолжить Е 


3. Что изъ какой нибудь точки, какъ изъ центра, произвольнымъ ра- 
дусомъ, можно описать кругъ. 


Примич. 7. ВБ элементарныя построеши хёлаются съ помощью этихь трехъ требо- 
ваний. 


Висоны (хосой Фууоил, сошламрев поНопез). 


Евклихь дветь слёдующля двёнахцать акс1омъ: 

1. Вехичины, равныя одной и той же вехичин®, равны между собою. 

и ри Акь ие ПА величины равныя, то 
суммы получимъ равны. 

3. Если отъ величикъ равных отнимемъ величины равныя, то остёт- 
ки получимъ равные. 

4. Если къ величинамъ неравнымъ придадимъ вехичины равныя, . то 
суммы получимъ неравных. 

5. Если отъ величинъ неравныхь отнимемъ величины равныя, То 
остатки получимъ неравные. 


6. Величины двойных одной и той же величины равны между собою. 
т. Половины одной и той же вехличииы равны между собою. 

8. Величины, которыя по наложени совизщаются, равны между собою. 
9. ЦВлое болВе своей части. 

10. ВсЁ прямые углы равны между собою. 

И. Если дз прямыя лини встрьчаются третьей такъ, что сумма вну- 


—.- 


__ 


87 


треннихь угловъ, лежащихь по одну сторону третьей, меньше двухъ пря- 
мыхъ угловъ, то дв8 первыя прямыя, по достаточномъ продолженщи, встрз- 
тятся по ту сторону третьей прямой, на которой сумма внутреннихъ угловъ 
меньше двухь прямыхъ. 

12. ДвВ прямыя лиши не могугь заключать пространства. 

Подробный анализъ аксюмъ ивхожень во введеши. 


Предложения (лобтосм, ргоров Мо, ргомеша). 


Предлюжене 1. На данной конечной прямой АВ построить. равно- 
стороны треугольникъ (фиг. 48)? | 

Рьышеше. Ивъ точки А, какъ изъ центра, ражусомъ АВ опяшемъ 
кругь ВОЛ (тр. 3); изъ точки В, вакъ изъ центра, твиъ же ражусомъ АВ 
олишемъ кругь АСЕ 


Изъ точки С, въ которой пересВкаются 0ба круга, проведемъ къ 
точкамь Аи В прямыя СА и СВ (тр. 1). Треугольникъ АВС будеть 
требуемый. | 

Вь самомъ дВлВ мы м 4С-—АВ (опр. 15) и ВОВА, откуда 
АС—ВО (акс. 1). Слёдовательно, А4С—ВС, т. е. треугольнивъ, построенный 
ва АБВ, есть равностороный (опр. 94). 

Примюч. 5. Находять, что это построеше шепохное, потому, что не показано, что 
оба круга пересфкутся; но для этого надобно только замётить, что каждый изъ кругов 
иметь одну точку внутри, & другую внё, относительно другаго круга. 

Намъ воспитаинымъ на французскихь руководствахь странно, что это предложене 
стоить первымъ, мы привыкли имфть дёло сейчасъь съ углами н при этомъ предполагаем 
таюи построешя, которыя не умфемъ еще сдфлать. Евклидь распред®ляеть предложена таЕъ, 
что въ каЕДОМЪ изъ нихъ всё построешя извёстны изъ предъихущаго. 


Предложене 9. Изъ данной точки А провести прямую равную хан- 
ной прямой ВС (фиг. 49)? 
Рьшеще. Соединимъ точки А и В прамою АВ (пр. 1). На этой пря 
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мой построимъ равностеронй треугольникъь АВШ (пред. 1). Продолжимъ 
стороны ДА и ОВ треугольника до Е и Е (ар. 9). 


Фиг. 49. 


Изь точки В, кавъ изъ центра, радуеомъ ВС опишемъ кругь С@Н; 
изъ точки 0), какъ изъ центра, рамусомъь О@ опишемъ кругь СТК (тр. 3). 
Прямая АК—=ВО и будетъ требуемая прямая. Въ самомъ д8л%, ОЕ—=О@ 
(опр. 15), а РА-=ЛВ (опр. 24), то АК—=ВС (вкс. 3). Но ВО=В@, сл- 
довательно АЖ н ВС равны ВС, откуда АК=ВО (акс. 1). 


Примч. 9. Эта захачь въ Евкзидовскомъ рёшенн имфетъ восемь ршешй. Можно 

данную точку А соединить или съ В или съ С, на каждой изъ этихъ прамыхь АВ и 

АС можно построить разносторонне треугольники съ одной н съ другой стороны, накочець 

можно продолжить стороны АД вн ВЛ въ протнвоположномъ паправлени. Задача эта неопре- 
хАзленнал имфетъ безчисленное множество рёшешй и рёшвется просто схВхующимь образомъ: 

^ ‘ | данной точея А, какъ изъ центра, опишемьъ кругь радусомь, равпымъ данной прямой 

| ВС (176. 8) и центрь М соединимь съ какею нибудь точкою Ш окружности (трб. 1), 
а прамая АЛ н будеть р8шеше. 


Предложене 3. Даны дв неравныя прямыя АВ и СШ отнять отъ 
большей АВ меньшую СШ (фиг. 50)? 


а 


Фиг. 50. 


Ришене. Изъ точки А проведемъ прямую АЁ равную СО (прех. 2) 
и изъ А, какъ изъ центра, ращусомъ АЖ опишемъ кругь ЕЁЕН (ар. 3), 
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хотерый встрётить АВ въ точк® Е. Сл®довательно оть АБ отняли пря- 
и АЕ=ОО. Въ самомъ дёл%, АЕ-=АЕ (опр. 15); но АЕ-ЮС, схЪдо- 
вательн0о ВЕ-АВ—СР. 

Предложене 4. Если дв стороны АВи АС треугольника АВС рав- 
вы двумъ сторонам ДЕ и ОЕ тоеугольника ДЕЁ, каждая каждой, и углы 
ВАС и ЕПЕ, заключенные между равными сторонами, равны, то треуголь- 
ники будуть имфть равныя основан ВС и ЕЁ, будуть сами равны 
и остальные углы АВС и ДЕЕ, АСВ и ОЕЕ, противолежате равнымъ 
сторонамтъ, будуть равны каждый каждому (фиг. 51). 

Доказат. Наложимъ треугольникъ АВС на треугольникъь ДЕР такъ, 
чтобы точка А совызстилась съ точкою Ш и сторона АВ совмЗстилась 


5 ДЕ. 
Фиг. 51. 


р. О 
Точка В совы®ститея съ Ё, такь какъ АВ=ОЕ. Такъ какъ уголъ 
ВАС равенъ углу ЕШЕ, то АС приметь направлеше ОЕ и какъ АС=РЕ, 
то точка С’ совм\стится съ Е. Если точка В совмЗетилась съ Е, и точка 
С съ Е, то сторона ВС совм№ститея съ ЕЁ, такъ какъ, въ противномъ 
сучаЪ, эти двЁ прамыя, имя обще концы, заключали бы пространство, 
что невозможно (акс. 12). СлЬдовательно ВС = ЕЁ. 


Откуда: 
ЛАВО=АОЕЕ 


САВС=ДФЕЕ, .(АСВ=ЕРЕЕ. 


Примич. 10. Доказательство этой теорены осповано на томъ свойств» плоскости, 
которое мы мазвали дЕСмой совизстимости, т. е. что па плоскости фигура можетъ быть 
перенесена въ другое иЗето безь изизнен!я взанинаго разстоящя точекъ ва ней н безъ 
клен утловъ. Евелидь только разъ прииВняеть это свойство плоскости для дхоказа- 
телъетва пред. 4, не упоминая нигдё о немъ, какъ объ аксюмз. Мы подробно разобрали 
7] аксюму во введент. За предложешемь 4-мъ, яъ нашихъь руководствахь схёлуеть до- 
залательство, съ помощью наложен!я, равенства треутольивковъ, имвющихь по два равные 
угла, каждый каждому, н по равнымъ сторонам прилежащимъ этимъ угламъ. Доказызается 
это са&дующимь образомъ: пусть въ треугольникахь АВС и ДЕК (фиг. 61), В6—ЕЁЕ в 
(486=/ ЕЕ, (АСВ=/ЛГЕЕ. Наложимъ треугольникь ДЕР ва треугольникь АВС 
таБъ чтобы осяоваше ЕР’ совпало съ осповзнюмъ ВС, но равенству угловь Ен. В, РжС, 
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стороны ЕЛ н РР совпадуть съ сторонами ВА и СА, а схвдовательио и точка Д сов- 
падеть съ хочкою А. 


Предложене 5. Въ равнобедренномъ треугольник АВС: 1) углы 
2-5 АВС и АСВ при основании ВС равны между собою; 2) если продолжимъ 
в-ыллх зы равных стороны АВ и АС, то углы ‘образованные ниже основашя: ОВС 

Се, ими ЕСВ будуть также равны (фиг. 52). 
те [31 3 °  Доказат. На продолжен ВП стороны АВ возьмемъь произвольную 
` я точку Ё, а на АЕ>АЕ, возьмемь А@—=АРТ' (пред. 3), затВмъ соединимъ 

прямыми точки Ё съ Си С@ вь В. 
Фиг. 52. 


А 


1. Въ треугольникахь АСРи АВЯ мы имжемъ: АР=А, АОС=АВ, 
уголь А общ, сл8довательно (пред. 4) ЕС=В@, ДАСЕ=ЕАВС, 
КАТО= Г АСВ. 

Но тавъ какь ААС и АВ>АС, то (авс. 3) ВЕ=СВ. СлхВдо- 
вательно (пред. 4) треугольники ЁВС и СВС равны, отвуда и углы ниже 
основашя равны. 

2. Мы видёли, что ДАВС=ФХАСЕ и [СВВ= ВСЕ, слёдова- 
тельно (акс. 3) ДАВС—= СД АСВ, т. в. углы при основани ВС равны. 

Примъч. 11. Равенство угловь АВС и АСВ можно доказать гораздо проще, если 
къ треугольникамь ВАС п САВ приложить прех. 4., т. е. изложить треугольннкь ВАС 
самъ на себя такъ, чтобы сторона АВ совыфстилась съ АС, уголь А равень угау 4, сд3- 
ховательно сторона АС пойдеть по напразленю АВ н по равенству ихъ точка С’ совы%- 
стится съ В, и точка В совифстится съ С. Такъ какъ Евклиду надобно, для посл$дую- 
щато знать, что въ равнобехренномь треугольвикВ, углы пиже освованя равны, то это 
можно вывесть из основани приифч. Б, гдЪ показано, что стима смежныхь угловъ разив 
выпрямлениому углу, Или каБъ говорятъ равна двумъ прамымъ. 

Предложене 6. Если въ треугольник АВС углы АВС и АСВ рав- 
ны, то и стороны АО и АВ, протаволежащ]я этимъ утлемъ, равны 


(фиг. 63). 
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Доказат. Есхи бы стороны АС и АВ не были равны, то одна изъ 
нихъ, наприм8ръ, АВ будеть больше. 


Фиг. 53. 


в С 


Отложимъ на большей сторонё АВ, отъ точки В, меньшую АО—ё=ВО 
(предл. 3) и соединимь О съ Л. Въ треугольнивахь АВС и ООВ мы 
имемъь ВГ=АС, ВС есть сторона общая и ДОЬВО—= АСВ, сл8дова- 
тельно (пред. 4): 

АДВО=ААВО 


что невозможно (акс. 9). Изъ этого сл8дуеть, что АС и АВ не могуть 
быть неравными, слёдовательно АВ=АС. 


Приньч. 19. Было бы лучше мзъ равенства треугольниковь АВС н ОВС завлю- 
чить о равепств% угловь АВС п ОСВ, а оттуда заключить о невозможномъ равенствй уг- 
ловъ АСВ в ПСВ. 

Въ геометрии доказательства хвлятся па прамыя и пепрамыя. Въ прямомъ доказательств 
показывается почему изв№стное предложене справедливо, а въ пепрямомъ показываетел, 
что опо не можеть быть песправедливымъ. Иремъ этоть состопть въ приведени въ 
абсурху-несообразности. Прамое доказательство всегда надобно предпочитать пеирямону. 

Если бы Евклиль посл 4 пред. доказаль ивложещемъ, вакъ мы показали въ примЁч. 
10, равенство треугольников, имющихъ по два равные угла, каждый камдому, н но рав- 
вой сторонё пиъ прилежащей, то пред. 6 иогло бы быть доказано прямо, ноказавъ что 
треугольники ВАС и САВ равны. 

* Предл. 6 есть обратное пред. 5. Товорать, что одно предложеше есть обратное 
другому, когда чен1е перваго есть положеше втораго. Тажь въ предл. 6 ноложеше 
есть равенство сторопъ, а заключене равенство `угловъ; въ предл. 6 положеше есть ра- 
венство угловъ, а заключене равенство стороиъ. 

Если въ предложении есть ифсколько положен мля ифсволько заключенй, то мы 
можемъ составить ифсколько обратныхь предложенй. Напримёръ, презложеше 5 имжеть 
еще другое обратное именно: есха въ треугольник углы ниже основаня, образуемне иро- 
должетемъ сторонъ, равны, то и стороны треугольника равны. « \ 

Обратное предложен!е ве всегда кВрно. т р 

Замётниъ еще, что пред. 6 можно доказать п пометить ни послв пред. 18, и по- 
с5% 26, т. е. опо можеть быть доказано или съ помощью пред. 18, ила съ помощью иред. 
26, такъ какь Евклидь его примфнлеть только во 2-й кингВ въ пред. 4. 


< Ко соленый" ‚24 Зеь ие. Зея роет - 


ава с аелАм у м 


ЗЫ о не РО 
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Цредложене 7. Если мы соединить конщы основашя АВ съ дкуия 
точками Си ПО, лежащиии во одну сторону иряной АВ, то разстояня 
СА и СВ точки С отъ концевь освовашя АВ, не ногугь быть равны, 
каждое каждому, разстоянниь ПА и ПВ точки П оть тёхь же концевъ 
оснозашя АВ (фиг. 54). 

Доказат. Положниъ что возиожно, чтобы АП=АС и ВО=ВС. Сое- 
динниъ С’ съ Г (во второжь чертеж продолжниь АСы АЛ въ Еи Е). 


Фиг. 54. 


А `В 


1. Точка ГП вниз треугольника АСВ. Такъь какь АП—АС, то 
(АРС АСТ (пред. 5), сяЬдовательно САДС> (ОСВ (аке. 9), а 
тВиъ боле Х/ВОС> /ОСВ. Но мы низемъ также ВП=ВС, откудь 
Е ВРС=иЕрСВ (пред. 5), что противорёчитъ прехъидущему. 

2. Точка )) внутри треугольника АСВ. Такъ какъ АД-=АС, то (пред, 5) 
КЕШО-=И ЕСО, вв ДЕШС< ВОС, слАдовательно ДЕСОР< ДВС, 
тЬшь боле ХВОС> (ПСВ, что противорёчить положеню ВО—=ВС. 

Примъч. 13. Предложеше это служать единственно зля хоказательства предложен 
8 м иыгхВ больше у Евклида не прилагается. 

Предложене 8. Если два треугольника АВС и ОЕЁГ ичфютъ равныя 
стороны АВ=ДЕ, АС=ЬЕ и равных основашя ВС=ЕЕ, то и углы. зак- 
зюченные между равинми сторонами, равны (фиг. 55). 

Доказат. Навесемь треугозьникъ „АВС из треугольвикьъ ДЕР 
такъ, чтобы ихъ основашя ВС и ЕР совпали. 

Фиг. 55. 


А 


/ 
/ 


а 


в С 7.11 Рю 
Такъ какь АВ-=0Е и АС—ОЕ, то точка А упадетъь въ точку О; 
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ибо если бы точка А не упала въ точку Г), авъ какую нибудь другую С, 
то невозможно имфть равенствь 4В-=Ш)Е, АО—=РР (пред. 7). СлЬдова- 
тельно уголь ДВАС—=ХЕПЕ. Откуда (пред. 4) ЛАВО=АФЕЕ. 

Итакъ два треугольника, имзюще по три раввыя стороны, каждую 
БАждой, по наложеши совыщаются, схВдовательно равны. 

Примич. 14. Предложене 8 можно доказать схВдующимь образом: иаложинь тре- 
угльникь ДЕЕ, на треугольник АВС такъ, чтобы ихъ основашя ВС и ЕЕ совмёсти- 
лась, м чтобы вершина Л) унала, относительно точки А, но другую сторону основаша 
ВС въ точку @ (фиг. 56). 

Фиг. 56. 
м 7 


[1 

Соединимь Л съ С. Въ треугольникв АВС стороны ВА и ВС равны, сл%кователь- 
юа углы ВАС я ВСА также равны (пред. 5). Точно также въ треугольниЕй АСС’ ухи 
САС ш ССА разны. Откуха (акс. 2) /ВАС--/В60-=ИЕШЕ. Сябховательно треуголь- 
ми ВАС ы КОЕ разны (пред. 4). 

Можетъ случиться, что зная А@ иройдеть чрезь точки В иди С, мли же можеть 
пасть вяф основашя ВС. Эти оба случал ве представляютъ затруднен. 

Предложен 9. Раздвлить прамолинейный уголь ВАС на дВ рав- 
выи части (фиг. 57} 

Рьышеме. Возьмемъ на АВ какую нибудь точку Г) и отъ точки А 
ва прямой АС отложииь АЕ-=АД (пред. 3). 


Фиг. 571. 
7. 


в д’ С 


Соединимъь О съ Е и на прямой ДЕ построимъ равносторонай тре- 
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угольникъ РРЕ (пред. 1). Если соединимь А съ Ё, то прямая АЕ раз- 
дёлить уголь ВАС пополамъ. Въ самомъ д№ль, треугольники АДЁ н 
АЕЕ имЪютъ общую сторону АЕ, сторона АР=АЕ и ОДЕ=ЕЁ, сх}- 
довательно треугольники равны (пред. 8), откуда и ДДАЕ-=ИЕАЕ. 


Примтч. 15. Равностороннй треугольникъ ДЕЕ, можно постронть и съ другой 
стороны прямой РЁ, но можеть случиться, что точка Е’ совпадеть съ точкою Л и тогда 
задача не можеть быть ршена. 


Предложене 10. Конечную прямую АВ раздВлить на дБВ равныя 
части (фиг. 58). 
Рьшене. На АВ построимъ равностороный треугольникъ АВС 
(пред. 1). 
Фиг. 5:. 


С 


д у, 8 

Раздлимъ уголь АСВ на дв равныя части (пред. 9) прямою ОС, 
эта прямая раздфлить АВ въ точеЪ Ш пополамъ. Въ самомь два, въ 
треугольникахь АС) и ВСШ, сторона СП общая АС=ОВ и 
Е АСО= Д БСО, сл8довательно (пред. 4) Ар=рОВ. 

Предлюжене 11. Изъ данной точки С на прямой АВ возетавить БЪ 
ней перпевдикуляръ (фиг. 59)№. 

Рьшене. Возьмемъ на АВ какую нибудь точку Ш и ностроимъ 
СЕ—СГ (прех. 3). 


Ар с К 8 


На прямой ДЕ построимъ равноетороний треугольникъ ДЕР (пред. 1), 
соединимъ ЕР съ С Прямая СЁ и будетъ перпендивулярь къ АВ вЪ точ- 
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к% С. Въ самомъ дЪлВ, въ треугольникахь ОСЁЕ и ЕСЕ, сторона СР об- 
щая, РОСЕ и ФЕ-=ЕЕ, сл#довательно (пред. 8) ДРСЕ=ЕЕСЕ, 
откуда (опр. 10) ЁС есть перпендивуляръ къ АВ. 

Предложене 12. Изъ данной точки С опустить перпевдикуляръь на 
неопредвхенную прямую АВ (фиг. 60)? 

Рьшене. Возьмемъ по другую сторону, прямой АВ, относительно 
точки С, какую нибудь, точву О, изъ точки С’ какъ изъ центра ражусомъ 
СР опишемъ вругь ЕР@ (ар. 3). 

Фиг. 60. 


Раздьлимь ЕС пополамъ въ точь» Ы (пред, 10) и соединимъ С съ 
Н, это и будеть искомый перпендикуляръ въ АВ. Въ самомъ дВлЬ, сое- 
диняя Е съ Си @ сьС, мы имЗемъ два треугольника ЕСН и @СН, въ 
‚ которыхъ, сторона ОН общая, ЕС-=@С (опр. 15} и ЕН==6Н по подтрое- 
ню, ехВдовательно (пред. 8) ДХЕНС=ИбНС. Откуда (опр. 10) СН 
есть перпендикуляръ къ АВ. 

Предложенще 13. Смежные углы АВР и АВС, которые составляеть 
прямая АВ еъ другою прямою СО, будуть или оба прямые, или сумма 
ихъ равна двумъ прямымъ (фиг. 61). 

Доказат. Если углы АВШ и АВС равны между собою, то каждый 
изъ нихъ есть прямой (опр. 10). 

Фиг. 61. 


и 4 


Если же они неравиы, то, возставивъ перпендивуляръь ВЕ изь точки 


В къ прямой СД (пред. 11), мы будемъ имЪть два прямые угла СВЕ и 
ЕВЛ (опр. 1). 
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Но мы имЗемъ: 
ИСВЕ=ИСВА+-ДАВЕ 


прибавляя къ обфимъ частямь этого равенства уголь ЕВГ (аке. 2), по- 
лучимъ: 
ИСВЕ-+ { ЕВГ=/ СВА-+ / АВЕ Х ЕВГ. 


Точно также, прибавляя къ обфимъ чаетямъ равенства: 
КАВГ=ХЕВО+-ЕАВЕ 
но углу СВА, получимъ: 
(АВР (СВА—=Д ЕВИ+-ЕГАВЕ+ЕСВА. 
Откуда (акс. 1): 
С АВО-- СВИ=ДСВЕ-ГЕВО 


САВР-+ ДСВА—аа. 


Предложене 14. Если въ точкВ В примой АВ, двЪ прямыя ВС и 
ВР составляютъ съ прямой АВ, съ противоположныхь ея сторонъ, смежные 
углы АВС и АВЬ, коикъ сумма равна двумъ прямымъ угламъ, то дВь 
прямыя ВЛ и ВС составаяютъ одну нрямую СП) (фиг. 62). 
Доказат. Въ самомъ хълф, если бы ВП не было продолжеше пря- 
мой ВС, то продолжене было бы напримёръь ВЕ. 
Фиг. 62. 


АХ 


я. 


Вь этомъ предноложени мы имфемъ (пред. 13): 
ССВА-- { АВЕ-а. 


Но по предположению мы имфемъ: 
ДАВОСЕ АВИ=24 
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СлВловательно (акс. 1 н 10): 
С АВС+  АВГ=ДАВС+-САВЕ. 
Вычитая изъ обфихъ частей по углу АВС (авс. 3), получит: 


САВр=ГАВЕ 
что невозможно (акс. 9). Сл$довательно, ВЁ не можеть быть продолже- 
шемъ прямой ВС, тоже разсуждене можно приложить и ко всякой хругой 
прямой, отличной отъ ВО. СлЬдовательно прямыя ВС и ВО суть про- 
дояженя одна другой. 

Примич. 16. Если бы ЕвЕлидь опредфлихь сначала уголь выпрямленный, а за тВиЪ 
вряхой, какъ половину выпрямленнаго, то предзоженя 18 и 14 можно бы било поставить 
въ изчалЁ. Для доказательства ихЪъ не было бы надобности въ предложени 11, такъ какъ 
овя были бы просто сл8устыемь опредфлевя. Предложеше 6 могло бы быть доказано 
проще. 

Предлюженще 15. Если АВЗ прямыя АВ и СШ перес®каются въ точ- 
58 Е, то въ этой точкВ онз образуютъ ращече противоположные углы АЕС 
и ДЕВ, АЕЛ и СЕВ, которые равны, т. е. (фиг. 63): 


ГАЕС=ИТЕВ, ГАЕШ=ЕСЕВ. 
Доказат. Въ самомъ Вл, мы имфемъ (пред. 13): 


С АЕС-+ [ АЕГ-24 
|. 
ДАЕШ-- Е РЕВ=24а 
Фиг. 63. | 
Гл] А 
Е 
в Сс 


СВховательно (акс. 1 и 10): 
ДАЕС-+ Д АЕД=  АЕр+(РЕВ 
отнямал отъ обЪихъ частей по углу АЕД (акс. 3), найдемъ: 


КАЕС=ЕРЕВ 
Точно также можно доказать, что: 


/СЕВ=АЕДХ. 


4 . 
Примяч. 17. Это предложене должно быть помфщено въ начал», послВ предложе ‘0... 


_И& 13 м 14, какъ мн показали въ прим$ч. 5. 


13 


> 
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Предложене 16. Если въ треугольник АВС продохжимъ какую ии- 
будь изъ сторонъ, наприм®ръ ВС, то внзший уголь АСТ будеть больше 
каждаго изъ внутреннихь угловъ треугольника съ нимъ не смежныхь СВА 
и ВАС (фиг. 64). 

Доказат. Раздвлимъ сторону АС въ точкё Е пополамъ (пред. 10), 
сеединимь В съ Е и продолжимъ прямую ВЕ такъ, чтобы ВЕ=ЕЕ 
(пред. 3). Соединимъ Е съ С прямою ЕС, 


Фиг. 64. 


Тавъ какъ АЕ=ЕС, ВЕРЕЕР и ДАЕВ=ЕЕЕС (пред. 15), то 
имфемъ (пред. 4) ДВАЕ=ЕЕСЕ. 
Но (акс. 9) ДЯСр> ДЕСЕ, сл®довательно: 


сАСГ> 2 ВАС. 


РаздВляя сторону ВС пополамъ и продолжая АС, мы, точно также, 
можемъ показать что ДВС@= АСО> ДАВС. 

Примьч. 18. На основан их предложеня ‘зегко показать, 1) что перпендикулярт, 
опущенный нзъ квкой нибудь точки на прямую, короче всякой другой прямой, соединяю- 
щей эту точку съ точками прямой, 2) что т изъ этихь прямыхь, которыя встрёчають 
прямую дальше оть основан1я перпендикуляра больше тЁхъ которыя встрёчаютъ ее ближе. 

Предложенае 17. Во всякомъ треугольник АВС сумма двухъ, ква- 
кихъ нибудь, внутреннихь угловъ АВС и АСВ меньше двухъ прямыхъ 
угловъ (фиг. 65). 

Доказат. Продолжимъ сторону ВС къ точк8 Л. 

Фиг. 65. 


р С `В 
Мы имфемъ (пред. 16): 
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Г АВО< С АСР. 


СхЁховательно (акс. 4): й 


С АВО+-САСВ< Д АСТ АСВ. 


Но мы имфемъ (пред. 13): 
КАСО--ДАСВ—=93а 


слВдоватехьно: 
САВО+-КАСВ< 24. 


Точно также можно доказать, что: 


С ВСА+ СОАВ<24 и ДСОАВ+ДАВС< Эа. 


Предложеще 18. Если въ треугольникё АВС дв стороны АС и АВ 
неравны, То противъ большей стороны лежить и большй уголъ (фиг. 66). 


Доказат. Пусть сторона АС>АВ. 
Фиг. 66. 
А 


р 
Г В 
Возьмемъ на АС, АД=АВ (пред. 3) и соединимь точки Ви Г, 


то будемъ имЪть (пред, 16): 
САШВ> С АСВ. 


Но уголь АДВ=АВО, ся#8довательно тёмъ боле: 


САВС> С АСВ. 
Предложенще 19. Если въ треугольникВ АВС углы неравны, то боль- 
шеху углу АВС противолежитъ и большая сторона АС. 
Доказат. Если бы АС не была больше АВ, то она была бы равна, 
иди меньше. 


Если АО-—=АВ, то (пред. 5) Д АВО— Д АСВ. 
Если АСХАВ, то (пред. 18) ДАВО< ДАОСВ. 
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Этн два завлючешн противорёчать прехноложеню С АВС> Д АСВ, 
ся»довательно: 


АС>АВ. 


Примьч. 19. Предложена 18 и 19 суть обратных одио другому. 18 доказано прямо, 
& 19 приведено къ иесообразности. 
Предложене 20. Во всявомъ треугольнихв АВС, сумма двухъь ка- 
кихь нибудь сторонъ 48 и АС болЪе третьей стороны ВС (фиг. 67). 
Доказат. Продолжимъ сторону АВ и отложимь А)=АС (пред. 3), 
соединимъь С’ съ Л. 
- Фиг. 61. 


в С 
Такъ какъ Ар=АС, то уголь АСР—=АЛС (пред. 5). Но мы имфемъ 
(акс. 9) ХВОШР> СД АСФ, сл8довательно Х ВС ( АШС. Откуда (пред. 19) 
ВО> ВС, т. е.: 
ВА--АС> ВС. 


Точно также можно доказать, что: 


АВ-ВО>АС п ВО+АС>АВ. 


Примич. 20. Изь этихъ неравенствъ слёдуетъ, что разность двухъ сторонъ всегда 
меньше третьей стороны. 

Предложене 81. Если въ треугольниЕ8 АВС концы основашя ВС 
соединимъ съ точкою ПД, лежащею внутри треугольника, прямыми ВШ/и 
СТ, то 1) сумма этихъ двухъ прямыхъ мене суммы сторонъ АВ и АС, 
и 2) уголь ВОС, заключающийся между ВО и СШ, больше угла ВАС, 
противодежащаго основаню ВС (фиг. 68). 


Доказат. 1) Продолжемъь ВШ до встр®чи съ АС въ точке Е. Въ 
треугольник АВЕ, мы им\емъ (пред. 20): 


ВА--АЕ>ВЕ 
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Прибавляя къ обфимъ частямъ этого неравенства но СЁ (вис. 4), 
вавдемтъ: 
ВА+АС>ВЕ-+ЕС. (1) 
Фиг. 68. 


р. 


В 
Въ треугольник СШЕ (пред. 20), имЗемъ: 
| РЕ+ЕО>ОС 
прибавлня по ВО, къ обфимъ частямъ, найдемъ: 
ВЕ+-ЕС>ТО-+ВП. (2) 
Сравнивая неравенства (1) и (2), получимъ: 
ВА--АС> ВО--ОС. 
2) Въ треугольник ОСЕ внзший уголь ВОС> ВЕС (пред. 16), & 
в треугольниЕ8 ЕАВ внший уголь ВЕС`> ВАС, слФдовательно уголъ: 
ВОС> ВАС. 
Предложене 22. Построить треугохльникъ, коего стороны были бы 


равны тремъ даннымъ прямымъ 4, Ви С, такъ взятыхь, что сумма двухь 
какихъ нибудь изъ нихъ больне третьей (фиг. 69)? 
Рьшене. Проведемъ прямую ОН, которая начинается въ ДР и про- 
холжается неопредленно въ сторону точки Н. 
Фиг. 69. 


`- 


Возьмемъ ДЕЛА, РЕО=В, @Н=С (лед. 3). Изь точки ЕР каБЪ. 
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изъ центра радусомъ равнымъь ПЕ опишемъ кругь ЮК1. Изь точки @, 
какъ изъ центра радлусомъ равнымь @Н, опишемъ кругь КХИ, который 
перес$четь кругь ОКТ въ точЕВ К. Соединимь К съ. Ри Ксъ @, полученный 
треугольникь КС будеть искомый. Въ самомъ дёлв, ИР-=ЕК (опр. 15); 
но АР=А, слВдовательно и ЕКА, Точно также @К-—@Н, во @Н-=0, 
ся8довательно 4К=С. Кром этого мы имфемь Р@—В, слвдовательно 
стороны треугольника РЕК суть ханныя прямыз А, В, С. 
; „Че. 


‘ ф- 
А —— ДавНадяч. 21. У Евклида въ этомъ предложени пропущено услоше: что сумма двухт, 


РЗ р ие 
т 


7 Езклидъ забыль это услоше. Я думаю, что Евклидь, доказавъ предложене 20, нолагаль что 


это услоше само собою подразумвается. Кром этого обвиняють Евилида въ томъ, что 
онъ ше похазаль, что круги ИДКГ м ЕГН пересфкутся. Это легко показать сяздующимъ 
образомъ: 

Изь выше упомлнутаго услошя схздуеть, что Ю@>Н@ а что Н@>@Т СТ есть 
разность между ДЕ м СР. Слфдовательно, точка Г) лежить вн круга НКГ, а точка Т 
лежить внутри того-же круга, откуха слёдуетъ, что кругь ДЕТ, имЪл точки вив и внутри 
круга НЕТ, пересзчеть этоть кругь въ двухъ точкахъ. 

Предложене 23. Въ точк А на данной прамой АВ построить плос-- 
ЕЙ уголъ равный данному углу ОСЕ (фиг. 10)? 

Вьшене. На сторонахъ даннаго угда ЮДСЕ возьмемъ дв произволь- 
ныа точки Ди Е и соединимъ ихъ прямою ДЕ. 


Фиг. 10. 


(м у 4 с В 
Построимъ затмъ треугольникь АР@, тавой, чтобы: 
АЕ—СО, АЗ—=СЕ, РО=РЕ (пред. 22) 


то будемъ имЪть уголь ЕА@—=ОСЕ (пред. 8). 


Предложене 24. Если два треугольника АВС и РЕР (фиг. 11) 
имзютъ по двв равныя стороны, каждая каждой АВ-=ОЕ, АС=ЛЕ, & 
углы заключенные между этими сторонами не равны, уголь ВАС>ЕРЕ, 
то сторона ВС, противолежащая большему углу, будетъ больше стороны ЕР, 
противолежащей меньшему углу (фиг. 71). 
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Доказат. Построимъ на сторон% ДЕ треугольника ДЕР, въ точка 
Д уголь ЕДб=ВАС (пред. 23}, отложныь Да=АС=ОЕ и соеданимъ 
точку @ сь точками Еи Е. 
Фиг. 71. 


А д 
СЕ т 


Такъ какь АВ=ДЕ АС=Ь@ и [ВАО=Е ЕЛ, то сдёдуетъ 
(пред. 4), что ВО—ЕЗ. 

Но въ треугольник8 ЁОС мы имфемь О@—=ОЕ, отвуда (пред. 3), 
ИДЕС— /Л@ВЕ, слвдовательно / ЕЁ@>> [ЕО@Ф, икакь ДЕ@Ё> ИЕСЕ, 
то тьмъ боле ДЕЕ> /ЕСЕ. СлВдовательно (пред. 19) Евб—=ВС>ЕЕ. 

Принтч. 99. У Евклида разсмотрЁнъ только тоть случай, въ которомъ, какъ выше, 
сторона ВС упала внутри угла ДЕТ`, но можеть случиться, что эта сторона упадеть виё 
утла ДЕР (фит. 72). Въ этомъ случаЪ, въ равнобедренномъ треугольникё ШРС углы 
ниже основашя КРС н 16Е равны, (пред. 6), но /ЕРС>/КЕС, П сядовательно 
Г ЕЕ@> /ЛСЕ, в тёмь бое /ЕЕС>/ ЕДЕ (акс. 9), откуда сторона Еб-=ВС>ЕР 
(ирех. 19). 

Фиг. 19. 


Симсонъ зам чветь, что случай когда ЕС пойдетъ вн® угла ДЕР, можеть быть 
всегда сведень на первый, если за сторону ДЕ взять меньшую изъ сторонъ ДЕ в ДЕ, 
Въ самомъ хёхВ, въ этомъ случаев точки Е я С лежать на окружности круга, описаннаго 
изъ точки 0), а точка Е будеть лежать внутри этого круга. Изъ этого аено, что точки 
нЕ будуть лежать но одну сторону ирамой ЕС. Случай въ которомъь ЕС пойдеть 
во ЕР очеваденъ. 


Предложензе 25. Если два треугольника АВС и ДЕЁЕ ииЪють по 
двВЪ равныя стороны, каждая каждой, АВЬ=ДЕ, АС=ОЕ, а трепн стороны 
неравны ВС>ЕЁ, то уголь ВАС, противолежащий большей сторон, будетъ 
больше угла ЕДЕ, противолежащаго меньшей сторон®, (фиг. 71). 
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Доказат. Если бы уголь ВАС не былъ больше угла ЕДЕ, то онъ 
можеть быть или равенъ, или меньше его. Въ нервомъ случа$, мы бы имЗли 
(пред. 4) ВС—=ЕЕ; & во второмъ (пред. 24) ВС«ЕЕ. Оба эти слу? 
чая противорзчать предпохожешю ВС>ЕЕ, слВдовательно необходимо 
/ВАС>ГЕРЕ. | 

Предложене 96. Если два треугольника АВС и ДЕЕ имфють по 
два равные угла, каждый каждому, 2 АВС=ХФЕЕ, ( АСВ=ГХЛЕЕ и 
по равной сторон, которая или 1) прилежить равнымъ угламъ или 2) про- 
тиволежить одному изъ равныхъ угловъ, напримёрь АВ—=ОЕ, то дв ос- 
тельныя стороны будуть равны, каждая каждой и трет уголь ВАС бу- 
детъ равенъ третьему углу ЕДР (фиг. 73). 

Доказат. 1). Сторона ВО-ЕЕ. Если бы сторона АВ не- 
была равна сторонё ДЕ, то была-бы, напримръ, больше АВ>ДЕ. На 
сторон% АВ возьмемъь В@-ЕЛ и соединииъ С съ С. 


Фиг. 73. 
А р 


В нс к 


Такь вкавъ В@=ЕШ, ВО-ЬЕЕ ДАВО=ИРОЕЕ, то (пред. 4) 
И ВОв= и ЕЕР= С ВСА, что невозможно (акс. 9). Ствдовательно АВ 
не можеть быть больше ОЕ. Точно также АВ не можеть быть меньше 
ДЕ. Слдовательн0 АВ=— ФЕ. Но какъ АВ=оЕ В(=ЕР и 
ДАВОС=ИОЕЕ, то (пред. 4) АСО=ШОР и ДВАС= Е ЕОЕ. 

2). Если стороны, противолежан!я одному изъ равныхь угловъ, 
равны А4АВ=ОЕ. 

Если бы стороны ВС и ЕЁ не были равны, то ВО была бы напри- 
мЪръ больше ЕЁ. На сторонз ВС возьиемь ВН=ЕР и соединимь Н 
съ А. 

Такъ какъ мы имбемъ теперь: 


ВН-==ЕЕ, АВ=ОЕ, ДАВС-=/ЛЕР 


то (пред. 4) ДВНА—= / ЕЕО= Д ВСА, что невозможно (пред. 14). Слдо- 
вательно ВС не можетъ быть больше ЕЁ. точно также ВО не можеть 
быть и меньше ЕЁ, слфдовательно ВОС=ЕЕ. ВО=ЕЕ, АВ—=ОЕ, 
/ АВС=/ФОЕЕ, сл8довательно (пред. 4): 


105 


Аб=ФЕ, (ВАО ЕЕ. 


Примич. 23. Кром случаввъ равенства троугольниковь даявыхь Езалидомь (прех. 
4, 25) есть еще саЪдующиЙ: если два треуголъяиха АВС н ДЕР имфють по кз® разамя 
стороны, каждал каждой, АВЬ-ПЛЕ, ВС-—ЕЕЁ и уголь АСВ, иротиволежанай большей изъ 
равзыхъ сторонъ АВ>ВС, будетъ равень углу ИДЕЕ, противолежащему стороф ДЕ>ЕЕ, 
то и остальных части треугольника будуть равны (фиг. 74). 


Доказот. Ми нифемь АВ>ВС, АВ--ОЕ, ВС-=ЕЕ и /АСВ--/ ШЕЕ. Если бы 
сторяа АС-ПР, то и остальных части треугольниховь АВС и РЕР били бы разим. 


Фиг. 74. 
А: р 
в СЕ = Г 


Положямъ, что АС>ЛЕ, отложииъ из сторон АС; С9—ПЕ. то ЛЕВС-- ЛОЕЕГ 
(ред. 4), откуда ДЕ-=Вб-=ВА, схАдовательно (пред. 5) /ВАС-/ВСА. Но уголь 
ВбА-> (ВСС; (прех. 16), слфдовательво /ВАС> /ВСА, етвудь слФдуеть (пред. 19) 
АВ<ВС, что противорёчить прехположев!ю. Точио также можно показать что не иожеть 
бить АС%ДЕ. Свмеонъ формухируеть иначе этоть случай равенства треугольнаковъ. 
Рен два треугольника АВС и РЕЕ ниЪють` по хзЪ стороны равиыя, каждая каждой, 
АВ=ОЕ, ВС--ЕЁ в уголь АСВ, противолежавой стороиё АВ, разенъ углу ЮРЕ про- 
твызежлщему сторонё ДЕ, то треугольинки будуть равин и въ остальных частахъ, если 
лм ВАС и ЕШЕ, противохежаще равнымь стороиамъ ВС и ЕЁ, будуть или оба острые, 
ап прамые, ихи тупые. Предложене, такимъ образомъ выраженное, легко, доказать нредъ- 
зущииь праемомъ. 


Замфтимъ, что треугольники, имЗющ/е по дв стороны равных и по углу противо- 
жлащену одной изъ равныхь сторонъ, ие будуть равны, если ие добавить услошя, что 
рашые углы противолежатъ большей изъ равныхъ сторонъ, или что круге углы, противо- 
чаще равнымъ стороиамъ, оба острые, ихи прямые, ихи тупые. Это видно на фигур® 

66, всав чочку ^ Е соедимимь. бъ.В. Злёсь иы будемъ нифть два треугольника АВС 
я ПОВ, которые выфють по дз равныя сторовы ` АВ=ЮВ, СВ общдя` и уголь АСВ 
тизе обще, при этихъ услошяхь, треугольниеь СШВ есть часть треугольнига АВС. 


Предложен 47. Если двЪ прямыя АВ и СР пересёчены третьей 
ЕЁ, составляютъ съ ЕЁ равные внутреные перекрестные углы АЕЁ и 
ЕЕ), то прямых АВи СО не встрётатся (фиг. 75). 
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Доказат. Ноложимъ, что прамыя АВ в СГ по ийкоторомъ прохол- 
жени встрётятся въ точкВ @. Въ треугольникё @ЕЁР вииий уголь 


Фиг. 715. 


ЛЕЕ колжень быть больше виутренняго угла ЕРС (пред. 16), что про- 
тиворёчить прехположеню ДАЕР—=ХЕЕР. Слдовательно АВи СЮ 
не могутъ ветр8титься. По той же причин он не могутъ ветрётиться и 
по другую сторону прямой ЕЁ. 

Предложене 28. Если дв прямыя АВ и СО, пересченныя третьей 
ЕЕ, составляютъ съ ЕЁ: 1) равные внутренно-виз шее односторонше углы 
ЕСВ и @НО, или 3) если сумма внутреннихь угловь ВСН и @НХ, яе- 
жащихь по одну сторону прамой ЕР, равна двумъ прямымъ, то прямыя 
ЛВ и ОБР вю ветр®хятея (фиг. 76). 

Доказат. 1) Такъ какъ ДЕВВ= ( ВНР, » ДЕВВ=Д АВН (пред. 
15), тт ДА@Н= / СНФ. Сх8довательно (пред. 27) пряиня АВ и СЛ не- 


встрётятся. 
2) Такъ какь ДВ@Н+ (@НО=94, а ДАВН-+ (ВВНЫ—24, то 


Фит. 76. 


езбдуеть ДАбН-+ (ВОН= Г ВВН-+- [ ВНТ (акс. 1, 10). Вычитая по 
Е ВВН, навдемъ (акс. 3), что Д АВНЕ= Д@Н»Р. СхВрдовательно, (пред. 27) 
прямыя АВ и СД ве ветрЁтятся. 

Примьч. 24. ВсЪ двадцать восемь предъихущихь ‘предложен, къ которымъ слёдуеть 
нрибаиить еще предложене: что суима внутрениихъь углокь во всякомъ треугольшикь ва 
цлоскоств ме можеть быть боле двухъ ирлацхь (си. изед. пред. 9), доказашы только на 
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осзозалт 8-й и 2 аксюмь. ЗатЪмъ длл дальзфАнаго резтатм слстемы иеобходиыо еще 
одно свойство илоскоста, которое Евклидь и даль въ видА 11-й аксоюми. Нфлотерые яео- 
метры, визсто окивнаддатой аксюмы Евклида, беруть кругое ея вихоизм®неще: хз» иере- 
сфкаюнцяся прамыл не могуть быть 06% нараллельны третьей прамой. Остроградсый визсто 
одиннадцатой ахсомы приняхь сладующую: двф прямых, параллельных третьей, параллельны 
между собою. Такъ какъ это предложеше имфетъ м®сто и на илоскости н на поездо-сфер$, то 
ото не отдфллеть одну нозерхиость оть другой, & схЬдозательно. за вкс!ому принато быть ие- 
можетъ. И въ самому хёл, Остроградсы! сейчась же сводить свою ахс1ому на евелидовсетю, 
выражениую въ форм выше малисанной: двё поресфкающрася прамыя ине погутъ быть 06% 
параллельны третьей (См. Руководство начальной геометра, курсъ П-го общего класса, стр. 
36 и 27). Ешкаидъ, какъ видно, хотьзь строго отдЬлить преддожешя, которыя доказаны 
только па осяованш 8-й и 13-Ё аксюмъ, отъ остезькыхх. Такой порядохъ вполиф сотласеть 
съ нозьйшими изсафдованами. | 


Предложенще 29. Если дь® идраллельныя пряный АВ и СГ, цере- 
сфчены третьею прамою ЕЁ, то ов еоставать съ ЕР: 1) равные вну- 
тренше перекрестные углы А@Н и @НО, 2) равные внутренно-виЗшие 
одностороные углы ЕСВ и СНД и3) внутренне односторонве углы В@Н 
и СНУ, коихъ сумма равна двумъ прамымъ (фиг. 76). 

Доказат. 1) Если бы углы А@Н и:@НШ были бы ше разиы, шопри- 
изръ, если бы /4А@Н> /@НХ, то прибавляя къ обфимъ чветямъ нера- 
венства уголь ВСН (акс. 4), бтдемъ ииЪть: 


ГАН ВВН> (ВаН+- А вн. 


Но мы иифемь /АСбН-- /В@Н=9а (пред. 13), сх8Вховательно, 
/вВан--/аНр< 39. 

Изъ этого послёдняго неравенства слфдуетъ (акс. 11), что прямыя 
АВ и СЛ встрётятея, что противорёчить предположеню. Слёловательно 
плы АСН и @НЛ не могутъ быть неравными. 

3) Такь хань /АСН-=/@НО и /40Н-=/ВЕВ (прод 15), то 
ехфдуеть, чю /ЕбВ-=/@ЫР. 

3) Такъ какъ ХЕВВ=/@НЮ, то прибаваяя къ объииъ частяиь но 
углу В@Н (акс. 2), мы будемъ имЪть: 


ДЕаВ-- / ВВН= (Ван (ОН) 
во 
И В@Вл-- ( ВОНЫ—7394 (пред. 18) 
елВховательно: 
ИВСН-+ /@НО—28 


Примнч. 25. Было бы проще, изъ этого послфдыато сзойства, которое есть Чичто 
ивое какъ одинхахкатни васкна, зиеость свобезае: 1 и. 3. 
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_Предложене 30. Дв№ прямыя АВ и ЕК, параллельныя третьей СО, 
вараллельны между собою (фиг. 77). 
Фиг. 77. 


Доказат. ПересВчемъ эти три прямыя прямою @К. Такъ какъ 
АВ| СО, то мы имфемь /А@Е=/СНГ (пред. 29). Точно также, такъ 
`какъ СД || ЕЁ, то @НО=/НКЕ, откуда ХАВН-=/НКЕ, сльдователь- 
но, АВ и ЕЁ параллельны (пред. 27). 

Примич. 96. Если прямая ЕР лежнть между прамымн АВ и СГ, то очевидно 
АВ и СЛ не могуть встрётиться, не встр®тивъ прямой ЕР. Если же АВ н СП лежать 
ио охиу огорону ирхмой ЕЁ, то 0яё не могуть встрётиться, нотому что въ тадомъ слу- 
- чаф, чрезъ точку ихь встрёзн, было бы проведено деЁ паралдельныя пряных прямой ЕЁ. 

Предложеще 31. Чрезъ данную точку А вниз данной прямой ВС про- 
вести прямую параллельную ВС (фиг. 78) ? 


Фиг. 18. 
вы ВЫ 
В р С 


о Рыщеме. На прямой ВС возьмемъ какую нибудь точку Л) и соеди- 
нимъ А съ О. Построимъ уголь ДАЕ=АШС (пред. 28) и продолжимь ЕЛА 
‚ко Е. Прямая ЕЁ и будеть параллельна ВС (пред. 27). 

Предложеще 32. Если въ треугольник АВС продолжимъ сторону 
ВС, то 1) вивший уголь АС будеть равенъ суммВ двухъ внутреннихъ 
угловъ съ нимъ не суежныхь ВАС и АБС, 2) сумма везхъ трехъ внутреи- 
нихь угловь ВАС, АВС в АСВ равна двумъ прямымъ угламъ (фиг. 79). 

Доказат. 1) Чрезъ точку С проведемъ прямую СЕ|| АВ (пред. 31). 
Такъ какъ  параллельныя АВ и СЕ пересфчены прямою АС, то 
(ВАС = ГАСЕ. Т№же пвреллельныя пересВчены прямою ВО, то 
РАВ ЕСТ, слЬховательно: 


Е ВАО-+ д АВО=Д АСЕ-+ Д ЕСр-={ АСТ. 
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.9) Такъ какъ С ВАС-- [ АВС-=Д АСР, „то прибавляя иъ обфдиъ 
частамъ по углу АСВ (акс. 2), получимъ: 


Фиг. 79. 
А 
8.4 
В Гм р 
Е ВАС-+ { АВС-+ { АСВ Д АС [АСВ 
ю 
Е АОО-- { АСВ—29а (пред. 13) 
откуда: 


Д ВАС-+ { АВО-+. [ АСВ. 


Прими. 87. Изъ этого предложешия слфдуеть, что если два треугольцика нифють 
2о два разныхъ угла, каждый каждому, то н третЁ уголь, одного треугольника, будетъ 
„рыеяъ третьему углу другаго треугольника. Треугольнаки могуть им®ть только ОдивъЪ 
ноть прямой или тувой. На основаны пред. 82 можно рёшить слЖдующую задачу. 

Предложете. Изъ конца А данной прамой АВ, не продолжая ее ВоРОТАЗАТЬ КЪ 
вей перпендикуляръ (фиг. 80)? у 

Рющеже. На прямой АВ построимъ равностороный треугольнакъ АВС, продол- 
жлиъ сторону ВС, такь чтобы СВ--СЛ). Соедивииъ 0) съ А, АП и будеть искомый пер- 
юндякуляръ. 

Фиг. . 80. 
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в А 


Вь самомъ КВлЬ, уголь. САД—ОЛА, и уголь САВ--=СВА (прех, 5). Откудь уголь 
ВАр=АВЛ-+-ВЛА (акс. 2). Сльховательно, уголь ВАЛ прямой (пред. 32). 


Зам#чу еще, что посл пред. 39, второй случай равенства треугольниковъ въ пред. 
%, сводится непосредственно на первый. 


Вев случаи равенства прямоугольныхь треугольниковъ, которые у пыл елалактоя 2. рых 
отАЗльно, заключаются въ предложеняхь Евклида. ` 
Предложете 33. Есжи коюцы, нвправленныхь въ одну сторону, рав- 
ныхь и царахлельныхь прямыхь АВ н СЛ, соединимъ прамыми АСи ВЛ, 
то АСи ВЛ будуть равны и параллельны (фяг. 81). 


тю 


. Демазат. Соединимь В съ С нрямою ВО. Тажъ какъ АВ СШ, то 
уголь АВО=ВОГ (пред, 29), но АВ=еСГ, а сторона ВО общая треуголь- 
никамь АБС и ОВС, слВдовательно в АС—ВЛ (пред. 4). Такъ какъ 
уголь АСВ=СВО, то АС|| ВЛ (прех, 27). 

Фил. 81. 


в А 


в а г 


Предложене 34. Во всякомъ нараллелограи» АВС, какъ противо- 
положных стороны, такъ и противоположные углы равны, и параллелограмъ 
жагональю ВС квлится нополамъ (фиг. 81). 

Доказат. 1) Тавъ какъ АВ || СО, то уюль АВС=ВСШ и уголъ 
АСВ=СВЬ. Въ треугольникахь АВС и ВОС, сторона ВС общая, сяЪдо- 
вательно, АВ=Ср, 4АС—=ВР и (ВАС—= ВОО (пред. 26). Мы имфемъ 
также ДАВО=Х ВОР и СОВГ=Е АОВ, скльдывая эти разенства 
получимь (ас. 2): 


Е АВО+-ЕСВР= Е ВСР < АСВ 


[АВО= АСР. 
2) Такъ какъ АВ—=СОШР и ВС есть общая ХАВОС—=Е ВСУ, то 
ААВО-АСВЬ (пред. 4). 
Предложене 35. Два перзллелограма АВСЛ и ЕВСЕ, построенные 
на одномъ основаши ВС и лежаше между параллельными прямыми АР и 
ВО, равны между собою (фиг. 82). 
Фиг. 82. 


А ри 


или 


в с 


Доказат. Такъ какь ВО--АГ и ВО-ЗЕР (пред. 34), то А)-ЕЕ 
(акс. 1). Прабавимь ‘къ обфимь частамь этого  разеветва по ДЕ, 
то шаучниь АЕ= ОЕ бе. 9) Но 4АВ==0С (пред. 8) и 


ит 


СЕАВ=ЕЕШО (пред. 29), слЬховательно Л АВЁ-ЛОВЕ, отинизя 
оть обфихь частей мо ЛЕШС (авс. 3), найхемь, что  транеща 
АВСП=ЕССЕ, прибавляя ю АСОВ, найдемъ наконець, что парзалело- 
граммы А ВСП-=ЕВСЕ равны. 

Примьч. 88. Надобно замЪтить, что здёсь слово разхы употребляется Езклидомъ 
въ сынсяЁ слова равномюрны. 

Предложене 36. Два параллелограма АВСОШ и ЕРСН, построенные 
нА равныхь основашяхь ВС п РС и лежаще межху цераллельными пря- 
мими АН и ВС, равны между собою (фиг. 83). 

Фиг. 83. 


7/1 г. и 


и 
ди 


в сх 6 


Доказат. Соединимь В съ Еи Ссь Я. Такъ какъ ВС-Р@ и 
Р@—=ЕН (пред. 34), то ВС=ЕН (акс. 1). Но ВС] ЕН, сяждовательно, 
ЕВ—=СН (пред. 33) и ЕВ || СН. Отвудь ЕВСН есть параллелограмъ, ко- 
торый равенъ паразлелограму АВС и параллелограму ЕР@Н (пред, 35), 
сз%довательно, параллелограиъ АВОД=ЕЕЗСН. 


Предложен 37. Два треугольника АВС и ОВС, поетроенкые нь 
одномъ осповани ВО и лежащее между параллельными АД и ВС, равны 
между собою (фиг. 84). 

Фиг. 84. 


в 7 ИР р 


в с 


Донаки». Продозжямъь АР въ ебф стороны и зреть точки В и: С иро- 
ведемь ВЕ АСиСЕ|| ВД (пред. 31), то позучимъ равные паралаблеграмы 
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ЕВОА и ОНЕР (пред. 85). Но какъ треугольники АВС и ОВО еостав- 
ляютъ половины этихъ параллелограмовъ, то они равны (пред. 34). 


Предложеше 38. Треугольники АВС и ДЕЕЁ, построенные на равныхъ 
основатяхь ВС и ЕЁ и лежаще между параллельными лишями АДи ВЕ, 
равны между собою (фиг. 85). 

Фиг. 85. 


Ар 


в С 7.4 " 


Доказат. Продолжимь АЛ въ об стороны ичрезъ точки В и Р про- 
ведемъ ВС || АСи ЕН || ЕЛ (пред. 31), то получимъ равные параллехограмы 
@ВСА и ШЕЕН (пред. 36). Но треугольники АВС и ДЕР, составляютъ 
половины этихъ паралдехограмовъ (пред. 34), сл довательно они равны. 

„Предложен 39. Если два равные треугольника АВС и ОВС че- 
жатъ на одномъ освоваши ВС, то ихъ вершины лежать на одной прямой 
АР, параллельной основаню ВС (фиг. 86). 


Фиг. 86. 
4 Е. 


В С 


Доказат. Если прямая АП), проведенная чрезъ вершины А и Отре- 
угольниковь АВС и ОВО, не параллельна, основан ВС, то есть другая 
прамая АЕ|| ВС. Соединиыъ Е съ С, то ЛАВС=ДАЕВС (пред. 38). Но 
ААВС=АДОВО, слАховательн0о0 АШВС=АЕВОС, что невозможно (акс. 
9). Слфдовательно АЕ не есть прямая, параллельная ВС, и на томъ же 
освоваши никакая друган, исключая АО, не будетъ параллельна ВС. Сль- 
довательно АД || ВС. 


`Предложене 40. Если два равные треугольника АВС и ОСЕ иизють 
равиыя основал ВО’ и СЕ, лежапин на охной прямой ВЕ, то вершины этихъ 
треугольнихонъ лежать на одной` прямой АТ), парехлельной основаю В 
(фиг. . 82). ‹ т 
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Доказат. Если бы прямая АР, соединяющая вершины треугольни- 
ковъ, вебыль параллельна основатю ВЕ, то есть другая прамая АР | ВЕ, 
Фиг. 87. ь 


р п 


В > Е 


Соединимъ точки Ри Е, то ЛАВО=АРОЕ (пред. 38). Но ДАВО—=А СЕ, 
сфдовательно0 АОСЕ=АРЕСЕ, что невозможно (вс. 9). СлФдовательно 
АГ не есть прямая, параллельная ВЕ, и по той же причин, кромё АД, 
никакая другая праман не можеть быть параллельная ВЕ. 

Предложене 41. Если паразлелограмь АВСШ и треугольникъ ЕВС 
строены на одномъ основати ВС, а вершина Е треугольника ЕВС 
лежить иа прямой АД, то треугольникъ составлаеть половину параллело- 
грача (фиг. 88). 

Фиг. 88. 


д р Е 


в (24 


Доказат. Соединимь А съ С, то ЛАВО=АЕВС (пред. ЗТ), но 
ААВС=4 АВСЛ (пред. 34), слёдовательно и ЛЕВО=4 АВСГ. `` 
Предложенще 42. Построить  парахлелограмъ, равный данному тре- 
лаьнику АВС, котераго бы стороны были наклонены подъ ДАНВЫМЪ 
линь 0 (фиг. 89)? 
фиг. 89. 


А Г. с 


ЛРьшеше. Раздёлимъ основаше ВС пополамъ въ точк® Е (пред. 10). 
16 
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Въ точк Е на прямой ЕС постримъ /СЕР-/Г (пред. 23). Чревъ 

точку С проведемъ СС || ЕР (пред. 31) и продолжимь прямыя ЕЁ и Сб до 

встрёчи съ прамою Аб |] ВС. Параллелограмь РЕС@=2ААЕС=ААВС 

(пред. 41, 37). 

| Предложене 43. Во всякомъ параллелограм8 АВСШ дополнешя ВК 
к ум КЛ парахлелограмовь АЕКН и КС@СЕ, построенныхъь на дагоналы 
“27”. | АС, равны (фиг. 90). 


ме. Фиг. 90. 
ные, 7 
19 р А 7:4 Р/ 
В 8 с 


Доказат. Такъ какъ ЛАВОС=АСАЛ и ААЕК=ААНК (пред, 34), 

то ЕКСВ=КНОС (акс. 3). Точно также АКбС=АКСЕ (пред. 34), 
слфховательно (акс. 3) ВЕК@=ЖКНОЕ. 

в Е Предложене 44. На данной прямой АВ построить паразлелограмъ, 

ь. равный данному треугольнику М и который бы вмЪть уголь, равный дан- 

Е ному углу Г (фиг. 91)? 

ро Рьшене. Построимъ парахлелограмъ ВЕЕ@, равный данному тре- 

угольнику М н имёющй 2 ЕВб= 2 О; расположимъ этотъ парахлелограмъ 

такимъ образомъ, чтобы его основаше ВЕ и прямая АВ составляла одну 

прямую АЕ Чрезъ точку А проведемь АН || ЕР, продолжимъ Р@ до Н 

и проведемь НВ. Тавъ какьъ ДАНЕ-+ДЕЕН==24 (пред. 29), то 

(ВНЕ+ЕЕН<?Э4, слфдовательно, НВ и ЕЕ встр№татся (акс. 11), по- 


Фиг. 91. 


[/^\ 
ыа —ь 


ложямъ, въ точкк К. Чрезъ точку К проведемъ ЕГ|| ЕН и продолжимъ 
НА и СВ до встрёчи съ КГ въ точкахъ Си М. АВМГ, будеть требуе- 
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ый парахлелограмъ. Въ самомъ дёлф, НЕКТ есть парвллелограмъ, коего 
дагональ есть НК, слЪдовательно параллелограмь ВГ—ВЕ (пред. 43). Но 
ВЕ=АМи/ 6 ВЕ=/ Осяьдовательно 2В—=АМи / АВМ№=иСВЕ= О. 

Предложене 45. Построить парахлелограмъ, равный данной прямолиней- 
вой фигурё АВС и имВющИ уголъ, равный данному углу В (фиг. 92)? 

Рыиенче. Соединимъ прямою точки Ши В. Построимъ параллело- 
трамь ЕН=ЛАВО и имзюпий уголь /ЕЕКНЬ=/В (пред. 42). На СН по- 
строимъ параххелограмь @М=ЛАШВС и имфющ уголь "СНМ—=ВЕ; 
КЕЁМ и будетъ искомый параллелограмъ. 


Фиг. 92, 


В 


Въ еамомъ дёл, /бНМ=/В=/ЕКЕН, прибавляя по уму СНК 
получим ъ: 
ИСНЫМ-- (СНЕ ДЕКН-+ / СНЕ=94 (пред, 29). 


Сяфдовательно прямыя НК и НМ лежать на одной прямой (пред. 14). 
РВ] КН, сл®довательно ДЕ@Н=ИбНМ, откуда: 


СЕбН-- [ ГЕН=Д6НМ-+ { ГВНЕ=94 (пред. 29). 


Сявдовательно ИС и СГ лежать также на одией прямой (пред, 14). 
Тахь какъ РК || СН и ВН ГМ, то ЕК || $М. Такъ какь ЕК=бН, 
@Н=ГМ, то ЕЕ=ЁЬМ (пред. 34). Откудь ЕЁр=КМ и ЕТ || КМ. Сд- 
диательно фигура КЕЁЛМ есть пзраллелограмъ, коего уголь ИККМЫ= В. 
№ ЕН=ЛАВЬ и @М=АЛШВС, слдовательно, КЕГМ=АВСр. 

Предложене 46. На данной прямой АВ построить квадратъ (фиг. 93)? 

РВьшене. Изь точки А возставимъь перпендикуляръь АС къ АВ 
(вред. 11). Отложимъь на нехь А1=АВ. Чрезь точку Г проведемъ 
Е| АВ, а чрезь точку В проведемь ВЕ] АГ. Полученная фигура 
АТЕВ будеть искомый квадратъ. 
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Въ еамомъ хёлв, АРЕВ есть параллелограмъ, ел ховательно про- 
тивоположных стороны равны (пред. 34). Но АВ=АД, слЬдовательно по- 
строенный параххелогрань АДЕВ равносторошай. 


Фиг. 93. 
[8] * 
р Р.М 
А В 


Тавъ какъь АВ || ОЕ, то ДАНЕГШ=?3 (пред. 29), но /А=9, сл 
ховательно и (О=4. Въ параллелограм® противоположные углы равны, 
сл®довательно, пзраллехлограиь АДЕВ прямоугольный; по онЪ ни равно- 
етороный, сдВдовательно АДЕВ есть квадратъ (опред. 30). 

Предложене 47. Во всякомъ прямоугольномъ треугольник квадратъ, 
построенный на сторонз,: противолежащей прямому углу (на гипотенуз8), 
равенъ сумм квадратовъ, построенныхь на сторонахъ, заключающихъ пря- 
мой уголь (на катетахъ) (фиг. 94). 

Фиг. 94. 


М, 


р к’ 


Л 
Доказин. Пусть АВС будеть прямоугольный треугольникъ, въ кото- 
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ромъ уголь А прямой. На сторонахь ВС, АВ и АС построимъ квадраты 
ВЕ ВС и 4К (тред. 46). Углы ВАС, ВАВ, НАС прамые, сл®дователь- 
но, прлмыя АСи АВ, ВА и АН находятся первыя дв» на одной пря- 
мой С@, а вторыя на прямой ВН (пред. 14). Соединимь А съ Ди ЕР сь 
С и чрезъ точку А проведемъ прямую АЁ || ВО (пред. 31). Такъ какъ 
(ОВО хЕВА (аге. 10), то прибавляя въ обфииъ частямь по ХСВА, 
получимь ДОВА=ХЕВОС (акс. 2). Но АВ=ВЕ, ВС=ВО, сл&дователь- 
но, ААВО—=АРВОС (пред. 4). ЗамЪтивъ теперь, что ВО || АГ, ВЕ|| СС, мы 
имфемъ: ВГ=ЗААВО и (В ЛЕВС (пред. 41). Но ААВО=АЕВОС, 
схВдовательно, четыреугольникъ ВЁ равенъ квадрату ВС (вкс. 6). Точно 
также можно показать, что четыреугольникь СС равенъ квадрату СН. 
Откуда (акс. 2): 
08Вс=пАВ-АС. 


Примьч. 89. Предвне приписываеть открите этой важной теоремы Пиевтору. 
Этому знаменитому предложен было дано много доказательствь, изъ которыхъ самое 
интересное есть слфдующее: 

Пусть АВСП в АЕЁ@ будуть два каше нибудь кзахрата такъ расположение, 
чтобы ихъ основашя АВ н Аб лежали на одной прямой ливм ВС (фиг. 95), 


Фиг. 95. | „К 


[: № В 
` А я 

Вовьмемъ отрёзкн СН и ЕК, оба разные АВ, и соединныь Н съ С, С съ Ё, К съ 
Ги Ес Н. 

Легко доказать, что ЛНВС=ЛЕЕК и Л -- ЛЕСН. Сл8довательно, два дая- 
ные квадрата равны фигурё СКЕН. Легко также показать, что фигура СЕЁН есть квад- 
рать (пред. 32). Сторона СЫ этого квадрата есть гипотенуза прямоугольнаго треуголь- 
ника, коего хруйл стороны (катетн) ВС вн ВН равны сторонамъ двухъ ханныхъ квадра- 
товъ. Это доказательство ие требуеть предложенй Евилида, слёхующихь за 32-мъ. Изъ него 
ножно еще видёть, какъ можно разрВзать два квадрата, чтобы изъ нолученныхь частей 
составить одинь трей кзадратъ. Ж 

Большое число доказательствь предложешя Циеагора собраль Гоффмаиъ въ сочиня- 


и: Оег Рущаромвсве Гебтва ..... Машх, 1821. 
я [в Ко ее К ы- ` *, + ее а + в: *. и: я 5 
а # <. окр у | Е 1х ое бя 


о: Ра еле. Ё а С Яь& т е_: 


в щы 


. С 
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Предложене 48. Если въ какомъ нибудь треугольник АВС, квад- 
ратъ одной изъ его сторонъ ВС равенъ сумм квадратовъ остальныхъ его ето- 
роиъ АВ и АС, то уголь ВАС треугольника, заключающея между этими 
посяфдними сторонами, есть прямой (фиг. 96). | 

Доказат. Изъ точки А возставимъ перпендикулярь АЛ къ АС, сдВ- 
лаемь А)]—=АВ и соединимъ Л съ С. 


Фиг. 96. 
7 


В с 


Квадратъ, построенный на АВ, равенъ квадрату, построенному на АД, 
т. е. ПАВ=П АХ. Если къобимъ частямъ прибавимъ по []АС, то поху- 
ЧиМЪ: 
ПАВ--ПАС=ЦАО-0 40. 


Но треугольникъ РАС прямоугольный, слфдовательно (пред. 41): 
040-—04с=0 оС. 


Но по условию: 
048-04 С=0 ВС 


Слвдовательно []ДРО=ОВС, откуда ОС=ВС. Разематривая тре- 
угольники АВС и АПС, мы имфемь АВ=АП, ВС=ОС, АС есть сторона 
общая, слЪдовательно (пред. 8) треугольники равны и ВЪ остальныхь ча- 
стяхъ т. е /РАС=/ВАС, ноуголь РАС прямой, схВдовательно и уголъ 
ВАС также прямой. 


КНИГА П. 


Опредфлен: а. 


1. О всякомъ прямоугольномъ параллелограмВ говорятъ, что онъ за- 
ключенъ между двумя его сторонами, составляющими прямой угохъ. 

Примич. 1. Прамоугольный параллелограмъь мы будемъ называть просто ярлмо- 
ууюльныкомь. Кажъ только изв®етиы стороны параллелограма, составляюнщ/я прямой угохъ, 
то прамоутольникь вполнё опрехфляется в можеть быть постровнъ. Для сокращемя 
мы будемть праноугольникъ, заключенный между какими нибудь прямыми АВ и СО, мо. 
бражатъь симзолемь АВ. СГ. 

2. Гномономъ или Екеромъ называетса фигура АВСОШН (фиг. 97), 
составленная изъ парахлелограна ЮВ, построеннаго на дагонаха ВХ, и 
двухгъ дополнешй АР ни ОС. 


Фиг. 97. 
х 6 [ 
И, 7х 
А К В: 
= 


Предложеше 1. Если изъ двухъ прямыхъ линй Аи ВОодва, наприи  ръ 
ВС, раздВлена на ивеколько нроизвольныхь частей ВГ, РЕ, ЕС, то пра- 
моугольникъ, заключенный между этими прямыми Аи ВС, равенъ сумм 
прямоугольниковъ заключенныхь между пряною А и каждой частью ВД, 
ДЕ, ЕС (фиг. 38). 

Доказот. Изъ точки В прямой ВС возставимъ къ ней перпенлику- 
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ляръ (вн.1, пред. 11) ВЕ сдёлаемь Вб-—А, чрезъ точку @ проведемъ 
@н| ВС (ки 1, пред. 31), чрезъ точки О), Е, С проведемь ОК|] ВС, 
ЕГ | ВС, СН | | ВС. 


Фиг. 96. 


в р р. с 
Изъ предъидущаго построеюя схёдуетъ, что: 


прям. ВН=прам. ВК--прям.РГ-|- прям. ЕН. 


Но прамоугольникь ВН=ВС. ВС—=ВС.А. Точно также прамо- 
угольники ВК ШГ, ЕН равны, прам.ВК = ВО. Вб-=ВО.4, 
прям.07.—РЕ. ОК—=ЬЕ. А, прим. ЕН ЕС. ЕТ=ЕС. А, слЬдовательно; 


ВС. А=ВО. А--ОГ. А-ЕС. А. 


Предложеще 2. Если прямую линю АВ въ точкВ С раздЬлимъ, на 
кая нибудь, дв части АС и СВ, то квахратъ построенный на цёлой 
лини АВ будеть равенъ суммВ прямоугольниковъ, закхючениыхь между 
прямою АВ и ея отрёзками АС и СВ (фиг. 99). 

Доказат. Цостроимъ на АВ квадратъ (кн. 1, пред. 46) АДЕВ и про- 
ведемъ чрезь точку С, СЕ} АЛ. 


Фиг. 99. 
р Е 
А с г.) 


Изъ этого построевшя видимъ, что []АЕ-=прям. АЕР+-прям.СЕ, но 
прац.42=АС. АД=АС. АВ, пран.СЕ=СВ.СЕ-=СВ. АВ, саБдовательно: 
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04В=АС. АВ+СВ. АВ. 


Предложен 3. Если прямую АВ въ точкЁ (С раздёлимъь на кавя 
нибудь двВ части АС и СВ, то прямоугольникъ, заключениый межлу ц- 
лою лишею АВ и однимъ изъ отрзковъ, наприуёрь (С.А, будеть равенъ 
суммВ квадрата, построеннаго на СА и прямоугольни:л, заключеннаго меж- 
ду отрЁзками ВСн АС (фиг. 100). 

„Доказоли. Построимъ на СА квадратъ СЕ (Би. 1, пред. 46), продолжимъ 
Е такъ, чтобы она встрётилась въ точеЁ Ё съ прамою ВР, проведенною 
параллельно АК. Изъ этого построея видимъ, что: 


Фиг. 100. 
ей | 
в с А 


прям. АЕ=прям.ВО-НОСА, нопрям.В)=ВС. ВЕ=АС. ВС, 
сл%довательно: 
АВ. СА=ГОСА-ВС. АС. 


Предложене 4. Если прямую АВ въ точкЪ (1 раздВлимъ на каыя 
нибудь двЪ часто АС и СВ, то квалрать построенный ид АВ равенъ 
сумм квалратовъ, построенныхь ид отрёзкахь и СВ съ удвоеннымъ 
прямоугольникомъ. заключеннымь между отрёзками АС и СВ (фиг. 101). 

Докажин. Построимъ на АВ квадрать АВЕ (ки.1, пред. 46) и 
проведемъ дагональ АЕ. Чрезъ точку С проведехъ ОСО@Е || АО, и чрезъ 
точку С проведемъь НСК || АВ. 


Фиг. 101. 
6" м 
‘4 
й са 
[29 ‚-& в вый в 
бл.» 2 
Хх - В А Я р 
см + 


Такъ какь СЕ | ВЕ, то /А@С=/АЕВ (кн. 1; пред. 29). Но 
16 
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АВ-=ВЕ (вв. 1, пред. 5), сл№довательно /АЕВ-=/ЕАВ= АО, от- 
куда (кн. 1, пред. 6) 4С—=С@. КромЪ том, АС и СС равны противохе- 
жащимтъ сторонамъ СН и АН (кн. 1, пред. 34), сл®довательно СН есть 
равносторонв четыреугольникъ. 

Тавъ какъь СЁ|| НА, то (вн. 1, пред. 29) /НАС--/@СА—24. Но 
уголь НАС прямой, с: довательно и уголь @СА также праной, оба 
эти угла равны проти олежащимъ угламь НОС и АНС (вн. 1, пред. 34). 
Изь этого видимъ, что СН есть равиосторонй прамоугольвикь, схёдо- 
вательно квадратъ. 

Точно такимъ-же образомъ легко показать, что ЕК есть квахратъ, 
коего сторона К@=ВС. 

Прамоугольникъ В@—ВС.С6—=АС. ВОС, точно также прям. 6 )=АС.ВС, 
но прам. В @==прям.6/Л (кн. 1, пред. 43), сх8довательно прам.В@-н-прям.6.О= 
—>9АС.ВС. 


Откуда: 
АВЕГ=ОАВ=С 40+ ВС+3АС. ВС. 


Примич. 8. Если прамея АВ въ точк® С раздфлена пополамъ, то АС =СВ, >=) 
( вательно: 


ПАВ. 4 ГАС. 


т. 4 < Изь предъидущаго также видно, что въ квадрат параллезлограмы, построенные на даго- 
нали, суть такие квадраты. | Квахратъ, построенный на сумм двукъ прямых 4С н СВ ра- 
вемъ сумм» хаздратовъ, ностроенныхь ва каждой изь вихъ съ удвоеннымъ ирамоугольни- 
комъ, завлюченпымь между прямыми АС и СВ. } 


Предложене 5. Если прямая лнйя АВ въ точеВ С’ раздЁлена на 
дв равныя части АС и СВ, а въ точкВ О на двЪ неравныя части АД 
и ОВ, то прамоугольникъ, заключенный между неравными частями АД и 
ОВ виъстЬ съ квадратомъ, построеннымъ на СЛ), равны квадрату, построен- 
ному на половин АС или СВ прамой АВ (фиг. 102). 


Фиг. 103. 


Доказат. Построимъ (кн. 1, пред. 46) на СВ квадрать СВЕН, коего 
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дагональ ВН. Чрезъ точку ПД проведемъ ДЕС || СН. Чрезъ точку встрё- 
чи Е юагонали ВН съ ОС проведемъ прямую Ш || ВС и продолжимъ ее 
хо ветрёчи съ прямою АК, проведенною параллельно СН. 

Такъ кавъ прям.СЁ==прям.ЕЁР (кн. 1, пред. 43), то прибавляя по 
—_ ВЕ, найдемъ, что прям. ОДЕ-=прям.ВГ. Но какъ АС-—СВ, то (вн. 1, 
прелх. 36) прям. 4АЁ—прам.ДОЕ. СлВдовательно прям..4 Е=ирам.СЕ-+прам.ДГ, 
т.е. : 


Откуда: 


Ар. Вр=(р. Вр-АС. Вр. 


08ВС=ПРС-+-лАр. ВФ. 


Предложене 6. Если прямую АС въ`точкЁ В раздВлимъ пополамъ 
и прибавимъ къ ней какой нибудь отрзокъь СЕ, то прямоугольникъ, за- 
кпоченный между цёлою прямою АЕ и прибавленнымъ отрЁзкомъ СЕ, ви- 
78 съ квадратомъ, построеннымъ из половин8 АС, равенъ квадрату, по- 
строенному на прямой ВЕ, составленной изъ половины АС и прибавлен- 
ваго отр8зка СЕ (фиг. 103). 

Доказат. Построимъ на ВЕ квадрать ВЕКК и проведемь даго- 
выь ЕК. Чрезъ точку С проведемь СЁ || ВК. Чрезъ точву @ встрёчи 
Хагонали ЕЖсь СЁ проведзмъ ЕН || ВЕ и продолжинъ ее до встрёчи съ 
прямою 1, проведенною чрезъ точку А, параллельно прямой ВК. 


Фиг. 103. 
р. 4 № 
4 


Легко видёть, что (СВЕ ВО-+-прям.ВЕ+-прам.@ М. Нотакъ какъ 
пму. ВС == прам.С.№==прям.АН (вн. 1, 43), то прям. ВЕ-+-прам.@ №= 
=прам. АЕ АЕ. СЕ. Сл8ховательно: 

ПВЕЗСВС-+АЕ . СЕ. 

Предложене 7. Если прямую ВЕ разяВлимъ въ точкВ С из дв ка- 
мя нибудь части ВС и СЕ, то квадратъ, построенный на ВЕ, вуЪстВ съ 
квадратомъ, построеннымъ на одной изъ частей, наприм$рь СЁ, равенъ 
уквоенному прямоугольнику, заключенному между цёлою пряиою ВЕ и 
взатою частью СЁ вмЪстВ съ квадратомъ, построеннымъ ив другой ч8- 
ст ВС (фиг. 104). 
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Докизат. Построимъ на ВЁ квадратъ ВЕМК и проведемъ магональ 
ЕК. Чрезъ точку (: проведелъ прямую СГ || ВК. Чрезъ точку @ встрёчи 
хатонали ЕК съ прямою СЁ проведемъ прямую ЕН || ВЕ. 
Фиг. 104. 


КЕ | 


| 
НЫ 


а 
Изъ этого построеня видимъ, что: 
ПВЕНОСЕ=ОВО--ВЕ. СЕ+ВС. СЕТ СЕ. 
Но ВС. СЕНОСЕ=ВЕ. СЕ, слЗдовательно: 
ПВЕ+-ССЕ-=ЕСВС--ЗВЕ. СЕ. 


Иримья. 3. Изъ этого посафлняго выражени, разсматривая ВС какъ разность двухъ 
прямыхъь ВЕ н ЕС, получпиъ, что квахратъ, построепный кз разности двухъ прямыхъ, 
разенъ суммф квахратовь построенныхь на каждой изъ нихъ безъ удвоеннаго ирямоуголь- 


НИБа, заключепивго между этими ирямныи. 

Пуедложене 8. Если прямую АВ раздВлимъ въ точкВ С на каюмя 
нибудь дв части АС и СВ, то квадратъ, построенный ва прамой АЛ), со- 
ставленной изъ прамыхъь АВ и СВ, равенъ четырежды взятому прамо- 

Фиг. 105. 


д 


ев 0 
усольнику, заключенночу между цВлою АВ м ея частью СВ, вмВстЪ съ 
квадратом, построенымт на другой части АС прямой АВ (фиг. 105). 
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Доказат. Продолжим ханную прямую АВ такъ, чтобы продолжеше 
ВЛ было равно СВ и ка прямой А!) поетроимъ квалрать АДИР. Прове- 
демъ жагональ ОР. Изъ точекь Си В проведемъ параллельныя СО, ВЕ 
сторон квадрата АР. Чрезъ точки Г, н К встрёчи матонали ОРсь пря- 
мыми ВЕ и СО проведемъ параллельныя @Е н НР прямой АД. 


Изъ этого построен1я видио, что: 
[]А)=прам.АЁ--прям.С№М--прях. ЕМ-Нпрям.КА--0ОВО--О АС. 
Но прям. АЁГ—прям.Ё.№=прям. ЕМ-==АВ.СВ: 


прам.КВ--П]ВО=АВ. СВ. 
СхтВловательно: 


Плро=4 АВ. СВО АС. 


Прсдложене 9. Если прямая АВ раздВлена въ точкВ Сна двБ рав- 
ныя части АС и СВ, и въ точкЪ Ш на двЪ не равныя части АД’и ОВ. 
то сумма квадратовъ, построенныхь наз неравныхь частяхь АД и ОВ, 
равна сумм удвоенныхь квалратовъ, поетроенныхь на АС’и СЛ (фиг. 106). 


Доказат. Изъ средины С’ прямой АВ возетавныъ къ ней перпевди- 
вуляръ СЁ и слЪлаемь ОЕ=АС-СВ. Соединимъ точки Аи Воъ Е. 
Чрезь точку Ш проведемь параллельную ОЕ пряхой СЕ, до ветрчи съ 
ВЕ въ точкВ Е, чрезъ точку ЕР’ проведемъ параллельную ЕС прямой АВ. 
Наконецъь соединимъ „4 съ Р прямою АЕ. 


Фиг. 106. 


Такъ какъ СЕ=АС-=СВ, и при точк8 С углы прамые, то 
С СЕА-== (САЕ= (СЕВ=ДСВЁ={8 (ка. 1, пред. 39). 

Такъ какъ ОР]СЕ, Р@| С, то (ки. 1, пред. 29) ДЕОВ и 
2ЕСЕ какдий равень прямому углу ДОЕВ = ДСЕВ=\9 и 
С СЕЕ= (ОВЕ—=:4, слЬдовательно, (ки. 1, пред. 6) ОЕ= В, 
Еб=@СЕ—=Ср. 
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Тавъ юкъ ДАЕС= ДВЕС=:4а4, т ДАЕВ=—@9. Откуда 
(кн. 1, пред. 47). 
ПОЯЕ=ПАЕНОЕЕ. 


Замфчая еще, что углы О, Си Е прямые, мы будемъ имфть: 


ОМЕ=ПАР--ПРЕ=ЦАР-ОВО 
ПАЕ=ПАС-НОСЕ=2ОАС 
ПЕЕ=ОЕб--С@ЕР=2П Ор, 


складывая два посл8дея выражен!я и сравнивая съ двумя предъидущими, 
найдемъ: 
пПАр--ПВО=20АО--2000. 


Предложенще 10. Если прямую АВ въ точкВ С раздёлимь на двЁ 
равиыл части АС и СВ и если кь АВ прибавимъ какую нибудь прямую 
ВО, то квадрать, построенный на цЁёлой прямой АД, вивстВ съ квадра- 
томъ, построеннымъ на прибавленной прямой ВЛ, равны удвоенной суми® 
квадратовъ, построенныхь на АС и СШ (фиг. 107). 

Доказат. Изь точки С прямой АВ возставимъ перпендикуляръ 
СЕ=АС=ВО (вв. 1, пред. 2). Проведемъ чрезъ точку Ё прамую. ЕЁ || АВ. 
Чрезь точку Ш проведемъь прямую ОЕ| СЕ, то (вн. 1, пред. 29) 
ИСЕЕЕЕЕЕО=24, и (ВЕЕ+ Е ЕЕО<24, слвдовательно, (ви. 1, 
акс. 11) прямыя ЕВ и ЕО, по нЁкоторомъ продолжени, встрЗтатся, поло- 


жимъ въ точкВ @. 
Фиг. 101. 


и’ 


с 
Такъ какь СЕ-АС=ОВ, а при тозк8 С углы прямые, то 
(ОАЕ=ЕСЕА, (СВЕ ГДСЕВ, и каждый изъ этихъ угловъ равенъ # 4. 
Прамая ЕЁ || 4, а Е || СЕ, то(кн. 1, пред. 29) (0д=ЕЕ-= [С—8; 
ЕОбВ=/ ВЕС=:4; ХЕЕВ= /ОВа= ( ЕВС=34,  сяЪдовательно 
(юн. 1, пред. 6), ДВ=Ш@ и Еб=ЕЕ-=ОГ. 
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Тахъ накъ уголь АЁб—4, то мы иыфемъ (ки. 1, ред. 41): 
| _—  246=0Ав+0Е6. 
ЗамЗчал, что углы О, С, Р прамые, мы имемъ еще: 


046=пПАр-+-оО6=ЦАр--ОвЬ 
П4Е=0}.10-080= 0 АС 
ПЕВ=ОРАазжсЕЕ=?0 СХ. 
Откуда наконець, складывая два послёдня выражеюя и сравнивая 
съ хвумя предъидущими, найдемъ: 
Пар--0ВО=2ПАсС-+-20Ср. 
Предложеще 11. Раздфлить прямую АВ въ точкЁ Н на тая дез 


зати, чтобы прямоугольникъ, заключенный между цёлою прамою АВ и 
одлою изъ ея частей, быль равенъ квадрату, построенному на другой ея 
части (фиг. 108)? 

Рьшене. Построимъ ка прямой АВ квадрать АВОС, раздёлимъ 
сторону АС въ точкЁ Е пополамъ и проведемъ прямую ВЕ. Продолжимъ 
4С до точки РЕ, такъ, чтобы ЕЕ=ЕВ. Построимъ на АР квадратъ 
АРЕН и прохолжамъ сторову @Н ло встрёчи съ ОС въ точк8 К. Пря- 


уз1 АВ н будетъ раздлена таеъ что: и - 
ОАН-=АВ. ВН. хе 
Фиг. 108. а. 
у да ` м 
6 г ь 
1 А/. \7 
- 
Я и ОУ 
ча 
1^ 
и’ 
р к С 


Вь самомъ дВхВ, такъ каКь АС въ точкВ Е раздёлена попохамъ, то 
(ка. 2, пред, 6) мы имЪемъ: 


ПЕЕР=ОЕВ=СР. АЕ+-ЦАЕ. 
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Уголь ВАЕ-—=а, ся®довательно мы еще иыфемъ: 


ПЕВ=ГПАВНОЛЕ 


откуда: 
СР. АРЕ-ПАЕ=САВ-+ОАЕ 


отнимая по [АЕ (кн. 1, авс, 3) получимь: 


ПАВ=СЕ. АЕ-=СЕ. Еб 


Если отъ обихъ частей этого равенства отымемъ по прямоугольнику 


| 
СлВдовательно прямоугольникь КЁ-=[ АВ. 
АК, то получимъ: - 


С ЯН=ирямоугольнику ОН=ВО. ВН, 
но В)=АВ, слФдовательио: 
АВ. ВН=ПАН. 


Предложене 12. Во всякомъ тупоугольномъ треугольник СВА квад- 
ратъ, построенный на сторон ВС, противолежащей тупому углу САВ, 
больше суммы квадратовъ, построенныхь на другихь сторонахъ АВ и АС, 
на удвоеиный прямоугольникъ, заключенный между одною изъ сторовъ, за- 
ключающихь тупой уголь, наприм$рь АС, н продолженемь АД той же 
стороны АС до встрёчи съ перпендикуляромъ ВД, опущеннымь изъ точки 
В на сторону АС (фиг. 109). 

Доказат. Такъ какъ прямая СЛ въ точкЗ А раздЪлева на двЪ, во- 
обще неравння, части, то (кн. 2, пред. 4) будемъ ниЪть: 


3 1СО=ЕсСА--НАО-НЗАС. АХ. 


фиг. 109. 
р: 
не 


Прибавляя по ОФВ къ обфимъ частямъь предъидущаго равенства 
(Ен. 1, акс. 2), найдемтъ: 
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с@р-оОВ=сАО--сАР--ООВ--ЗАС. А, 


во 
ОСОо--орВОСВ (кн. 1, пред. 47) 


оАр--орВ=оАВ 
сл ховательно: 
СОВ=ПАС-+ПАВ-Н2АС, АД. 


Предложене 13. Во всякомъ треугольник СВ. квадратъ, построен- 
ный на сторонё АВ, противолежащей острому углу С, меньше суммы квах- 
ратовъ, построеивыхь на остальных сторонахь СВ и СА, на удвоенный 
прямоугольмивъ, заключенный между одной изъ стороиъ, заключающихь 
острый угохь С, напримёръ АС и частью СП этой стороны, лежащей 
между вершиною угла С в основатемъ перпендикуляра опущениаго изъ 
точки В на сторону АС. 

Доказат. Случай 1. Перпендикуляръь ВШ падаетъ внутри треуголь- 
ника АВС (фиг. 110). 

Сторона АС въ точк8 Ш раздВлена вообще на двз иеравныя части, 
ибховательно, мы имфемъ (кн. 2, пред. 7): 


0246+-0ер=оОА--2лс. ср. 


Если прибавимъ къ обфимъ частямъ этого равенства по ПВД, то 
вайдемт: 
04Ас+0Ср-+-пВо=ОАО-+-ОВЬ-ЗАС. СГ. 


Фиг, 110. 
в 


С у, | 4 
Но мы имфемъ (кн. 1, пред. 47): 


о6р-пВО=ОВС, ПаАр--СВЬ=(4В 


сфдовательно: 
040+-0в0=ПАВ-2АС. СП 


ОТВудА видим Что: 


пПАвВ<пПАОНОВС 
ва АС. СР. 


17 
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Случай 2. Перпеидикулярь ВД надаеть внЪ треугольника СВА 
(фиг. 111). 
Фиг. 111. 


В 


С А р. 


Прямая СШ въ точкф А раздфлена, вообще, па дв$ неравных час- 
ти, сяЪдовательно мы имземъ (кн. 2, пред. 7): 


06Ср-—-04С=0АО--20О. АС 


придадимъ къ объимъ частямъ, по []ВО, то нолучимъ: 


ПОр--ОВЬ--ПАС=САР--ОВО--2СО. АС 
ио (кн. 1, пред. 47): 
О(р--0ОВО=оОСВ, ПАО--ОВО=САВ 
слЗдовательно: 
ОСВ--0Аб=САВ--2СО. АС 
откуда вихимъ, что: 


ПАВ<ОСВ-ОАС из 200. АС. 


Иримьч 4. Теоремы, обратныя двумъ предъидущимъ, имфютъ мфсто. 

Если квадратъ, построенный я& одной изъ стороиъ треугольника, будеть больше 
еуммн квадратовь, построенныхъ ия остальныхь его сторовахь, то уголь, иротивозежащй 
первой сторон, будетъь тупой. 

Въ самомъ дВлЬ, если бы онъ былъ прямой, то квадрать, построенный на сторон8, 
противолежащей этому углу, быль бы равень сумм квадхратовъ, ностроенныхъ иа осталь- 
ныхъ сторовахъ (кп. 1, пред. 47 пред). Если бы онъ быхгь острый, то квахратъ, построен- 
ный иа сторонф, противолежащей острому углу, быль бы меньше сумыы квахратовъ осталь- 
ныхъ сторонъ (ки. 2, прех. 13). СлФдоватезьно этотъ уголь долженъ быть тупой. Точно 
такые хегко доказать и теорему обратвую теорем 13. 


Предложеще 14. `Построить квадратъ, равный данной прямолинейной 
фигурв А (фиг. 112) 


Рьшеве. Построимъ прямоугольникъ ВД, равный данной фигурз А 
(ки. 1, пред. 45): 
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Продолжимь ВЕ ло точки Е ТАК, чтобы ЕЕ-ЕО, разд»лимъ пря- 
мую ВЕ въ точЕВ @ пополамъ и изъ точки С, какъ изъ центра, рад!у- 
Фиг. 112. 

—и 


-В УЖ Й 


сомъ @В опишемъ вругь ВНЕ. Продолжим ДЕ до ветрёчи съ вругомъ 
въ точкЁ В, то СНЕ будетъ требуемый. 
Въ самомъ дЁлЬ, въ точЕВ @ прямая ВЕ раздёленй пополамъ, & въ 


точкВ Е она разд®лена на дв неравныя части, то (кн. 2, пред. 5) мы 
имЪемъ: 


ОСЕ=ОСЕЯ--ВЕ.ЕЕ=ОСН (вн. 1, опред. 15). 
Но Е есть уголь прямой, слБдовательно: 
о@н=0Е-НОЕН 
откуда: 
ПЕС-+ВЕ. ЕЕ=СЕС-+-СЕН 


отнимая по ЕС, найдемъ: 


ПЕН=ВЕ. ЕЕР=ВЕ. ЕТ. 


Примич. 6. Теоремы этой книги суть ничто иное какъ слфдующим алтебраическя 
тождества: ( © ео 4 в - ых“ р ‚4 №). 


Предложеще 1. Есжн а-@, На: .. + , то: 
я-а -каь + . . аи 6. 
Предложеше 2. Если а--В-нс, то: 
аа ф-нас, 


Предложеще 3. Если а—6-+ с, то: 


а4=64 +-са. 
Поедложеще 4. 
{а-1-6)*--а3-- +245. 
Предложеше 5. 
а\ а? 
(а—5)5+ (,- =. 
Предложеше 6. 


« _- 


р 
: г а 
(або (2а--буь м Че. 
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Предложеще 7. , 2. ыы г „^ 
{д--в) + —24-2(445) ь ‘м 6-6] ый за(а те 


или, полАТАЯ ас: 


а3—43--6—2%с. 
Пфедложеще 8. 
(а) 21--4(а--5) 6. 
Предложеще 9. 
`а--0`\? а-5\ аз 
("+ (у 
Предаожене 10. 


(ечнучныа (1)-= (++). 


Дая шасъ имЪють звачене только предложен 4, 7, 11, 12, 18 н 14 этой книги, 
эс остальных суть только алтебранчески преобразована. 


КНИГА Ш. 


Опредхлен{ а. 


1. Равные круги суть тВ, у которыхь даметры равны, или у кото- 
рыхъ прамыя, проведенныя изъ центра къ окружности, равны- 
Прим. 1. Это не опредфлеше, а теорема, справедливость которой очевидия; въ са- 


хомъ д82%, если совмёстить круги такъ, чтобы ихъ центры совпали, то окружности также 
соввадуть, такъ казъ прямых, провехенныя изъ центра къ окружиостимъ, равны. 


2. Говорятъ, что прамая лишя касается круга, если она его ветрВ- 
чать, во, будучи продолжена, его не перес®каетъ. 

3. Говорять, что одинъ кругЪ касается хругаго, если они встрёзают- 
са, но не пересфкаются. 

4. Говорятъ, что праямыя лиши находятся въ равномъ разстояни отЪ 
центра круга, есхи пероендикуляры, опущенные изъ центра иа эти прямыя, 
равны. 

5. Та прямая лишая, на которую падаеть наибольшй перпендикуляръ, 
наибохве удалена отъ центра. 

6. Саменть круа есть фигура, ограниченная окружностью н прямою 
жищею, которая ее перескаетъ. 

7. Уюль семента есть угохъ, заключенный между дугою н прямою. 

8. Уюль в саментть называется уголъ, образуемый прямыми, прове- 
денными изъ вакой нибудь точки окружности сегмента къ оконечностямъ 
прамой, служащей основашемь сегмента. 

9. Говорятъ, что уюль стяивается дуюю, которая заключается меж- 
Х1 его сторонами. | 

10. Секторомь называется фигура, образуемая двумя радлусами и ду- 
гою, заключенною между ними. 

11. Подобные сементы суть ТВ, въ которыхъ углы равны или кото- 
рые содержать равные углы. 
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Предложене 1. Найти центръ даннаго круга АВС (фиг. 113)? 


Р»ьшене. Проведемъ въ круг произвольную прямую линю АВ и 
раздВлимъ ее пополамъ вЪ точкВ Л (кн.1 , пред. 11), изъ этой точки возставимъ 
къ АВ перпендикулярь ОСи продолжимъ его въ об стороны до встрёчи съ 
окружностью въ точкахь Си Е. Раздфлимъ прямую СЕ пополамъ въ точ- 
к Е, то Ен будетъ искомый центръ круга. 


Фиг. 113. 


Положимъ, что точка Е не есть центрь круга АВС, а цеитръ его 
есть какая-то другая точка ©. Проведемъ прямыя СА, @О, СВ. Такъ 
вкакъ Ар—=)В, АбС—СВ (кн.1,опр.15), @Д общая, о ЛАДб=АВЬа 
(кн. 1, пред. 8), схздовательно углы 4АО@ и @ШВ прямые (вн. 1, авс. 10). 
Но уголь СОВ также прямой, слЗдовательно0о 4СОВ= ТВ, что вевоз- 
можно (кн. 1, акс. 9). 

Итакъ точка @ не можетъ быть центром, какъ и всякая другая, 
исключая точки Е. 

Слъьдстие. Изъ сказаннато очевидно, что если въ кругз одна прямал 
лия встрёчаетъ посрединз другую подъ прямымъ угломъ, то на этой 
посяёдней прямой лежитъ центръ круга. 


Примьч. 2. Въ построейи сказано продолжинь СР ло Е: это предролагаеть, что 
точка О лежить киутри круга, что Евклидь доказываетъ къ слвдующей теорем. 


Предложене 2. Прямая дитя, которая соединяеть дв произвольно 
взятыя точки 4 и В на окружности круга АВС, лхежитъ внутри вруга 
(фиг. 114). 

Доказат. Если эта прямая не хежить внутри круга, то нусть она 
лежить виЪ, какъ напримръь АЕВ, Найдемъ центръ круга и пусть онъ 
будеть Ш (кн. 3, пред. 1), проведемь АЛ и ВЛ. Между точками А и В 
на окружности круга возьмемъ какую нибудь точку Е, соединимъь О) съЪЕ 
прямою ОЕ и продолжимъ ее до точки Е. 
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Такъ вакъ АД=РВ, 10 СРАЕ=ЕРВЕ (кн. 1, пред. 5). Но 
Фиг. 114. 


(ФЕВ> (РАЕ(кн.1, пред. 16), слфдовательно Д ДЕВ> СЛОВЕ, отвуда 
ДЕ<ФШВЬ=РЬЕ, что невозможно (кн. 1, акс. 9). 

СлБдовательно прямая лин, соединяющая точки А и В не можеть 
лежать внз круга, точно также можно показать, что она не можеть упасть 
на окружность, а слёдовательно она лежить внутри круга. 

Предложене 3. Если въ кругё АВС прямая СП, проходящая чрезъ 
центръ, встрёчаетъь другую прямую АВ, не проходящую чрезъ центръ, и 
дБлить ее пополамъ, то прямая СШ перпекдакулярна къ АВ; или, если 
прямая СЛ встрёчаеть прямую АВ подъ прямымъ угломъ, то СО д- 
зитъ АВ пополамъ (фиг. 115). 

АДокизат. Найдемъ центръь Е даннаго круга (кв. 3, пред. 1) и ©ое- 
динимъ Е съ Ди В. 

Первая чисть теоремы. Если ОШ въ точкЪ Е дБлить АБ пополамъ, 
то АР-ЕЕВ. ЕР есть сторона общал треугольниковь АЕЁ и ВЕЕ, 
АЕ== ЕВ, слфдовательно ЛАЕЕ- АВЕЕ (кн. 1, пред. 8), откуда 
И ЛЕЕ= [ ЕЕВ, ся%довательно эти углы прямые. 


Фиг. 115. 


Е 
р 


Вторая части теоремы. Если прямая ОС’`перпендикулярна къ АВ, 
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то ДАЕЕ= С ЕЕВ. Въ треугольникахь АЕРГи ВЕЕ сторона ЕЁ общая, 
АЕ=ЕВ, сл®довательно ЛАЕЕ= АВЕР(кн. 1, пред. 26), откуда АР—ЕВ. 
Примьч. 3. ОбЪ части этой теоремы суть обратныл одна другой, & вся теорема 
есть обратная сяВдстю предложешя 1-го. 
Предложене 4. Если въ круз АВСГ двЁ прямыя лини АС и ВПО, 
не проходящя чрезъ центръ, встрёчаются, то каждая изъ нихъь Влить 
другую на двз неравных части (фиг. 116). 


Доказат. Положимъ что каждая изъ нихь другую дЪлитъ пополамъ, 
такъ что АЕ=ЕС н ВЕ—ЕД. 


Фиг. 116. 


Если Р есть центръ круга, то, соединяя Е съ Ё, прямая ЕР будетъ 
перпендикулярна, какъ къ ЛС, такъ и въ ВЛ (кн. 3, пред. 3), слФдова- 
тельно ДЕРЕАЛ= ДЕЕВ, что невозможно (кн. 1, акс. 9). СхВховательно и 
то невозможно, чтобы прямыя АС и ВЛ одна другую дВлихи пополамъ. 

Пуедложеше 5. Два пересВкающиеся круга АВС и СОС ие могутъ 
ичфть общаго центра (фиг. 117). 

Доказат. Положимъ, что эти круги, пересфкаясь въ точкахь Си В, 
вмВють обпий центрь Е. Соединимъ одну изъ точекъ пересфченя, напри- 
мЪръ С, съ центромъ и проведемъ мзъ центра Е прамую ЕРС въ проив- 
вольномъ направлешан. 

Фиг. 1117. 


в 
Такъ какь ЕС-ЕЁР и ЕС=ЕС (кн. 1, опред. 15), то сх$8дуеть, 


137 


что ЕЁ-ЕС, что невозможно (ки. 1, акс. 9). СлВховательно два перес}- 
каюцеся круга не могутъь имЗть общаго центра. 
Предложеше 6. Два круга АВС и СЛЕ, касаюшлеся внутренно, не 
хогуть имёть общаго центра (фиг. 118). 
Доказат. Положимъ, что эти круги, касвюниеся внутренно въ точк® 
С, имютъ общй центръ Е. 
Фиг. 118. 


—ж = 


А 


С 


Соединимъ центрь Ё съ точкою касаня С’и изъ центра проведеыъ 
прямую ЕВ въ произвольномъ направлеши. 

Такъ какь РОЫЕЕ и ЕО=ЕВ (кн. 1, опред. 15), то ЕЕ=ЕВ, 
что невозможно (кн. 1, авс. 9). Сл®довательно невозможно, чтобы касаю- 
щеся внутренно круги имзли обшй цевтръ. 

Предложете 7. Если внутри круга АВСГ возьмемъ точку Е, отдич- 
ную оть центра Е, и изь этой точки проведемъ прямыя къ окружности 
круга, то прямая ЕЕАЛ, проходящая чрезь центръ, будеть изиболыпая, 
а ея продолжене ЕД будеть наименьшая; изъ остальныхь прямыхъ т%, 5о- 
торыя ближе къ РА, будуть больше твхЪ, которыя дальше оть Е.А; изъ этихь 
посхвднихь, т%, которыя находятся на одинаковомъ разстояши по об сто- 
роны Е.Г), будуть равны (фиг. 119). 

Фиг. 119. 


7. 


‘оу, Е: 4 
Доказат. Проведемъ изъ точки Ё прямыя В, РО, ЕС и соединимъ 


точки В, С, @ съ цевтромъ ЖЕ, то въ треугольник ВЕР мы инфемъ 
18 
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(вн. 1\ пред. 20) -ВЕНЕЕ>ЕВ, но ВЕ=АЕ (вн. 1, опред. 15), & 
ЛЕ+ЕЕ-—АЕ, слдовательно АЕР>ЕВ. 

Треугольники ВЕЁ и СЕР ниЪють по дв» равныя стороны ВЕСЕ 
(кн. 1, опред. 15), ЕЁ общая ХВЕЕ> С СЕЕ, сяВдовательно (кн. 1, 
пред. 24) и ВЕ>СЕ. На томъ же основаши РО>ЕВ. 

Въ треугольний ЕЕ СЕ+ЕЕ>ЕЯ, во ЕС=ФЕГ=ОЕ+ЕЕ, 
схвдовательно: 

СЕ-ЕЕ>ОЕ+ЕЕ 


откуда (кн. 1, акс, 5) Е>ФЕ. 

Изъ этого видимт, что ЁА есть наибольшая, а Е) наименьшая изъ 
прямыхъ лимй ЕВ, РС, Е@, и вс он удаляясь оть РА, уменьшаются. . 

Положимх, что прямыя Е@ н ЕН равно удалены оть ЕД, т. е. 
ИЕЕС=ФЕЕН, то треугольники ЕЕС и РЕН имВють по двф сто- 
роны равны: ЕС=ЕН, ЕР общая и углы, заключенные между этими 
сторонами, равны, сл®довательно Р@=ЕН (кн. 1, пред. 4). Предположить, 
что кром8 ЕН есть еще другая прямая, наприм8рь ЕК, равная РС, не- 
возможно по выше-доказанному. 

Это посл»диее предложене можно еще доказать такъ: пусть ЕК-=Р@.. 
Треугольники ЕЁЕб и ЕЕЁ будуть имфть всё стороны равныя: ЕЁ=РС, 
по положеню, ЕК=ЕС (кн. 1, опред. 15) и ЕЁ общая, слФдовательно 
ИЕЕК=ДЕЕВ, ню ДЕЕВ=СЕЕН, сл8довательно СКЕК=/ЕЕН, 
что иевовможно (ки. 1, акс. 9). СлВдоватежьно по эту сторону наименьшей 
ЕТ есть только одна ЕН. 

Пуедложене 8. Если изъ какой нибудь точки Г), взятой вн круга 
АВС, проведемъ къ окружности произвольное число прамыхъ лин, изъ 
коикь одна О.А проходить чрезъ центръ, то наибольшая изъ прамыхъ ДА, 
РЕ, ПЕ, ОО, встр8чающихь вогнутую часть окружности, будеть прямая 
ЛА, проходящая чрезъ центрь; изъ остальныхь прямыхъ, лежаш1я ближе 
въ ДА будуть больше лежащихь дальше Г.А; напротивъ, та изъ пря- 
мыхь Ра, ОК, ГГ, ОН, ветр8чающихь выпуклую часть окружности, ко- 
торой продолжеше проходить чрезъ центръ, будеть иаименьшая; изъ осталь- 
ныхъ, лежащ]я ближе въ наименьшей )@будутъ меньше т®хъ, которыя лежать 
дальше ОС. Наконецъь прямыя, лежацая по 06% стороны прямой, прохо- 
дящей чрезъ центръ, въ равномъ отъ нея разстоянии, будутъ равны (фиг. 120). 

Доказат. а) Пусть точка М будетъь центрь даннаго круга АВС. 
Проведемъ прямыя МЕ, МЕ, МС, то РМ-+-МЕ>ЛЕ (кн. 1, пред. 20), 
но МЕ=МА (кн. 1, опред. 15), схВдовательно: 


ОМ-+-МА>ТЕ 
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откуда ЛДА>РЕ. 
Треугольники ОМЕ и ОМР имЪютъ по двВ равныя стороны: 
МЕ=МЕ (кн. 1, опред. 15), ОМ общая, уголь ДОМЕ>/ШОМЕ, сл 
ховательно (кн. 1, пред. 24) ДЕ>ОЕ, точно также ИЕ> ЛС. 
Фиг. 120. 
р: 


Д 
ИА 


\ 
^\ 


В) Проведемъь прямыя МН, МГ, МК, то МЕ+-КО>ОМ (вн. 1, 
пред. 20), т. е. МК--КО>МЕ--П@, ю МК=МВ, (вн. 1, опред. 15), 
сфховательно (кн. 1, акс. 5) К)>Лв. 

Треугольники ОМН и ОМГ имЪють по дв» равныя стороны 
МН—МГ, (кн. 1, опред. 15), МР общая, уголь ДЬМН> (ОМГ, сл- 
ховательно ОН>ОГ, точно также ДЕ>РК. 

с) Положимъ теперь, что прямыя ОК и ОВ равно удалены, т.е. что 
КОМ=(ВПИ. Треугольники МКР и МВШ имфють по дв» равныя 
сторны МК—МВ (кн. 1, опред. 15), МО общая, уголь  КРМ= ВРМ, 
сфловательно, (кн. 1, пред. 4) РК=ОВ, Положимъ еще, что вкром8 ОВ 
еть еще другая прямая Р№=РК; если это возможно, то, замфчан что 
ч имфемь РА=—=ОВ и ОЕ=РМ, мы найдемъ (кн. 1, акс. 1), что 
)В=ЛМ, что невозможно, велфдетве доказаннаго въ 5): 

Примич. 4. Въ предложени 7, доказывая что ЕРО>Рб, быю взято, что 
„_ВЕЕ> /СЕЕ, а иежду т%мъ дано, что /ВЕО>/ ВЕС. Вь пред. 8 было предполо- 


жево, что точка К находится внутри треугольника ДОГМ, а точка Е внВ треугольника 
ФМЕ. Оба эти похоженя можно показать съ помощью предложений 16 и 21 ккиги 1. 


Предзожене 9. Если изъ кавой нибудь точки Г), хежащей внутри 
круга АВС, можно провести къ окружности больше двухъ прямыхъ лин 
24, РВ, ГС равныхъ между собою, то точка Г будегь центрь круга 
АВС. 
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Доказат. 1) Соединимъ точки А и В, Ви С прямыми АВи ВС и 
раздёлимь АВн ВС въ точкахь Е и Р пополамъ (вн. 1, пред. 10). Про- 
ведем ДЕ и РЕ и продолжимъ ихъ въ обв стороны до встрчи съ ок- 
ружностью въ точкахъь К, а, Г, Н (фиг. 121). 


Фиг. 121. 


Въ треугольникахь ЛЕД, и ВЕЛ сторона ДЕ общая, ВЕ=АЕ, 
РА—=УВ по условю, слФдовательно (вн. 1, пред. 8) и ДХЕА= РЕВ. 
Такъ какъ эти посхздне углы сиежны, то каждый изъ нихъ есть прамой (кн. 
1, акс. 10). Сл8довательно прямая @К перпендикулярна къ прямой АВ 
и дълить ее въ точк® Е пополамъ, & на такой прямой лежить центръ 
круга (кн. 3, пред. 1). На томъ же основани центръь круга АВС лежитъ 
и на прямой ЁН, слЪховательно центръ круга есть точка Ш, общая пря- 
мымъ СК и ГН. 

Доказат. 2) Цусть точка Г не будетъ центръь круга АВС, н пусть 
центръ круга будетъ точка Е (фиг. 122). 


Фиг. 122. 


=“ 


Проведемъ прямую ДЕ и продолжимь ее въ об стороны до встрёчи 
съ окружностью въ точкахъ Ё и @. Если точка Л) не есть центръ вруга, то 
20>рв>рА(вни. 3, пред. 8), что противорзчить положеню ООрВ=ЛА. 
Ся№ловательно, исключая точки 0, никакая другая точка Е не можеть 
быть центромъ круга. 
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Приньх. 5. Если бы мы вззли точку Е внутри угль АХЮС, то нельзя бы было сз- 
зать, что 2С>РВ и ПВ>ЛА, но можно сказать, что ОС али ДА меньше ОВ, а этого 
м хостаточио для доказательства предложении. 

Предложенще 10. Два круга, больше чВмъ въ двухъ точкахъ, перееВчься 
ие могуть. | 

Доказат. 1) Положимъ, что первый кругь пересёкаеть другой кругъ 
АВС въ трехъ точкахь Ш, В, Е (фиг. 123). 


Фиг. 193. 


Соединииъ точки Е и В, Ви Г прямыми ЕВи ВЛ ивь точкахъ Ён 
Сб раздВлимЪъ эти прямыя пополамъ. Изь точекъ Ён @ возставимъ пер- 
пендикуляры РС и СК въ прямымъь ВЕ и ВШ и продолжимъ эти пер- 
певдикужяры въ 0бЪ стороны до встрёчи съ окружностью въ точкахъ А и 
С, Ки Н. Тэакъ вакъ точки Г), В, Е лежать на обоихъ вругахъ, по по- 
ложеншю, то центры этихъ круговъ лежать на пересёченн прамыхь Ни 
АС въ точь» Г (ви. 3, пред. 1), что невозможно (ки. 3, пред. 5). 

Доказат. 8) Цусть два круга АВС и РЕЕ, если возможно, пересз- 
кутся въ трехъ точкахь В, @ и Е (фи. 124). 


| Фиг. _ | 
2 


Пусть К будетъ центрь круга АВС, соединимь К сь В, би Е 
прамыми КВ, КД, КЕ. , 
Такъ какъ К есть цектрь круга АВО, то КВ-=КВ-=ЕР (ки. 1, 
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опред. 15). Но точка К находится также въ равномъ разстоянн и отъ 
трехъ точекъ окружности ДЕЁ, сх%довательно она есть центрь и круга 
ХЕЕ (кн. 3, пред. 9). Сх№ховательно точка ЮЖ есть центрь двухь пере- 
сЗкающихся круговъ, что невозможно (кн. 3, пред. 5). 


Примич. 6. Такъ какъ точка К, въ посхёднемъ доказательствь, можеть быть взята: 
внутри круга ДЕР, на его окружностя н вн его, а Евкхидь раэсматриваеть только иер- 
вое ея положеше, то это доказательство ие полно. Чтобы его пополнить положимъ, что 
точка К лежить вн круга ДЕЕ, но это будеть противорёе предложено 8 внигн 3. 
Если точка лежить из окружности РЕЕ, то мы волучимъ такое же противор8 че. 


Предложене 11. Если кругь АДЕ касается круга АВС и лежитъ 
внутри этого посл дняго, то прямая, соединяющая ихъ центры пройхетъ, 
будучи продолжена, чрезь точку касатя (фиг. 125). 


Доказат. Положимъ, что прямая проведенная чрезь центры Ен @& 
круговь АВС и АЛЕ не проходитъ чрезъ точку ихъ касашя А. 


фиг. 195. 


Проведень АЁн АС и соединимъ центры Ёи @ прамою НС, ко- 
торая встрётить оба круги въ точкахъ Ни С, риЕ. Вь треугольник 
АРС мы иыфемь Еб--СА>ЕА (кп. 1, пред. 90), вю @А=6р, 
ЕАЗЕН (вн, 1, опрех. 15), схфдовательно #@--@0)>ЕА-ЕН=РЕ-+-СН, 
или @0>СН, (кн. 1, акс. 4), что невозможно (кн. 1, акс. 9). СхВдова- 
тельно прямая, соединяющая центры касающихся внутренно круговъ, 
проходить чрезъ точку касая- 

Предложеще 12. Если два круга АВС и АГЕ касаются внЪшве, 
то прямая, соединяющая ихъ центры, проходить чрезъ точку касашя А 
(фиг. 126). 

Доказат. Положимтъ, что прямая Е@, соединяющая центры Ёи С, 
не проходить чрезъ точку васашя АД, 
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Соединимъ точку касания А съ центрамя Е я @ прямыми АРи А@, 
Фиг. 196. 
в 


то мы имфемь АР-—=РО и АСЗ-—О@Л (кн. 1, опред. 15), схёдовательно: 
АЕ-АС—ЕО-СО 


откуда АР-АС<РЕОД, что невозможно, такъ какъ мы имземь АР--АС>Е@ 
(кн. 1, пред. 20). СхВдовательно прямая, соединяющая центры визшие ка- 
сающихея круговъ, должна пройти чрезъь точку касан!я. 

Прчмьч. 7. Въ предъидущихь двухъ предложешакь говорится 0 точеЕВ касан1я, но 


только въ слАдующемъь за этими предложениями показано, что два круга касаются только 
в; одной ТОЧЕЖ. 


Замфтимъ, что если въ предложен 11 точки Юн Н, и въ 19 точки С в Р пред- 
положимЪ совпадающими, то доказательства этихъ предложешй останутся годными. Оба 
эти вредложетя можно соединить въ одно: 

Если два круш касаются, то чхъ окружности моиитъ имють общую точку 
только на прямой, соединяющей ить центры. 


Предложенще 13. Два круга касаются внутренно или виЪишие только 
въ одной точк». 
Доказат. 1) Положимъ, что кругь ЕВЕ касается круга АВС внутренно 
въ двухъ точкахь Ви Л (фиг. 127). 
Фиг. 127. 


Соединимъ точки Ви Ш, изъ средины ВЛ) возставимъ иерпендику- 
хяръ (ки. 1, пред. 10 и11). Такъ каКЪ точки В я Г находятся на обВихь 
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ожружностяхъ, то прамая ВО лежить внутри обоикъ круговъ (кн. 3, пред. 
2). Ся»хдовательно центры этихъ круговъ лежать на прямой НС (вн. 3, 
пред. 1). Но прямая, проходящая чрезь центры касающихся круговъ, про- 
ходить и чрезь точку васашя (кн. 3, пред. 11), что невозможно, такъ 
какъ точки касашя Ви Ш не лежать на прямой @Н. 

Доказат, 2) Положимъ теперь, что два круга касаются визшне въ 
хвукь точкахь А и С (фиг. 128). ь 

Фиг. 128. 
в 
ь у. 


с К 


Соединимъ точки А и С прямою АС. Такъ какъ точки Ан С ле- 
жать на окружности пруга АКС, то прямая АС лежить внутри этого 
круга (кн. 3, пред. 2), но по положеню кругь АСК лежитъ внё круга 
АСВ, схВховательно прямая АС лежить внВ круга АСВ, что иевозможно, 
такъ какъ точки А и С лежать на окружности АСВ (кн. 3, пред. 2). 

Сл8довательно доказано, что два круга могуть касаться только въ 


одной точкЗ. 
Примтч. 8. Предложеня 12 м13 можно легко доказать на основаши предложенй 7 
и 8 этой нити, а схБдовательно овЪ мотуть быть поставленн выше этихъ предложен. 


Поедложене 14, Въ круг АВПС равныя прямых (хорды) АВ и СО 
равно отстоять отъь центра Е и прямыя АВ и СШ равноотстоящя отъ 


центра Е, равны (фиг. 129). 
Фиг. 129. 


Доказат. 1), Пусть АВ-=СР. Изь центра Е опустимь на эти прямыя 
церпендикуляры ЕЁ и ЕС и соединимъ точки А и С сь центромъ Е. 
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Такъ какъ прямая ЕР перпендикулярна въ хорд АВ, то АВ=2АЕР 
(кн. 3 пред. 3), точно также ДО=2С@. Но АВ—=ЛС, сл№довательно и 
АЕР—СС (вн. 1, акс. 7), а также [АЁ=[ОС6. Но АЕ=СЕ (кн. 1, опр. 15), 
сяФловательно0 и []А4АЕ—={ОСЕ. Въ треугольникахь АЕЁ и СЕФ углы 
Ри С прамые, слВховательно (кн. 1, пред. 47): . 

ПАЕ—=ПАЕ-ЦЕЕ вн [1 ЕО=ГО--П ЕС. 
Откуда (кн. 1, акс. 1): 
ОАЕ+-ПЕЕ=0ОСа--ПЕС 
или (ки. 1, акс. 3) ЦЕЕ-=[{Е@, сл№довательно ЕЕ=Е, т. е. равныя 
прямыя АВ и СО находятся въ равномъ разстолни отъ центра Е. 
2) Если ЕЕ-ЕЯ, то ПЕЕ=ОСЕВ. 
Но мы имЗемъ, какъ выше: 
ПАЕ-ПЕЕ=Г0С- ПЕС 
откуда ГПАЕ=Г]О@ (вн. 1, опред. 3), схВдовательно АЕ=ОС; но 
АВ=ЗАРЕ и СП=2СС, сл№довательно АВ—=СШ (кн. 1, акс. 6). 

Примич. 9. Об части этого предложешя можно доказать проще изъ равенства тре- 
угольниковь АЕЁГ в СЕС. 

Предожене 15. Даметрь АД круга АВСЮ больше каждой изъ 
хорлъ круга и каждая хорда, лежащая ближе къ центру Е, больше хорды, 
чежащей дальше отъ этого центра (фиг. 130). 

Доказат. Пусть данных хорды будуть ВС и ЕС. Изъ центра Е опуе- 
тижъ на ВС и ЕС перпенликуляры ЕК и ЕН, и пусть ЕК>ЕН, т. е. 
что хорда ВС ближе къ центру чфмъ хорда Е@-. На периеидикуларв ЕК 
оть точки Е отложимь ЕГ-—ЕН и изъ точки Г, возставимъ перпендику- 
заръь къ ЕК (кн. 1, пред. 11) и продолжимъ его до ветрёчи еъ окружностью 
въ точкахь Ми М. Такимъ образомъ получимъ хорду М№=ВОС (кн. 3, пред. 
14!. Наконець соединимъ точки М, №, Е, С съ центромь Е пряными ЕМ, 
ЕМ, ЕЕ, ЕС. 


Фиг. 130. 


Такъ вакъ ЛЕ-ЕМ и ЕЛ-=ЕМ (кн. 1, онред. 15), то Ар-=ЕМ--ЕМ. 
19 
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Но изъ треугольника МЕМ мы имфемь ЕМ--ЕМ> ММ (кн. 1, пред. 
30) ии А)>МИ=ВС. 

Точно тавже мы имфенъ ЕАМ=ЕЕ, Е№=ЕС (кн. 1, опред. 15) и 
И МЕМ> (ЕЕС, слфдовательно (кн. 1, пред. 24) М№=ВС>ЕВ. 

Итакъ доказано, что щаметръ круга есть наибольшая хорда и что 
хорда лежащая ближе къ центру больше той, которая лежитъ дальше оть 
центра. 

_ Предложеще 16. Нерпендикуляръ АЕ, возставленный изъ конца А 
даметра АВ круга АВС, находится вяВ круга, и иельзя провести ни од- 
ной прямой, чрезъ точку А, между прамою АЕ и окружностью, которая 
бы ие пересфкала окружиости (фиг. 131). 

Доказат. 1) Цоложимъ, что перпендикуларъ, возставленный изъ точки 
А, какъ наприм®ръь АС, лежить внутри круга. 

Фиг. 131. 


Соединимъ центрь Л круга съ С, то СО=АД (вн. 1, опре. 15), 
откула ДРСА=ИРАС (кн. 1, пред. 5), но уголь РАС, по положеню, 
прямой, схёдовательно и уголь ОСА также прямой, что невозможно (ки. 
1, пред. 17). Изъ этого видимъ, чщо перпендикуляръ весь лежить виъЪ 
круга АВС. 

2) Между перпендикуляромь АЕ и овружностью вельзя ипро- 
вести чрезъь точку А ни одной прямой, которая бы ие встрётила ок- 
ружности. 

Положимъ, что возможно провести такую прямую и пуеть она будеть 
АР. Изь центра Г) опуствмъ на АЕ перпенхикулирь О@. Въ треуголь- 
‚ник8 РАС уголь ОСА прямой, по посгроешю, сяЪдовательно уголь 
САЛ меньше прамаго (ки. 1, пред. 17), откуда ОА>ЮОС (кн. 1, пред. 
19), ню РА=ОН, слВловательно ОН>Об, что невозможно. 

Слъьдстве. Изъ этого видио, что перпендикуляръ, возставленный изъ 
конца даметра круга, касается круга (кп. 3, опред. 2) только въ одной 
точкВ и что въ одвой точкВ окружности только одна прлыая касается ея. 
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Предложенще 17. Изъ денной точки А ви круга ВСО провести ка- 
сательную къ кругу (фиг. 132}? | 

Рьшщшете. Соединимъ центрь Е круги ВСР съ точкою А прямою 
АЕ, эта прямая встрётить окружность въ точкВ О. Изь точки ЕЁ раду- 
сомъ равнымь ЕА опишемъ окружность АЧЁ, изъ точки Ш возставимъ 
перпендикулаярь ОР къ ЕА (кн. 1, пред. 11), который встрётить окруж- 
ность АСР въ точкЁ Ё, соединимъ точку Ё съ центромъ Е, прямая ЕЕ 
встр$тить окружиость ВСП въ точк® В, которую соединимь съ даиною 
точкою А. Прямая АВ и будеть касательная. 


Фиг, 1329. 


Такъ какъ точка Е есть центрь круга АСЕ, то ЕА=ЕР (вв, 
опред. 15). Точка Е есть также и центрь круга ВСО, слдовательне 
ЕФ=ЕВ. Уголь АЕР есть общ треугольникамь ЕВА и ЕБЕ, сльдо- 
вательно эти треугольники равны (кн. 1, пред. 4). Изъ равенства этихъ 
треугольниковь сл®дуеть равенство угловъ ЕДЕ и ЕВА, но угольЗ ЕОЕ 
прямой по построеню, сх8довательно и уголь ЕВА также прямой (ки. 1, 
акс. 11). Изъ этого видимъ, что изъ конца В прямой ЕВ, проходящей 
чрезъ цеитръ круга ВС, возставленъ перпендикуляръ АВ, слЁдовательно 
АВ есть касательная въ точкЁ В къ кругу ВОД (вн. 3, пред. 16). | 


Если бы данная точка А лежала на окружности ВС, наприм8ръ 
въ точкЁ О, то чтобы провести касательную въ точк8 О къ окружности, 
надобно только изъ точки Р къ радусу ЕД возставить перпендикуляръ 
ЛЕ (кк. 3, пред, 16). 


Примич. 10. Замфтимъ еще, что перпендикухарь ПЕ, будучи продоаженъ въ про- 
тивоволожную сторону, встрётить окружность еще въ другой точЕВ Е, которая тТаЕныъ 
же построейемъ даеть другую касательную АВ, изъ той же точки А, сявдовательно, изъ 
дАЕНОЙ точки виз круга можно провести дв касательныя къ окружиости, 068 эти коса» 
тельных резны и одинаково наклонены въ прямой АЕ, Есть еще другое рёнеше этой за- 
дачи, которое излагается во всЪхь нашихь руководствахъ. 


Предложене 18. Если прямая ОЕ касается круга АЕВ въ точкЬ 
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В, то рамусь СВ, проведенный изъ центра въ точку касашя В, перпеи- 
дикуляренъ къ касательной ДЕ (фиг. 133). 

Доказат. Положимъ, что СВ не есть перпендикуляръь къ ДЕ, & что 
есть другая прямая С@, перпендикулярная къ ОЕ, слВловательно уголь 
ССВ прямой, откуда ДСбВ> [СВО (вв. 1, пред. 17), а изъ этого по- 
ся» дняго иеравенства слёдуеть ВС>С@ (вн. 1, пред. 19), но ВС=ОЕ 
(ки. 1, опред. 15), слёдовательно СЕ>ОС, что невозможно (ки. 1, акс. 9). 

ь фиг. 133. 


Г. 
я в © 

СлЗдовательно, исключая СВ, никакая другая прямая, не можеть 
быть перпендикулярна къ ОЕ. 

Примич. 11. Это предложеше литые, такъ какъь оно ничего ие прибавляетьъ къ 
предложению 16 шастоящей книги. Въ самомъ дёл$, въ предложети 16 показано, что есть 
только одна прямая, касающаяся круга въ данной точьЪ, и что уголь между этой прямой 
и ращусомъ, проведеннымъ въ точку касатя, есть прямой. 

Предложевще 19. Если прямая ГЕ касается круга АСВ въ точкВ 
В, то перпендикуляръь ВА, возставленный изъ точки кзсашя В къ каса- 
тельной ДЕ, пройдетъ чрезь центръ С круга (фиг. 134). 

Доказат. Положимъ, что центръ даннаго круга не находится на пер- 
пендикуляр8 ВА, слЁдовательно онъ будетъ, гдЪ нибудь, въ точк® Ё вн 
этого перпендикуляра. 


я. 


Фиг. 134. 
А 
С; 
р `В -й’ 


Соединимъ точку № съ В, то ЕВ будеть перпендикуляръ къ ДЕ 


9 


(к. 3, пред. 18), селфдовательно уголь ЕВЕ прямой, & поэтому 
[СВЕ=СЕВЕ (кн. 1, акс. 10), что невозможно (кн. 1, акс. 9). СлЪхо- 
вательно пикакая точка, лежащая виз прямой ВА, не можеть быть центромъ 
груга АСВ. 

Предложене 20. Въ вругё АВШ уголъ ВОГ, имвющ вершину въ 
центр С, равенъ удвоенному углу ВАО, имзющему вершину А на окру&- 
виети круга, если эти углы упираются сторонами на одну и ту-же дугу ВО. 

Доказат. Случай 1) Положимъ, что одва изъ сторонъ АВ угла ВАЛ про-. 
ходить чрезъ центръ круг& (фиг. 135). Соединимъ центръ Ссъ О, то получииъь 7, .., 
треугольникъ АДС, въ которомь САО (вн. 1, опред. 15), слЪхдовательно и (<: °::.. 
(ЛАС=ХСРА (вн. 1, пред, 5). Но уюлъ ДВОр=ЕРАС-+- СПА | г’; С 
(кн. 1, пред. 32), сл довательно: 1. 

Е ВСр=2 (ЛАС. 7 


Фиг. 135. 


утка 5:2 


р. 


в р 


Случай. 2) Центръ круга лежитъ между сторонами угла ВАХ (фиг. 
136). Соединимъ центръ С съ точками Ви Ш, и проведемь даметрь АЕ. 
На основани предъидущаго случая получимт: 

С ВСЕ=2ИВАЕ, ПОСЕ=2ЕЛАЕ, 
складывая (вн. 1, акс. 2), получимъ: 


И ВОр—=9/ ВАР. 
Фиг. 136. 
А 
В р 
Р.М 


Случай. 3) Центръ круга лежить вн угль ВАЛ (фиг. 137). 
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Соединимъ съ центром С’ точки В и ДО и проведемь даметрь АЕ, 
то изъ 1) получимъ: 
(ВСЕ=ЗИВАЕ, КОСЕ=?ЕЛАЕ, 
вычитан, найдемъ (кн. 1, аке. 3): 
(ВСр=2/ ВАШ. 


Фиг. 137. 


р Е 
Примич. 12. Въ первой книг» въ 6 приифчаши мы опредфлили выпуклый угогь, 
назвазъ омлуклымь угломъ тотъ, который больше выпрлиленнаю, или что тоже, который 
больше двухъ прамыкъ угловъ. Изъ этого видимъ, что если въ фиг. 186 соединимъ точки 
Ви» ЕЁ, то получимь ив основан 1): 


ИВОА-/ВЕА, /РСА-З/РЕА 
силадывая найбдемь (кн. 1, акс. 2), что выпуклый уголь ВСр—2/ ВЕЛ. 
Предложеще 21. Въ кругё ВАОН, всВ углы ВАО, ВЕР, ВЕО....., 
помвщенные въ одномъ н томъ же сегмент ВАЕЕО, равиы между собою 


(фиг. 138). 


Доказат. Если С будеть центръ даннаго круга, то; соединяя С съ 
Ви Ш, получимъ (кн. 3, пред. 90): 
Е ВСр=2И ВАР, ДВОР=2И/ВЕО, (ВСР=2ЕВЕР 
и т. д, сл» ховательно (ки. 1, акс. 1) мы имЗемъ: 
(ВАР ЕВЕР==ХВЕР=.... 


Фиг. 138. 
я _х 
7. 
В д 
н 


Приитч. 13, Евклидь дожазаль только этоть случай, мо не довазаль случая, когда 
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угль помфщены въ сегментв ВНГ. Этоть случай прибавили Симсонъ и хруМе. Доказа- 
тельство его непосредственно сл$дуетъ изъ прим8ч. 12 этой инвти. Въ самомъ дёл8 веВ умы, 
поифщениые въ сегментв ВНП, равны поховин® вымуклаго угль ВСГ. 

Вс углы, ностроенаые на АВ, кошхъ вершины лежать внутри сегмента АСВ, бу- 
дуть больше углозь, номщенинхь въ сегментв. Въ самомъ хёлё, пусть вершный ТГ) угла 
АПВ лежить ввутри сегиелта АСВ (фиг. 189). 


Фиг. 139. 


Продоажимъ сторону АД до встрёчи съ окружностью въ точкё Е и соедавныь Е 
съ В, то /АДВ>/АЕВ (вв. 1, пред. 16). 

Вс углы, коихъ вершины лежать виз сегмента АСВ, съ той стороны прямой АВ, 
съ которой лежить сегменть АСВ, будуть меньше угловъ, помфщенныхь въ сегмент. 


Въ самомъ дёл%, нусть вершниа 2’ угль АЮВ лежить виз сегмента АСВ. Одва 
изъ сторонъ, напримёръь ЕВ, нересфкаетъ окружность въ точЕЁВ С, соедвнимъ эту точку 
съ точкою А, то изъ треугольника РАС получит: 


ДАЕВ< / АСВ. 


"Теперь легко доказать одно изъ весьмь важныхь свойствъ треугольвиковъ, построен- 
выхъ на общемъ основави АВ съ одной его стороны и имЁющихь равные углы, противо- 
лежзше осиованю. Это свойство состонтъ въ томъ, Что вершины, такимь образомъ 
построенныхь треуюльниковт, ест лежать на окружности одною и тою-же сезмента круз. 
Вьсаномъ дёлЁ, если чрезъ точен А, В и вершину С, одного изъ треугольинковъ, проведемъ 
окружность АСВ, то вс углы, вонсанные въ сегменть „АСЕВ, будуть равны углу АСВ. Но 
мы выше показази, что углы, конхъ вершины лежать вн или воутри сегмента будуть меньше 
изи больше угла АСВ, слЗдовательно вершины аостроенныкь треугольников не могутъ 
лежать вв окружности сегмента АСВ. Задача: описать кругъ около треугольника, на ко- 
торой мы осзовали предъидущее доказательство, р®шена авы только въ ГУ книгв 
въ 5 предложени. 


Иредложене 232. Во всякомъ четыреугольник АВС, вписаниомъ 
въ кругВ, сумма противолежащихь угловь ВАШ и ВСШ равна двумъ пря- 
мымъ угламъ (фиг. 140). 

Доказат. Соединимъ А съ Си Всъ Ш, то мы имфемь ДСОВ= ВАС 
(ВЬА=ЕАСВ (кв. 3, пред. 21). Складывая, получимъ (ки. 1, акс. 9): 


д АрО= с ВАС С АСВ. 
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Придадвиъ къ обфимь частямь по углу АВС (вн. 1, акс. 9), то 
найдемъ: 


С АВС-+ Д АОС= { ВАС+  АСВ+ { АВО=?24 (ки. 1, пред. 32). 


Фиг. 140. 


Примьч. 14. Весьма важное обратное предложеше также нмфеть м8сто: есди сумма 
прот улов, въ какомъ нибудь чепыреуюльникю, равна двумз прамымь униимз, 
то около четыреуюльника можно откать крут. Пусть АВС будеть такой четыре- 
угольникь (фиг. 141).‹Опишенъ круг около треугольника АВС (кн. 4, пред. 5). 


т к/к 3 Ч т Фиг. 141. 
сос, 4 37, С? |, ЖЖ. \ 
гама 0. . м - > 
р : ты 4. ой у 
Аз С =ЕХ : 2 9-^9 61 ВЛ: 


В+ @ а 
плз А -6 +4} 
ы .: 4 706 = +“ 10. +0, ` у р = АЗ. 
ро “5. а. + 4 зы й 


1 м 
` 
{2 кв мет 


ое ых '. м, 
кре г. у 
й Есла оБружвость этого круга не пройлетъь трезь точку Л), то точка Г) будетъ 2е- 
жать вилы во, изн нутри, сегмента АКЕС. Продолжимъ сторону СБ до встрёчи съ об- 
руквостью въ точкВ Е и соедвинмъ ве съ А. Сумма угловъ Вв К равна двумъ 
прямынъ угламъ (ки. 3, пред. 22). Но, по воложен, сумма угловъ В и Р также равва 
хдвумь прямымъ угламъ, сяфдовательно уголь СЕА разенъ углу СРА, что невозможно 


(вн. 1, пред. у 16). 


Предложение 23. На одной и той же прямой лиши АВ и сь одной 
ея стороны невозможно описать два подобные и неравные сегмента 
(фиг. 142). 


Доказат. Положимъ что возможно ва прямой АВ описать два подоб- 
ные и неравные сегмента АСВ и АОВ. 
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Чрезь точку А проведенъь прямую, встрёчающую оба сегмента 
2 Фиг. 142. 


„225%, 


вь точкахь ШП в С. соединимъ эти точки съ точкою В, то мы бу- 
дехъ инзть ДАДВ-= Д АСВ (вн. 3, опред. 11), что невозможно (ки. 1, 
прех. 16). 

Предложеще 24. Подобные сегменты АЕВ и СОЕ, построенные на 
равныхъь прямыхь АВ=СЕ, равны межлу собою (фиг. 143). 

Доказат. Нанесемъ сегуенть АЕВ на сегмеить СШЕ, такъ чтобы 
освоваше АВ совпало съ основашемь СЕ. Если бы дуги АЕВ 
и СОР не совпали, то или одна дуга будетъь вся внЪ другой, или он} 
пересВкутся еще въ третьей точкф. Первое предположеше невозможно 
вслВястве (кн. 3, пред. 23), а второе невозможно веллествие (ки. 3, пред. 10). 
С+Вдовательно дуги АЕВ и СОР совпадуть, а сафловательно и сег- 
ченты совизстятся. 

Фиг. 143. 


р: р 
а 


Предложен 25. Даиный сегменть АВС дополнить до круга? 

Рьшене. Раздваимь АС въ точк8 ПШ пополамъ (кн. 1, пред. 10). 
Изь точки Л возетавимъ перпенликулярь ПОВ. Соединиыъ Л сь В, то 
7озъ АВО можеть быть больше, равенъ, ихи меньше угла ВАД (фиг. 144). 


Фиг. 144. 


1) Уголь 4АВО> Д ВАШ. Нь прямой АВ построииъ Д ВАЕ= / АВР, 
Продолжимт ВД ло встрёчи съ АЁ въ точк6 Е и соединимъ Е съ С. Мы 
и ель ВЕ-=АЕ (кн. 1, пред. 6). Въ треугольникахь АГ/Е и СПЕ, 
сторова ДЕ общая, А)—ОС, по построешю, углы при О равны, схЬдо- 

20 
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вательно и ЕА=ЕС (кн. 1, пред. 4). Откуда виднмъ, что точка Е есть 
центръ искомаго круга (кн. 3, пред. 9). Изъ этого ясно видно, что въ 
этомъ случа сегменть АВС меньше половины круга, такъ какъ центръ 
лежить вн сегмента. 

2) Уголь АВО=/ ВАГ. Вь этомъ случа, А)=ВР (ки, 1, пред. 6), 
во А)—=ОС, сл8довательно точка Г) есть центръ искомаго круга (кн. 3, 
пред. 9). Въ этомъ случа сегментъ равенъ половин круга (фиг. 145). 


Фиг. 145. 
В 


А т с 


3) Ушль АВР < ДВАР. На прямой АВ постреимъ уголь. 
ВАЕ=ХАВО, соедининъ Е съ С (фиг. 146). 
Фиг. 146. 


4 


в 


Ех 


А й с 


Въ этомъ случа можеть быть доказано, какъ и въ первомъ, что 
АЕ=ЕВ-=ЕС, сл®довательно Ё есть центръ искомаго круга (кн. 3, пред. 9). 
Такъ какъ центрь Е лежить внутри сегмента АВС, то онъ больше 
полукруга. | 

Предложене 26. Въ равныхь кругахь АВС н ШЕЕ, какъ равиые 
углы ВСС н ЕНЕ прн цевтрахъ, такъ и равные углы ВАС н ЕЩЕ на 
окружностахъ, упираются на равныя дуги ВКС и ЕГР (фиг. 147). 


Доказат. Соединимъ В съ Он Есъь Е, Въ треугольникахъь ВСС 
в ЕНЕ, Вб= ЕН, СС=ЕН, вкакъ рамусы раввыхъь  круговъ, 
(ВСО—=ЕЕНЕ, зо положению, сл5довательно и ВС-=ЕЕ(кн. 1, пред. 4). 
Но по положению углы А и Ш равны, слЗдовательно, въ четыреугольни- 
кахъ ВАСК и ЕШЕГ углы Кн Г, также равны (кн. 3, пред. 22), а сл- 
довательно сегменты ВКО и ЕЁ подобны (ки. 3, опред. 11), в ееди они 
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подобны, то и равны (ки. 3, пред. 24\, откуда м дуги ВКС и ЕГР так- 
же равиы. 


фиг. 147. 


А 


Предложене 27. Въ равнихъ кругахъ АВС и ОЕЕ углы ВВС к 
ЕНЁ, ВАС и ЕДЕ, упирающеси на равныя дуги ВО и ЕЁ и имвюще 


вершины, шервые два вт, ценграхъ круговъ, а вторые на окружносгяхь, бу- 
дуть равны (фиг. 148). 


Доказат. Положимъ, что углы ВСС в ЕНР иеравны, слВдователь- 
но одинъ изъ нихь будеть больше, напримёръ ВСС. Построимъ 
(ВСК—=ДЕНЕ, то ди ВК=ЕЕ (вн. 3, пред. 26). Но по условию дуга 
ВС=ЕЕ, слЗдовательно дуга ВКВС, что невозможно (ки. 1, акс. 9). 
СяЪдовательно углы ВС и ЕНЕ не могуть быть иеравиыми, а если они. 
равны, то и ДВАС=ДЕОЕ (ки. 3, пред. 90). 


Фиг. 148. 


В СЕ Га 
.4 


Предложеще 28, Въ равныхъ кругахь АВС и ЕЕ равныя хорды 
ВС и ЕР стагиваютъ равныя дуги ВСС и ЕНЕ (фиг. 149). 


Доказат. Пусть цевтры даивихь круговъ будуть Жи Г. Соедниимъ 
цевтрь К съ точками Ви С и центрь Ё съ точками В и Е. 
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Въ треугольникахь ВКС и ЕЁГЕ, сторона В0=ЕЁР но уежовыю, 
ВК=ЕГ и КО=ГР кавъ ралуеы равпыхь круговъ, сл\®довательно и 


фиг. 149. 
; м 
«= 
РА 
В с Е 5’ 
с я 


ИВКО=ДЕГЕ (вн. 1, пред, 8). Если углы К и Ё равны то и 
ДА=ЕО (кв. 3, вред. 20) в Д6=ДН (ви. 8, пред. 22). Сл®хова- 
тельно, какъ дуги ВАС и ЕШР, такъ и дуги ВЕС и ЕНЕ равны (кн. 3, 
пред. 26). 

Предложене 29. Въ равныхъ вругахь АВС н ОЕЁ равнымт, дугачъ 
ВОС в ЕНЕ приналлежать н равния хорлы ВО н ЕЁ (фиг. 150). 

Доказат. Пусть К и Г будутъ центры данных кругов. СоединимЪ 
цеитрь А съ точками Ви С и центрь СЁ съ точками Ен Р. Прямия 
ВК, СЕ, ЕЁ и ЕТ. будуть всВ равны (ки. 3, опрех. 1). Но такъ какт, 
дуги ВСС и ЕНЕ равны по условю, тои ДК=ДИЁ (ви. 8, пред. 27), 
слфловательно ЛАКВС-=АГЕЕ (вн. 1, пред. 4), откуда ВС=ЕЕ. 


фиг. 150. | 


д . р 


в 


Ри / 
ВИ 
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Предложене 30. Данную дугу круга розхВлить иополамъ (фиг. 151)? 
Рьшене. Пусть данная дуга круга будеть АДВ. Соединимъ точки 
Аи Вн раздВлимъ хорду АВ въ точкЕВ С пополамъ (ки. 1, пред. 10). 
Изъ точки дёлен!я возставимъ периендикуляръ СД, въ точкВ встр®чи О, 
дуги АДВ съ периендикуляромъ ДС, дуга АПВ ни будетъ разд®лена по- 
цоламъ. Въ самомъ л&лЪ, соедниимъ точки Ан В съ точкою 0, то тре- 
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угольники АДС и ВОС равны, такъ какь АС=ВС, ОС сторона общая, 
углы при С прямые. сллонательно и АД)-=ВО, откуда и луга А)=луг8 РВ 
(кн 3, пред. 28‘. 

Фиг. 151. 


ТУ, 


с 


Предложене 31. Уголъ, вписанный въ полуокружность ВАС, ` есть 
примой, вписанный вЪ сегментъ больший  полуокружности мепыле прямаго 
угла и вписанный въ сегменть менын полуокружности больше прямато 
угла (фиг. 152). 

Доказат. Пусть АВСП будетъ иругъ, коего даметрь есть ВС, а 
цевтръ Е. 

Проведемъ хорлу АС, раздВляющую кругъ ва диз сегмента АВС и 
АПС, изъ ковхъ первый больше полукруга, а второй меньше. Уголь впи- 
санный въ полукруь ВАШС будетт, прямой, винсанный въ сегменть АВС 
будеть меныне прямаго п вписанный въ сегиенть АДС будеть больше 
прямаго. 

Соединимъ А съ В, А въ ри О съ С. Соединимъ еще А съ цен- 
тромъ Е и продолжимь ВА до точки Р (фиг. 152). 


ДА 


1) Такъ какъ въ треугольникахь АВЕи АВС углы ДАВЕ=ИВАЕВ 
и 2 ЕАС=СДАОСЕ (кн.1, пред. 5), то, складывая, получим (кн. 1, акс. 2): 


С ВАС= Д АВС+ ДАСВ. 


Но внфший уголь ЕАС= Д АВО-- ДАСВ (ки. 1, пред. 39), сл до- 
ватедьно ДЁРАС-= Д ВАС, откуда (кн. 1, опред. 10) уголь ВАС=Аа. 
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2) Вь треугольник\ АВС уголь ВАС—@,  ся№доввтельно 
С АВС-+ Д АСВ-=4 (кн. 1, пред. 32), аткуда уголь АВС<@, т. е. уголь, 
вписанный въ сегиентъ большй полуокружности, меньше прямаго угла. 

3) Четыреугольникъ АВС виисанъ въ кругь, слёдовательно сумма 
противолежащихь угловъ АВС и АПС равна двумъ прямымъь угламъ 
_ (кн. 3, пред 22), т. е.: 

ДАВС АШС=2а 


во ДАВО<@, вакъ мы выше показали, схВдовательно ДАДС>4а (вв. 1, 
акс. 5), т. е. уголь вписанный въ сегментъ меньший полусхружности больше 
прямаго угла. 

Примтч. 15. Изъ того, что въ треугольник АВС уголь ВАС--/АВС+/ АСВ можно 
прямо заключить, что уголь ВАС—, безь пособщ смежнаго ему угла РАС. Въ самомт, 
дл, /ВАС+-/АВС+-/ АСВ—34 нап 2/ ВАС. -94, откуда /ВАС-=4. 

Предложеще 32. Если прямая лнйя ЕЁ кАсветСя круга АШСВ вь 
точкВ В и еслн изъ точки касаня проведемъ, какую нибудь, прямую ВД), 
то углы ОВР и ОВЕ, образуемые ею съ касательно» ЕЁ, будутъ равиы 
угланъ вписаннихь, первый въ сегменть ВАО, з второй въ сегменть ВС 
(фиг. 153). 

Доказат. Изъ точки В возставимъ перпендикулярь ВА къ касатель- 
ной ЕЁ (кн. 1, пред. 11). На дугВ ВО возьмемъ, какую нибудь точку С 
и соединимь А съ О, Хе Сн Ось В. 

1) Такъ кавъ ВА есть дмаметръь (кн. 3, пред. 19), то уголь АДВ 
есть прямой (кн. 3, пред. 31). 

Если уголь АШДВ есть прямой, то ДОАВ+-ДАВО=а, во 
ДАВО--ИОВЕ-—а, сл8довательно (кн. 1, акс. 1): 

ОАВ+ДАВО=ДАВО+ЕОВЕ, 


откуда, отнимая по углу АВД, найдемъ что ДОВЕ=/ ЛАВ (вн. 1, акс. 3). 
: Фиг. 153. 


р: 
р 


я В 7. 


2) Въ четыреугольникв ВАЛО, вписанномь въ кругь, мы имфемь 
(ки. 3, пред. 22): 
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ИВАТ-- ДООВ=24, 


но 
ДЕВО-- /ОВЕ=24, 
Сл$ловательно (ки. 1, акс. 1): 
СВАР-+ /РОВ= ДЕВО-+ ИОВЕ . 


откуда, замёчая, что ДЕВО = ДВАШ, найдемъь (ки. 1, акс. 3) 
ЕОВЕ= ПСВ. 

Примнч. 16. Предложене, обратное предъадущему: Если чрезъ точку пересзчени, 
какой нибудь прямой съ кругомъ, проведена прямая, пересёкающая кругь в составзяю- 
щла съ первой прамой уголь, равный углу, вивсанному въ одинъ изъ сегментовь круга, ва 
которые его хёлить первая прямая, то вторая прямая будетъ касательнал къ кругу. 

Доказат. Въ самомъ д%л, положимъ, что проведениая прямая пересфкаетъ кругъ, 
но ве касается его, Проведемъ чрезъ точку пересфченя касательяую къ кругу, то шо 
прех. 32, ки. $ и по гипотез будеть слВдовать, что дв различный прямых, про- 
ходящя чрезь точЕУу пересёченая, составляютъ съ третьею прямою одинъ в тотъ-же 104%, 
что невозможно. 

Предожене 33. На данной прямой АВ построить сегментъ, углы 
винсанные въ который были бы равны данному углу С? 

Рьшене. Данный уголъ С можетъ быть острый, прямой или тупой. 

1) Цусть уголь С будетъ острый. Построимъ на данной прямой АВ 
уголь ВАО=ХС (вн. 1, пред. 23). Изъ точки А возставимъ перпендику- 
лярь АЕ къ АЛ (кн. 1, пред. 11) и раздЗлиыъ АВ въ точЕВ Р пюпо- 
замъ (кн. 1, пред, 10) (фиг. 154). 

. Фиг. 154. 


Изъ точки Е возставимъ перпевдикуляръ РС и точку С встр№чи его, 
съ прямою АЕ, соедивимъ съ точкою В, то изъ треугольниковь АСЕ 
и ВСЕ найдеяъь АС=ВС (ки. 4, пред. 4). 

Изъ точки С, какъ изъ центра, радусомъ АС опишемъ круть АВЕ 
м соединимъь В съ Е. Сегмеить АЕВ и будетъ искомый. Въ самомъ дВаЪ, 
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такъ какъ АЕ1 АД и АЕ есть ‘-даметрь круа АЕВ, то СДАЕВ= 
—=ВАГ-=О (вн. 3, пред. 32) 

2) Пусть уголь С=4. Построимъ на данной праной АВ уголь 
ВАГ= 8. Раздфлимъ прямую АВ, въ точкё Е поподамъ и радусомь АР 
опишемъ кругь АЕВ (фиг. 1655). 

Фиг. 155. 


© 


ЛЕВ и будеть требуемый сегментъ. Въ самомъ лдЬлЁ, если произ- 
вольно взятую точку Е на полуокружиости ЛЕВ соединимъ съ точками 
4 и В, то уголь АЕВ будетъ прямой (кн. 3, пред. 31). 

3) Наконецъ пусть уголь С будеть тупой (фиг. 156). 


Построимъ иа даниой прямой АВ уголь ВАО= ДС(®в.1, пред. 23). 
Изъ точки А къ прямой 11) возставимъ периендикуларь АЕ (кн. 1, пред. 11) 
и разхЁливь прамую АВ въ точь Р пополамъ, возставинъ изъ этой 
хочки къ АВ перпеидикуляръь РС. Точку С соедининъ съ Аи В. Ра 
дусонъь СА=СВ (кн. 1, пред. 4) опишехъ кругь АЕВ. Сегменть АНЬ 
в будетъь требуемый. Въ самомъ дБ2Ъ, уголь АНВ, вписанный въ этоть 
сегментъ, будетъ равенъ углу ВАЙ=ХС (кн. 3, прех. 572). 

Предложене 34. Отъ ланнаго круга АВО отдвлить сегмеитъ, выЪ- 
щаюний данный уголь Г (фиг. 157): 
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Рьшене. Въ точк® В, взятой на ОНО АВС, проведемь као 
тельную ЕР (вн. 3, пред, 17). 


Фиг, 157. 


(2 
А р 
Хх т 
В 


Въ тозкЕЁ В на прямой ЕЁ построимъ уолъ СВЕ=КР, то иско- 
мый сегментъ будеть ВАС, такь какь ДВАС=ЕСВЕ=ЕР (ка. 3, 
пред. 32). 


Предлюжеще 35. Если двЁ хорды АС и ВО пересВкаются внутри 
круга АВСО, въ точк Е, то прям. АЕ. ЕС=прям.ВЕ. ЕР. 


Доказат. 1) Если точка пересёченя двухъ хордъ есть центръ круга, 
то, очевидно, части АЕ и СЕ ВЕн ПЕ всЪ равны и мы вы\емъ 
прам. АЕ. ЕС-трям.ВЕ. ЕШ (фиг. 158). 


Фиг. 158. 
в 


С 
в 


2) Положимъ, что хорды АС и ВО пересфкаются не въ центр круга, 
наприм$ръ въ точ Е. Изъ центра Е опустимъ перпендикулярны Р@н ЕН 
на АС и ВТ) и соединииъ центрь № съ точками В, Си Е (фиг. 159). 


Такъ какъ 46—СС (кн. 3, пред. 3), то мы имфемъ (ки. 2, пред. 5): 


АЕ. ЕС+ОЕ=(@С 
21 
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прибавляя къ обфимъ частямъ но [СР (кн. 1, акс. 2), получимъ: 
Фиг. 159. 


Аа 
№ 


А 
ЛЕ. ЕО+ОВЕ+НОВЕ=С@С+-( ВЕ. 


Но уголь Р@С прямой, схЁдовательно (кн. 1, пред. 47): 


0@40-ПвЕ=ЦЕС и ОСЕ-ОВЕ=ОЕЕ, 
откуда: : 
АЕ. ЕСНОЕЕ=ОНЕС=ДЕВ. 


Точно также мы вайдемъ, что: 


ДЕ. ЕВС ЕЕ=СЕВ 
сл®довательно (вн. 1, акс. 1): | 
АЕ. ЕС-ПРЕ=ФОЕ. ЕВ-ГЕЕ 


откуда наконедъ (кя. 1, акс. 3): 
прям. АЕ. ЕС—=прам.ОЕ . ЕВ. 


Предложеже 36. Если изъ точки О, лежащей внЪ круга АВС, про- 
ведены дв прямыя ДА и ОВ, изъ коихъ первая пересЁкаеть кругъ 
въ точкахъь Си А, а вторая касается его въ точкЪ В, то квадратъ, по- 
строенный ина касательной ПДВ, равенъ прямоугольнику, построенному на 
ФАиС. 

Доказат. 1) Положимь, что сзкущая ОА проходить чрезь центръ Е 
круга АВС (фиг. 160). Соединимъ точку касаня В съ центромъ Е, то уголь 
ЛВЕ булетъ прямой (вн. 3, пред. 18), слдовательно, ]ОЕ=ОРВ-+-ОВЕ 
(кн. 1, нред. 47). Но какъь СЕ=АЕ, то АО. ОО-НЕОСЕ=ОСЕЮ (ки. 2, 
пред. 6) или, зам чая что СЕ=ВЕ, найдемъ: 
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Ар. О+П ВЕСЕ 


откуда: 
А. 00-ПВЕ=ООВ+ОВЕ, 


отнимая по С]ВЕ (ки. 1, акс. 3), получимъ: 


Ар.0О—=СЪвВ. 
Фиг. 160. 
р; 


7 В 6 


с 


2) Пусть сВвущая ДА не проходитъ чрезь центръ Е (фиг. 161). Изъ 
центра Е опустимъ перпендикулярь ЕР на с#кущую РА (вн. 1, пред. 12), 
исоединимъ центрь Ё съ В, Си Д. Такъ какъ хорда АС въ точкВ Е дф- 
тиея пополамъ (кн. 3, пред. 3), то АД. РОНПЕСЫСЕР (ка. 2, 
пред. 6), если къ обЪимъ частямъ этого равенства прибавимъ по СЕЁЕ 
(кн. 1, акс. 2), то получимъ: 

Ар. РО-НПЕС-ПЕЕ=ДЕО-НОЕЕ. 
Но уголь ЕЕ прамой, сл#довательно мы имфемъ (кн. 1, пред, 47): 
ПИЕС--ОЕЕ=ОЕС, СЕР--ЦЕЕ=ОШЕ, 
откуда: й 
др. рО+-0ЕС=ООЕ 
Фиг. 161. 


А В 


или, зам\чая что ЕС-ВЕ и что: 
ОРЕ=ОВО--ОВЕ 
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найдемъ: 
Ао. рО+-ОВЕ=СОВВ-+ОВЕ, 
отнимая по ВЕ (кн. 1, акс. 3) иайхемъ накожець: 
Ар. 2е=0 ВР. 

Предложеше 37. Если изъ точки Л), лежащей вн® окружности АВС, 
проведена сВкущая АЛ и другая прямая ОД, ованчивающаяся на окруж- 
носты въ точкВ В, и если прямоугольникъ 4А).ДОС равенъ квадрату ПОВ, 
то прямая ЮВ будетъ касательная къ кругу (фиг. 162). 


Фиг. 1623. 


Доказат. Изъ точки Ш) проведемъ касательную РЕ (ка. 3, пред. 17). 
Соединимъ центръ Р круга АВС съ точками В, и Е. Такь какъ ДЕ 
есть касательная, а РА с№кущая, то (вн. 3, пред. 36): 

4р.рс—=0рРЕ 
но по условю: 

А2.0с=0ОВ, 
слфловательно [1ОВ==0О РЕ (кн. 1, акс. 1), откуда ДВ=ОЕ. Разематри- 
вая треугольники ВЕ и РЕЕ мы имфемь ПВ-=ОЕ, ЕЕ-ЕВ (ки. 1, 
опред, 15) и ОЕ сторона общая, сх довательно  ДЕР-==( ОВЕ, ио уготь 
ЛРЕЕ-—=а, ся®довательно и ДОВЕ-=4. Откуда видимъ, что ШВ есть ка- 
сательная къ кругу, такъ какъ ЮВ перпендикулярна къ ражусу ЕВ 
(кн. 3, пред. 16). 


КНИГА ТУ. 


Онредф лен] я. 


1. Говорятъ, что прямолинейная фиура вписана въ другую ярямо- 
линейную фуру, если вершины везхъ угловъ первой лежать на сторо- 
нахъ второй. 

2. Точно также говорятъ, что ярямолинейная фигура описана около 
другой прямолинейной филуры, если всВ стороны первой проходятъ чрезъ 
вершины угловъ второй. В 

3. Говорятъ, что хрямолинейная фиура вписана въ круть, если всЪ 
вершины угловь фигуры лежать на окружности круга. 

4. Говорятъ, что прямолинейная фигура описана около круа, если 
стороны фигуры касаются окружности. 

5. Говорятъ, что кругъ вямсань въ прямолинейную фицру, если онъ 
хасается сторонъ фигуры. 

6. Говорять, что круз описанъ около прямолинейной фигуры, если 
онъ проходить чрезь вершины угловъ фигуры. 

7. Говорять, что прямая лишя АВ (отрЁзокъ) помфщена въ 
кругВ, если ея коицы А и В лежать на окружности. 


Предлежен{ я. 


Предложенще 1. ПомЪстить въ данномъ кругё АВС, прямую линю 
АС, равную данной прямой Г, которая не больше даметра круга АВС 
(фиг. 163). 

Рыцеще. Проведемъ въ данномъ кругВ маметрь ВС. Если даметрь 
ВС—Р, то задача и рёшена. Если-же ВС>)О, то на маметрв ВС оть 
точки С отложимъь СЕЛО (кн. 1, прех. 3). Изъ точки С, какъ изъ центра, 
радусомь СЕ опишемъ кругь АЕЁ. Точку А, перес®чеше этого круга 
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съ даннымъ кругомъ, соединимъ съ точкою С, прямая АС и будетъь тре- 
буемал. 
Фиг. 163. 


р 

Въ самомъ хх, 40-—ОЕ (кн. 1, опр. 15), но СЕ=О, сл ховательно 
(кн. 1, акс. 1, кн. 4, опр. Т) 40—22. 

Предложете 2. Въ данный кругь АВС вписать треугольникь АВС, 
равноугольный данному треугольнику ДЕР (фиг. 164)? 

Рьшене. На окружности даннаго круга возьмемъ произвольную точку 
А и чрезь эту точку проведемъ касательную САН къ кругу, въ точкЁ А 
построимъ уголь НАС (кн. 1, пред. 23), равный углу Е треугольника ВЕР, 
и уголь АВ, равный углу Ю того же треугольника. 

Точки Ви С, въ которыхъ стороны построенныхъ угловъ встрёчаютъ 
окружность, соединимъ прямою ВС. Полученный такимъ образомъ тре- 
угольникъ АВС будетъ требуемый. 


Фиг. 164. 


А м 


—— 


уе 
Е 
Е /\ 
`р 
(2 


Въ самомъ дёлВ, углъ НАО=/ АВО=ХЕ (кн. 3, пред. 32); на 
томъ же основани уоль 4АВ= И АСВ= О, сяЬдовательно и уголь 
ВАС—=ЕЕ (вы. 1, пред. 32). ОхВдовательно, вниеанный треугольникъ АВС 
(вн. 4, опр. 3) есть требуемый. 
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Предложеще 3. Около даннаго круга АВС описать треугольникъ, 
равноугольный данному треугольнику ДЁЕЁЕ (фиг. 165) 

Рьшенще. Продолжимъ въ 06% стороны сторону ЕЁ треугольника РЕЕ. 

Изъ центра №, даннаго вруга, проведемъ какую нибудь прямую КВ 
въ окружности и въ точкЁ В построимъь Д ВКА—= ЛЕС и [ВКС=ЕРЕН 
(кн. 1, пред. 23). Чрезь точки ветрёчи А, В и СО сторонъ, построенныхъ 
угловъ, съ окружностью, проведемъ касательныя МХ, ММ и МГ; каса- 
тельных эти образують требуемый треугольникъ. 


Фиг. 165. 


Въ самомъ дЬхЬ, углы при точкахъь А и В прямые (кн. 3, пред. 18). 
Четыреугольникь АМВК можно разбить дагональю на два треугольника» 
слВдовательно сумма угловъ въ немъ равна четыремъ прямымъ угламт, но 
углы при 4 и В прямые, слЁдовательно: 


С АМВ-- [ ВКА—24— (РЕб+ЕОЕЕ 


(кн. 1, пред. 13). 

Но, по построеню, ДВКА=ХРЕС, слдовательн0 Д АМВ=ХРЕЕ 
(кн. 1, акс. 3). Точно также можно показать, что ДОМВ=ЬЕЕ. Слз- 
довательно и ДАГО=ХЕБОЕ (кн. 1, пред. 32). СхВховательно, описанный 
треугольникь МЁМ есть требуемый (кн. 4, опр. 4). 

Примич. 1. Если радусь АК круга АВС продолжимъ хо встрёчи съ кругомъ въ 
точ Ри изъ точки Р возставимъ перпендикулярь Е5, который встрётить стороиы ММ ° 
ы ГМ треугольинка ММ въ точкахъь Е.и 5, то получимъ треугольникь М№Е5, который 
будетъ равноугольный треугольникаиь ММГ и РДЕЁ и будеть описанъ около данивго 
круга АВС такъ, что кругь касается стороны 5 и продолжен сторонъ МЕ и №5. 


Предложен 1. Въ данный треугольникь АВС вписать вругъ 
(фиг. 166)? 

Рьшене. Раздвлимъ два кавме нибудь угла даннаго треугольника по- 
поламъ, напримЗръ углы АВС и ВСА (кв. 1, пред, 9). Прямыя ВР и СО, 
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дВляш1я эти углы пополамъ, вотрётятся въ точк® 7. Изъ точки Г) опу- 
стимъ на стороны треугольника иерпендякуляры ДЕ, ОР и Об и однимъ 
изъ этихь перпевдикуляровъ опяшемъ вругь, кругь этоть и будеть ис- 
комый. 


Фиг. 166. 
А 


Въ самомъ дЪлВ, въ треугольникахь ДЕВ и РЕВ, ДЕВО=ЕЬВЕ 
и (РЕВ—=/ ОЕВ—4, по построеню, и сторона ВЛ общая, то и РЕ=ОЕ 
(кн. 1, пред. 26). Точно также можно показать что РЕ—=Об. СлВдова- 
тельно, описанный изъ точки О, какъ изъ центра, радусомъ, равнымт од- 
ному изъ перпендикуларовь ДЕ, ОЕ, ОС, кругь пройдеть чрезъ вс три 
точки Е, Е С. Сл довательно, стороны треугольника АВС, будучи перпен- 
дикулярны къ радусамъ круга ЕРС, будутъ касательныя къ кругу ЕЕС 
(кн. 3, пред. 16), иоторый ноэтому и есть искомый. 

Примюч. 8. Таквиъ же точно образомъ можно въ давный треугольинкь вписать 
кругь такъ, чтобы онъ касался одной стороны треугольника и продолжен хвухъ другихъ 
его сторонь (фиг. 167). 

Положим, иаприифръ, что кругь долженъ касаться стороны ВС треугольника АВС 
м продолжен сторонъ АВ и АС? 

Фиг. 167. 


Увздёаимъ углы между сторовою ВС м продолжетами сторонь АВ м АС поо- 
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хамъ. Точка ветрёчи иряинкь, ялящикь эта угам иповоламь будеть центрь ифомаго 
крута. Дозфзывается это созершенир иди и вз преддожаши 4. 

Предложен 5. Описать около даниего треугольника. АВС крутъ. 

Рышеще. Раздёлимъ поподфмь ащя нибудь хдвз стороны  даннаго 
треугольника, наприм8рь АВ и АС (вн. 1, прех. 10), изъ точекь дВлешя 
Ш вЕ возставииъ перпендикуляры РЕ и ЕЁ кь сторонамь АВ и АС 
(кн. 1, пред. 11), которые встр®тятся въ точкВ Р, лежащей или внутри 
треугольника, или на третьей сторон его, или наконець виз его. Изъ точки 
Т, кавъ изъ центра, прямою АР опишемъ вругь АВС, который и будетъ 
искомый. 

1) Точка Е лежитъ внутри треугольника А ВС(фиг.168). Проведемъ прямыя 
ЕКА, ЕВ, ЕС. Въ треугольникахь АЕРО н ВЕЛ сторона ДЕ общая, АР= ВО, 
ХАДЕ—= ЕВЕ, по построеню, сх8довательно АЕ=ВЕ (вн. 1, пред. 4). 

Фиг. 168. 


№75 
ие 


Точно также можно показать, что АЁ-=ОТ. Слёдовательно кругъ, описан- 
ный ралусомь ЕЛА, пройдеть чрезь точки А, Ви С и есть искомый 
(кн. 4, опред. 6). 
2) Точка Е лежитъ на сторон% ВС треугольника АВС. Соединимт, точку 
Е съ 4. Легко показать какъ и въ первомъ случаЪ, что ЕА=ЕВ=ЕС, 
а ся»довательно точка Е есть центрь искомаго круга (фиг. 169). 
Фиг. 169. 


(2 


Ю 


Ими 


3) Точка`Р лежить ви треугольника АВС (фиг. 170). Соединимь 
23 
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съ 4, Ви С, то мы будемъ опять иизть А=ЕВ изъ равенства тре- 
угольниковь АЕР и ВЕР и АЕ-—=ОЕ изь равенства треугольниковъ 
АТЕ и ОКЕ. СлЬдовательно точка Е будеть центръ искомаго круга. 


Фиг. 170. 


ТА 


И 


Р: 


Слтдстве. Очевидно, что если центрь круга пахаеть внутри тре- 
угольниха, то каждый изъ угловъь треугольника будеть меньше прямаго 
угла, такъ какъ каждый изъ нихъ вписанъ въ сегменть болышй  полу- 
круга; если центрь круга падаетъ на одну изъ сторонъ треугольника, то 
противолежашй этой сторонз угохь равенъ прямому, такъ какъ онъ впи- 
санъ въ полукругьъ; наконець если центрь круга пахаетъ вн треуголь- 
ника, то уголь, противолежаший сторон, за которой упалъь центрь, бу- 
дегь тупой, такъ какъ онъ вписань въ сегменть менышй полукруга. 
Сл$довательно, обратно, если треугольникь будетъ остроугольный, то 
центръ круга упажегь внутри его, если онъ будеть прямоугольный, то 
цевтрь упадеть на сторон®, противолежащей прямому углу, и ивконецъ, 
если треугольникъ будетъ тупоугольный, то центръ упадеть вн треуголь- 
ника, за стороною, противохежащею тупому углу. 

Примьч. 3. Въ рёшени этой задачи Симсонъ вводить еще доказательство, что 


перпендикулары ЕР и ЕЕ встр»тятся, чего у Евклида ифть. Это мождо доказать сл%- 
дхующимъ образомъ: соединимъ точки Юм Е, то мы будемъ имЪть: 


ХЕБЕ+-ИРЕЕСИАТЕ+ /АЕР—24, 


сл%дозвательно прямыя ЮР м ЕР встрётятся (кн. 1, акс. 11). Зд№сь предноложено, что 
улн АЕ и АЕГ оба острые, что всегда можно сдёлать. Въ самомъь 81%, ДЕ || ВС, 
ся%дозательно треугольники АВС и АДЕ раввоугольны, поэтому надобно только стороны 
АВ и АС тахь выбрать, чтобы углы АВС и АСВ были обь острые, 


Предложене 6. Въ данный кругь АВОСЬ вписать квадратъ (фиг.1 71)? 


Рьшене. Проведемъ два взаимно перпендикулариые хдаметра АС 
и ВЛ (кн. 1, пред. 11), соедивимъ точки перес%четя каметровъ съ ок- 
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ружностью пряными АВ, ВС, СР и ПА, полученный, тажимъ образомъ, 
четыреугольнихь АВСЛ и будетъ требуемый квадратъ. 
Фиг. 171. 


р. 


[2 


Въ самомъ дВлв, въ треугольникахь АВЕ и АЛЕ сторона АЕ об- 
щая, ВЕРЕ (кн. 1, опред. 15), углы при Е прямые, схЁдовательно и 
АВ—АЛ, на томъ же основани и СВ-=СП—=АВ, Сл®довательно четыре- 
угольникъ АВС равносторонвй. Такъ какъ ВЛ) есть маметръ, то 
уголь ВАД=Я (вн. 3, пред. 31), по той же причин® и углы АВС, 
ВОР и АПС также прямые. Схвдовательно четыреугольникь АВСЮ не 
только равносторонй, но и прямоугольный, а потому онъ есть квадратъ 
(ин. 1, опред. 30), вяисанный въ кругь (кн. 4, опред. 8). 

Предлюжене 7. Около даннаго круга описать квадрать (фиг. 172)? 

Рьшеме. Проведемъ два взаимио перпендикулярные щаметра АСи 
ВД (ки. 1, пред. 11) и чрезъ точки пересВчен1я даметровъ съ окружностью 
проведемъ касательныя къ кругу Ра, @Н, НК и КЕ образуемый ка- 
сательными четыреугольникъ Р@НХК и будетъ требуемый квадрать, 


Фиг. 119. 


Въ самомъ длв, углы при А, В, Си] прямые (вв. 3, пред. 16), равно 
какъ и при Е, слВховательно @Е || ВР | НК, точно также @Н| | АС] ЕК 
(ин. 1, шейх. 28 и 30). ОхВдовательно четыреугольникь ИНК есть иа- 
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раллелограмь, точно также накъ и четыреугольники СО, ОН, СС в СЕ. 
Слёдовательно (кн. 1, пред. 34) ЯЕ-=ВГ=НК и @Н=АС-ЕК. Но 
АС—ВР (вн. 1, опред. 15), сх довательно ЯЕНКЕ--СН-ЕК, откуда 
четыреугольникь ЕСНК равносторовнш. Уголь А@В= / АЕБ (кн. 1, 
пред. 34), очевидно также что углы при Н, Ки Р' прамые, ОлВдовательно 
четыреугольникь РОНК прямоугольный, но онЪъ и равностороннй, схёдова- 
тельно онъ есть квадрать (кн. 1, опред. 30), описанный около круга 
(Ен. 4, опред. 4). 

Предложене 8. Въ данный квадрать АВСОГ вписать кругъ (фиг. 173)? 

Рыиене. Разд®лимъ двЁ перескаюпияся стороны АВ и АД вь 
точкахь Ги Е пополамъ. Чрезъ точку Ё проведемь прямую ЕН] АВ, 
чрезъ точку Е прямую ЕК |] АР, прамыя ЕН и ЕК пересЪкутся въ 
точЕз @. Если изъ точки (, какъ изъ центра, радусомь Е опишемъ 
кругь, то онъ и будеть искомый. 


Фит. 173. 


Въ самомъ дЬхЬ, по предъидущему, четыреугольникя А, В, @С 
и @Т суть параллелограмы, слёховательно ихь противолёжания стороны 
равны. Но АД=АВ, сльдовательно и АЕЗАЕ (кв. 1, акс. 7), откуда и 
СР=СЕ. Точно также можно показать, что @Н-=@К=СЕ. Стдова- 
тельно, описанный рамусомь @Е кругь пройдеть чрезъ точки Е, Ни К. 
Но какъ углы при Е, Е, Ни К прамые (вн. 1, пред. 84), то стороны 
даннаго квахрата касаются круга въ точкахь Е, Ё, Ни К. 

Предлюжене 9. Около ианнаго квадрата описать кругъ (фиг. 174)? 

Рьшене. Проведенъ дагонали АС и ВЛ и изъ точки ихъ пересЪ- 
ченя Е, какь изъ центра, радусомь ЕД опишемъ кругъ, который и бу- 
детъ требуемый. 

Въ самомъ дл», въ треугольникахь АВСи А)Р сторона АС общая, 
ДВА и ВС=ОЛ (вн. 1, опред. 30), сх хованежьно (ВЯО-=И АО $4 
(. 1, ред. 8). Точно также можно показать, что ДИВЮ=ДОВО= @. 
овудь ВЯ И ЖВВ, слъдбвательно ЕЛ-=ЕВ (кв. 1, пред. 6). Также 
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точно можно показать, что ЕС-=ЕД-—ЕА. Сл\ковательно описанный кругу. 
Фиг. 114. 


СА 
7 


проёдетъ чрезь вершины угловь квадрата и будеть искомый т 4, 
трех. 4). 

Предложене 10. Построить равиобедренный треугольнииь АВ, зю- 
тораго бы каждый изъ умловь АВД и АДВ при основаши былъ.бы вдвое 
‘ельше угле ВАЛ при вершин® (фиг. 175)? 

Вушене. Возьмежь произвольную прямую АВ и разкЁлимь ее въ 
чё 0 на таыя двЪ части АС и ОВ, чтобы (кн. 9, пред. 11): 


С]4С=АВ. БС. 


Изь точки А, какъ изъ центра, радусомъь АВ опишемь кругь ВВ, 
помфстимъ на его окружности прямую В7)-=40 (ки. 4, пред, 1) и `соеди- 
нвиь А съ Л), треугольникь АВЬ и будеть требуемый. 

Фиг. 195. 


7) 


Въ самомъ дьхЬ, соединимь С сь Ш и около треугольника АСП 
ошишемъ кругь АСДЕ (вн. 4, пред. 5). Такъ какъ мы имЪемъ, по построе- 
вю, 140—(СВД==АВ. ВО, то прямая ВГ будеть касательная къ кругу 
АСЬЕ (кн. 3, пред. 36), сх®довательно ДВОС= ДАО (кн. 8, пред. 32); 
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вели къ предъидущему равенству прибавимъ къ обфимъ частям ДСРА, 
то получимъ: | 


ЕАРВ=ДРАС+ (СПА. 


Но АР=АВ (кн. 1, опред. 15), слЁдовательно ДАДВ=ХАВО 
(кн. 1, пред. 5). Но мы еще им\емь ДДФАС+ ДСРА=Д ВОГ (Ен. 1, 
пред. 82), слВдовательно ДАДВ= 2 АВГ= Д ВОЛ откудь ВО=СОр—=АС 
(кн. 1, пред. 6). Изъ этого поехвдняго равенетва мы имфемъ д РАС—= ДОРА 
(кн. 1, пред. 5), отвудь Д ВОр=9 (РАС. СлЬховательно, вакъ уголь АДВ, 
такъ и уголь АВО равны 2Д ЛАС. 

Приизч. 4. Легко видёть, что уголь ВАЛ есть патая часть двухъ прямыхь углозъ, 
а такъ какъ онъ можеть быть раздЪленъ пополамъ (вн. 1, пред. 9), то прямой уголъ мо- 
жеть быть геометрически раздёленъ на пять разныхь частей. 

Предложене 11. Въ данный кругь АВСШЕ виисать равносторонай 
и равноугольный пятиугольникь (фиг. 176) 

Рущене. Построимъ равнобедренный треугольникъ @Н, въ которомъ 
бы углы при основаи были, каждый, вдвое больше угла при вершин%® И 
(из. 4, пред. 10). Въ данный кругь виишемъ треугольаикъ АСЛ, равноуголь- 
ный построенному треугольнику Е@Н (кн. 4, пред. 2), такъ чтобы ДА=ДЕ, 
20=Е@а (О=ДН, тоны будемъ имть ДСАД= ДАС—= ХАОС. 
Раздёлимъ, наконецъ, пополамъ углы АДС и АСЛ (кн. 1, пред. 9) и про- 
ведрмъ СЁ и ШВ до ветрёчи съ окружностью въ точкахь Ви Е, соеди- 
нимъ А съ В, Всь С, Ах Ен Е сь О, то получимъ искомый пати- 
угольникь АВСОЕ. 

Фиг. 176. 


А 
в Е Ри 


Вь самомъ дАхВ, по построен пять угховь САД, ЕСЬ, ЕСА, 
АТВ и ВОС равны, сл»довательно и дуги СО, ДЕ ЕЛА, АВи ВС 
равны (кн. 8, пред. 26), откуда и хорды, ихъ стягивающуя, также рав- 
ны (кн. 3, пред. 29). Сл№довательно, построенный патиугольникъ равно- 
сторонний. 
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Такъ какъ дуги АВ, ВС, СО, РЕ, ЕА равны, то дуга ВСОЕ= 
=лдугв СДЕА, схдовательно0о и Д ВАЕ={ АВС (кн. 8, пред. 27), точно 
также можно доказать чт ДВОР=ЕСРЕ=ЕТЕА=ЕЕАВ, схвдо- 
вательно построенный пятиугольникъ и равноугольный,` 

Предложене 123, Около даинаго круга АВОШЕ описать. равносторон- 
ий и равноугольный пятиугольникъ (фиг. 177)? ь 

Вьышени, Положимь, что точки А, В, С, ра Е суть вершины пра- 
вильнаго вписаннаго въ данный кругь иятиугольника (кн. 4, пред. 11), 
ся$довательно дуги АВ, ВС, С), ДЕ, ЕА будуть равны. Чрезь точки 
А, В, С, ФУ, Е проведемъ касательныя къ окружности @Н, НК, КГ, Г.М, 
МЕ, касательных эти обрезуютъ пятиугольникь, который и булеть тре- 
буемый. 


Фиг. 171. 


Въ самомъ дВлВ пусть Е будеть центръь даинаго круга, соединимъ 
точки касаная съ центромъ и проведемъ прямыя ИК и #Г. 
- Углы при точкахь Ви С прямые (кн. 3, пред. 18), слдовательно 
ПЕК-=ОСЕВ--ОВК (вн. 1, пред. 417) и ЦЕК=ОЕРС-+ОСК, откуда 
(кн. 1, акс. 1): 
ПЕВ-ОВК=ОЦЕС+ОСК 


Но ОЕВ=СЦРО, слдовательно [Г] ВК=[О ОК (вв. 1, акс. 3), от- 
куда ВК-=СК, Треугольники ЕВК н РОК им®ютъ сторону ЕК общую, 
ЕВ—=РО (вн. 1, опред. 15), КВ=КС, по коказанному выше, схёдователь- 
в и ДКЕВ=ХКЕС (кн. 1, пред. 8), откуда ДВЕО=ЗХКЕС и 
ВКО—2 (ЕКО. Точио также.можно показать, что д СЕД=2 ДГЕС и 
(СГД ДЕГС. Но такъ какъ дуги ВСи ОЛ) равны,  ДВЕС=ДСЕД 
(вн. 3, пред. 27), откуда ДКЕС= СГЬЕС (кн. 1, акс. 7). Въ треугольни- 
кахъ ЕКС и ЕГО ДКЕС=ДТЬЕС, углы при точкВ С прямые, сторона 
ЕО общая, слфдовательно КО=ГО и ДЕКС= [ЕГО (вв. 1, пред. 4). 


Такъ какъ СК-ОГ, то ГК=ЭСОК, точно также легко видёть, что 
ЕН=2ВК; но мы выше показали, что ОК—КВ, сл№довательно КЁ=КН. 
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На томь ме осповани каждая изъ ‘сторонь Н@, @М, МГ равны КГ и 
"ЖЕН, ехфдовательно фигура @НКЕМ есть равноетороный патиугольнихъ. 
: Мы выше показали, что ДЕКО= ДЕГО, сж®довательно 2 ДЕКО— 
—9 Д ЕГС, но мы также показали, что 2 ИКД ВКСиэ Д ЕЁС== ДСО, 
ел$ховательно / ВКО ДОГО. Ва томъ же основаши можно показать, 
что углы ВНА, АСЕ, ЕМЛ равны, изждий угламъ ВКО и ОГЛ. Сл%до- 
вательно фигура @НКТМ и равнеугольна. 

Предложете 13. Въ канный резностороный и равноугольный няти- 
угольнихь АВСРЕ вписать кругъ (фиг. 178)? 

Рьчене. Раздвлииъ, каве нибудь углы пятяугольника, наприм®ръ углы 
ВОЛ в СРЕ пополвиъ (вн. 1, пред. 9), изъ точки Е ветрёчи прямыхъ, д%- 
лящихъ эти углы пополамъ, опустимъ перпендикуляры Р@, ЕН, ЕИ, ЕТ, 
и ЕМ на стороны пятиугольника, изъ точки Е, какъ изъ центра радусомъ 
равнымъ одному изъ этихъ перпенхикуляровь опишемъ кругъ, который и 
будеть требуемый, 


Фиг. 178. 
в С _@. 
м) М 
2.3 
Ру) 


Вь самомъ дёхЬ, проведемъь прямыя ЕВ, РА и ЕЕ. Вь треуголь- 
викахь ЕВС и ЕСГ, сторона РС общая, ВО—=0ОП, по положеню, 
ДЕСВ= ЕСО, слВювательно и ДСВЕ=ДСПЕ (вв. 1, пред. 4). Но 
ИСРЕ= (СПЕ н ДАВС= ОБЕ, слЁдовательно Д АВС? ССОРЕ, от- 
куда видимъ, что прямая ЁВ хЬлить уголь АВС полюламъ. Точно также 
иожно показать, что углы АЕ) и ВАЕ прямыми РЕ ин ЕА хдВлится но- 
поламтъ. 

Тавъ какь ДЕСН-= РСК, углы при точкахь Н и Ж нрниые, РС 
сторона общая треугольникамь ИНО и ЕКС, то ЕНЫ=—ЕК (кн. 1, 
пред. 26). Точно также можно показать, что И, ИМ и РГ равны ЕН 
и ЕК. Сяфдовательно, описанный кругъ проходить чрезъ точки @, Н, К, 
Г, М и касается сториъ АВ, ВС, СО, ОЕ, ЕА въ этихъ точкахъ 
(ки. 3, пред. 16). 

„Предложене 14. Около давнаго равносторонняго и равиоугольнаго 
плтиугольняка описать кругъ (фиг. 179)? 
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Рьшене. РаздВлимъ два угла, данной фигуры, напримфръ, ВСО и 
СЛЕ пополамъ, изъ точки РЁ, встрёчи прямыхь, дВлящихь. эти углы по- 
поламъ, какъ и’, центра, радусомъ равнымь ЁС или РО опишемъ кругъ, 
который и будетъ хребуемый. 

Фиг. 119. 
р. 


с р 


Проведемь еще прямыя ЕВ, ЕА и ЕЕ, эти прамыя "раздлять 
улы АВС, ВАЕ и АЕПШ пополамъ, что хегко показать, кавъ въ предъ- 
идущемъ предложении. Но въ треугольникё ЕСО, ДЕСО= ХЕОс, сх*до- 
вательно ИС-=ЕЛ) (вн. 1, пред. 6). Точно также легко показать, что 
ЕВ, ЕА и ЕЕ равны каждая РС и ЕЛ. СлЬдовательно описанный 
кругь пройдетъ чрезъ точки 4, В, С, ри Е 

Предложеще 15. Въ данный кругь вписать равносторонн! и равно- 
умльный шестиугольникт (фиг. 180)? 

Рьышеще. Проведемъ въ данномъ круг какой нибудь маметрь А.Л), 
пусть @ будетъь центръ круга. Изъ точки 0), какъ изъ центра, радусомъ 


Фиг. 180. 


16 онншемь кругь ЕЗОН. Соединимъ точки пересёчешя Е и С этого 
круга съ центромъ @, даннаго круга, прямыми СЕ и СС, продолжимъ эти 
23 
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прямых до встрёчи съ даниымъ кругомъ въ точкахь Ви ЁР и проведемъ 
прямыя АВ, ВС, СФ, БЕ, ЕЁ и РА; фигура, образуемая этими прямыми 
и будетъ требуемый шестиугольннкъ. 


Въ самомъ дёЪ, такъ какъ СЕ=С)О, и @О=ШЕ (кн. 1, опред. 15), 
то треугольникь СЕГ) будеть равностороинй, слЬховательно и равио- 
угольный (кн. 1, пред. 5), откуда уголь ЕСТ) составляеть одну треть 
двухъ прямыхь угловъ, на томъ же основани и уголъ 06р=за, но мы 
ныфемъ д ЕбС+ (С6В=24, & [ЕбО=у 24, схьдовательно ДС@В-= + 4. 
Изъ этого видимъ, что три угла Е@О, РОС, ОВ равны, а слВдова- 
тельно равны и ихъ противоположные углы ВСА, АСЕ, ЕСЕ. Слёдо- 
вательно ве шесть угловъ около центра @ равны между собою, также 
какъ и шесть сторонъ АВ, ВС, СО, ОЕ, ЕА (вн. 3, пред. 29). СтВдо- 
зательно фигура АВСШЕ есть равностороный шестиугольникъ. 

По предъидущему дуги ЁЕА—ЕО, слЬковательно, если къ обфимъ 
частямъ этого равенства прибавимъ по дуг АВСО, то получимъ, что 
дуга РАВСЛ равна дугё ЕПОВА; откуда и ДОЕЕ=ДЕЕАЛ. Точно 
тавже можно показать, что и углы АВС, ВСЮ и СЕ равны угламъ 
ДЕЕ и ЕРА. Слфдовательно наша фигура есть и равноугольиый шести- 


_ Угольнивъ. 


Смьдонве. Изъ предъидущаго видно, что сторона равносторонняго и 
равиоугольнаго шестиугохьника, вписаинаго въ данный кругъ, равна ра- 
Жусу круга. 

Предложеня 12, 13 и 14 этой книги относитехльно пятиугольника 
могуть быть рынены и относительно шестиугольника. 


Примьч. 5. Если точну А соедннимъь съ Е и еъ Си точку Е съ С (фиг. 180), то 
получиыъ, очевидно, равностороннй и равиоугольный треугольнникь, втисаиный въ ханвый 
ьругъ. Откуда легко иостронть равностороий и равноугольный треугольникъ, онисаиный 
овозо каннаго круга. 


Предложене 16. Въ данный кругь АВОЛ виисать равностороный и 
равноугольный пятнадцатиугохьникъ (фиг. 181)? 


Руьшене. Впишемъ въ данный кругъ равностороный треугольникъ 
АСР и равностороинй пятиугольникъ АВКСЕ. РаздВлимъ дугу ВС въ 
точк® Е пополамъ (кн. 3, пред. 30) и соединимь точки Еи С прамою 
ЕС, эта прямая и будеть сторона требуемаго пятнадцатиугольника. 


Въ самомъ дВяЪ, если бы пятнадцатиугольникь быль вписанъ въ 
вругъ, то дуга АВ содержала бы три пятнадцатыхь, а дуга АВС пать 
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патнадцатыхь цзлой окружности, слЗдовательно дуга ВС будетъ состав- 
лять дв пятнадцатыхь части цзлой окружности, а половина ее ЕС, одву 


ы Фиг. 181. 


г. 


пятнаддатую той же окружиости. Сл довательно хорда дуги ЕС и будетъ 
требуемая сторона пятнадцатиугольника. 

Слпьдстве. Относнтельно нятнадцатиугольника можно рЪшить иред- 
зожещя соотвтствующя предложешемтъ 12, 13 и 14 относительно пяти- 
утодьника и нри томъ тЗми-же премами. 


Примнч. 6. Изъ сказаннато въ этой ниигё легко видфть, что оиружвость круга мо- 
хеть быть раздёлена из 3, 6, 12, 24,...; на 6, 10, 20, 40,...; ив 15, 30, 60, 120,... 
раыхъ частей. Сафдовательно въ вругь можно вписать и около круга онисать правиль- 
вые вногоугольники такого же числа стороиъ. 

Это впрочемъ ие даетъ намъ права заключить, что можно влисять въ кругъ нравиль- 
вий похигомъ какого угодио числа стороиъ, наприм8 ръ геометрически мы ие знаемъ какъ 
захсать въ кругь правильный семнугольникъ. 

Въ 1801 году Гауссь первый показаль въ сочинен!и своемъ П1зди1опев Аг тейсае, 
что если число 2*4-1 есть простое, то можно геометрически вписать въ кругь правильный 
ПолигоиЪ такого-же числа сторонъ. Напримёрь 2'+1—17, сл$довательно можно вписать, 
т'еометрически, въ кругь правильный сеньнадцатвугольникъ. 

Можно бы было показать, въ примёчени въ предложешю 32, первой книги, что 
чина внутренвихь угловъ во вслкомъ мвогоугольникВ равна двумъ прямымъ угламт, взя- 
тниь столько разъ, сколько сторонъ безъ двухъ, а сумиа визшиихъ угловь равна двумъ 
нранымъ, взятымъ столько разъ, сколько сторонъ съ двумя, т, е. если число сторонъ въ 
вногоугольн ие есть я, то сумма виутреннихь угловь 5—24(п—2), а сумма вифивихъ 
8.=24п-+-2), но я нахожу что сказать объ этомъ здВсь ухобиве. 

Въ самомъ дёлВ, если чрезъ вершииу, какого нибудь угла въ многоугольинкВ про- 
ведемъ дагонали, т. е, соединимъ эту вершииу съ остальными, то миогоугольиииъ разд$- 
аится ия треугольникй числомъ я—2, но въ каждомъ треугольнихв сумма угловъ равиа 
24 (ка. 1, пред. 32), слдовательно сумма внутрениихъ угловъ въ многоугольник —24(я—2). 

Такь какъ сумма угловъ въ каждой вершииВ многоугольиика-—44, то сумма угловъ 
призсёхь вершииахъь—4Йл, ио сумма внутреннихъ угловъ: 29(п—2), схфдовательно сумма 
заФинихь угловъ будеть — 29(я--2). 
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Легко также видзть, что сумме внфшнихь угловъ, обращенныхь въ одну сторону, 
равна 24. Въ самомъ дВхф, такъ какъ около каждой вершины, если продолжимъ всё сто- 
роны многоугольника въ одву сторону, сумма угловъ съ внутреиними равна 24, то сумма 
всЪхъ будеть—24я, а вычитая всё внутренне—найдемъ 44. 

Въ примфчани 4, книги 4-й я замЪтнль, что уголь ВАД (фиг. 176) составлнетъ 
пятую часть двухъ прямыхъ угловь, а слёдовательно десятую часть четырехъ прямыхъ, 
взъ чего видимъ, что ВД есть сторона правильнаго десятнугольниха, внисаннаго въ круг. 
Но ВГ—АС, а АС есть большая часть рамуса АВ, раздёленнаго ьъ крайнемъ м срех- 
иемъ отвошени, слфховательио, сторона правильнаго десятиугольника, винсаннаго въ хруг8, 
равна этой большей части радуса. 

Постронвтъ, такимъ образомъ, иа основани предложена 11-го 2-й книги, правиль- 
ный десятиугольнихь въ круг, мы, соединяя вершины кесятнугольнией чрезъь одну, но- 
строимъ правильный внисаиный въ кругъ интиугольникь (фиг. 176). Есхи проведемь вс® 
магоиали АР, ЛВ, ВЕ, ЕС, СА, то ош образують правильный звЪздный нятиуголь- 
никъ, о которомъ мы ниже будемъ говорить подробийе, а теперь я иокажу одио замфча- 
‘тельное свойство д1агоналей правильнаго пятнугольиика, вписзннаго въ кругь. Свойство 
это состоить въ слфдующемь: Де, каюмл нибудь юагонали правильнаго нятиугольника, 
вписаниаго въ кругъ, пелес®каясь, дЪлятся каждан въ крайнемь и среднемъ отношешяхъ. 

Прошу читателя поставить ма пересфчени магоныей ВО иСЕ (фиг. 176) букву К. 

Въ самомъ дзхф, равиобедренные треугольники ВОС и КГС иифють уголь ВОС 
общ, /ВСР—=/СКХ, слфховаледьно и /СВО—/ КСП (вн. 1, пред. 39). Но въ равно- 
угольныхь треугольннкахь стороны, заключающуя равные углы, вропорцюнальны (Ен. @, 
прех. 4), сафдовательно: 

ВО: рО—0ОС: КО. 

Но 20=СВ, кажь сторона нравильнаго пятиугольник, /ВСЕ—=/ ВКС, потому 

что оба равны центральному углу, соотвфтствующему #44. Слфдовательно СП-=ВК, откуда: 


ВО: ВК-ВК: ОК. 


КНИГА \. 


Онред% лом! я. 


1. Частью—мюрою (и%роб) называется меньшая величина, изм%ряю- 
щая большую. 

Примеч. 1. Подь частью —мёрою Евклихь здёсь разумфетъ величину содержащуюся 
из®\стное число разъ безъ остатка въ другой величин® или которал, будучи взлта два, 
три и т. д. разъ, даетъ другую величину. Напримрь два есть часть —м%фра двфиадцати. 
Но 5 ше есть часть—м%ра дьбнадцати. Слово часть у изсъ имфетъ другое зизчене, из- 


истное каждому, поэтому мы, въ этой книг, будем» употреблять выфсто этого слова, слово 
изра въ смысяь Евехлида. 


2. Большая величина называется кратною меньшей, когда она из- 
иБряется меньшей. 


Примяч. 2. Напримфръ, число 18 есть кратное чиселъ 2, 3, 4...- 


3. Отношене есть нзкоторая взаимная зависимость между двумя 
однородными величинами, когда оси сравниваются ии” ихъ количествен- 
мети. (Лотос &09 850 ратетбу бротебу 1 кото кимбтусо пробе ат) 
2 субо*°). 


Примьч. 3. Это опредфлеше было предметомь многихъ толкован, такъ КЗЕЪ завн- 
@мость между двумя одвородиыми величинами можеть быть безконечно разнообразия. Тол- 
вата эти были обращены на уясневе смысла выражея летё яуеиотута—1о количе- 
ству, ихи но количественности. Симсонъ даже думаетъ, Что это вставка какого инбудь не 
саЗдущато издателя Началь. Н&которые изъ новыхъ комментаторовь Евелида выбрасывають 
это опред лете, считал его излишиямъ. Можно внрочемь думать, что выражене хата 
я7анетуее 7 древнихъ математиковь имёло болфе опрехфленный смысль, который измъ 
ве оереданъ ни древними азторами, ци комментаторами. 

Зависимость между двумя однородными величинами, какъ я сказаль, можеть быть 
белонечно разнообразна, воэтому опредёлене Евклида, ие зная точнаго смысла выраженя 
чотё пудькотита, кажется ие яснымъ. Очевидно въ Началахь подъ этой зависимостью 
нузно разумЪть зазнсимость простёйшую, а простАйшал зависимость между двумя одно- 
Родными величинами есть та, въ которую не входить ни какая третья величина, однород- 
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ная съ ними, ноэтому отчошене двухъ однородныхь величинь, по Лейбницу, есть таняя 
Зависимость, 65 которой одна изь величинь служить для опредълещя друюй, независимо 
‚ отз какой бы то нибыло третьей, однородной съ ними. 


Пусть данныя двз однородных величины будутъ А и В. Чтобы опредфлить, измф- 
рить одиу изъ иихъ, напримфръ А, только съ помощью другой В, помножныь В на такое 
цфлое число т, если возможно, чтобы получить ВА, въ этонъ случа» говорятъ, что 
цфлое число м есть мера (иёоос, часть, коля) отношене величины „А, когда везичина В 
принимается за единицу ин что величина А есть кратная величины В. Отношеше веди- 


чинъ изображають символом А:В или *. 
Если А не есть величина кратнал В, т.е. если изтъ такого пфлаго числа т, чтобы 
н.В=—4А, то выбараютъ таюл два цёлыл числа т и я, чтобы ныфть разенство пАвВ. 


Если это возможно, то очевидно, что п-ыя части величин п А и тВ будуть равны и мы 
будемъ имзть: 


А-- — В 
” 


т. е. величина „А есть т разъ взятая л-дя часть величииы В. Въ этом случа  чис1о 


т т 
м опредёляеть ведичниу 4, когда величииа В извзстна, и говорятъ, что д Ст мпра— 


: т 
отношене вежичины А, когда вехичина В принимается за единицу. Число ;  иВзывается 
дробнымъ. 


Но можеть случиться, что величины Аи В находатся въ такой зависимости, что 
ить возможности выбрать числа т и я такъ, чтобы водучить равенство А--тВ. Вь 
такомъ случаЪ, иомиоживь величину 4 иа произнодьиое число я, будемъ помиожать ве- 
личниу В на 1, 2, 3, 4 ит. д. хо тёхъ иорь пока не дойдемъ до такого числа 7, что 
буденъ нызть: ° 


тВ < зА < (т+1) В 


откуда, взявъ л-ую часть этого неравенства, получаму: 


т-+-1 


т 
— В<А< — 
% % 


схВдоватехьно т и-къ частей величниы В будуть меньше А, а т+-1 яхъ частей, той же 
т т 
величины, будутъ больше ми — будуть мюры двухъ величикъ, изъ коихъ одна мень- 


ше А, а кругая бохьше ея. Если теперь, произвольно взатое число п, бухдемъ неонред®- 
денио увеличивать яп: <п. <; < ..., выбирая при этомъ числа т, т.:, т, такъ, 
чтобы они удовлетворяли усложю, которому удовлетвориеть число зи, то мы иолучиыъ два 
ряд мфрь: 

т т: та 


О О И 
ги ВЫ Ни. 
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изъ коихъ первыя бухутъ мъры величинъ меньшихь А, а вторыя будуть мъры величинъ 


большихъь А. Разность между этими мфрами есть = и при неопрехфаенномъ возраста- 


ни числа » можеть сдёлаться менфе всякой данной величины. 


Тотъ предёль, къ которому приближаются при неопредфленномъ возрастани числа 
т ты 

я, мёры и и-; › есь извзстное онредёленное число, которое называется мърою—очо- 
щшенемь величины А, когда величина В взята за единмцу. 'Такой нредёль ие есть число 
нюлое, не есть и дробное, а есть число, которое называютъ несоизмиримымь. Ташя числь 
подлежать тахимъ же законамтъ, какимъ иодлежатъ числа ифлыл и хробныя и надь ивми 
совершаются всф ариеметичесыя дёёстыя. Это есть обобщениал идел числа, безъ которой 
не было бы возможности измфрать величины, встрёчаюцщияся въ геометрая. 


Мы выше видёли, что для того чтобы имфть мзру величииы А, когда другал, одво- 


родная съ ней В, принимается за единицу, надобно отыскать два таыя цЪлыя числа вит, 
чтобы; 


п А=-т В. 


Это нослднее равенство показываетъ, какт мы видфли, что я-ав часть величины 
В содержится въ величвив А т разъ безъ остатка, т. е. что я-ая часть величины В есть 
общая мъра обфихъ величинь Л и В. 


Эту общую мфру иля числа» и ›м разыскиваютъь сяёдующииъ образомъ: 

'Меньшую изъ нихъ, наприифръ В, наносать ина большую А. Ески мешьтая В со- 
держится въ А извЪстное число разъ безъь остатка, то говорять, что зеличииа А есть 
кретная величии В, а число, показывающее сколько разъ В содержится въ А, иазывается 
марою величины А, когда величива В принлта за единецу. 

Но если В содержится въ А а, разъ съ остаткомь „< В, то мы булемъ имфть: 


А-В, . ® 


Изъ этого равенства видимъ, что если бы велячины В иг, имфлн, общую м%ру, 
т. @. если бы существовала тахал величина, котораз содержится, какъ въ В, такъ и вЪ т, 
безъ остатка, то эта величина будеть содержаться и въ 4 безь остатка. Поэтому надобно 
смотрть не содержится-ли само г; въ В безъ остатка? Если бы это случилось, то мы бу- 
день нызть Ват, ‚ & изъ (1), найдемъ: 


А— (ви +1) т, , 
отвуда: 
м А-= (вв, -+1) В, 
саб ховательно, въ этомъ случа, нскомыл числа я и т будуть ме: , Т— ва, -+1. 
Но этого пожетъь и не случиться, тотда: 
В вт, +7, (2) 
7. < 7: - 


ТРазсуждая надъ этимъ равенствомъ, вдкъ и иёхъ (1), вайдемъ, что величия, кото- 
рая содержится какъ въг. ивъ у, безъ остатка будетъ содержаться безъ остатка вЪ Ви» А. 
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Поэтому надобио опять смотрёть не содержится ли т» въ г, безъ остатка, если содержится, 
то мы будемъ имЪть г,-—е.7. , откуда: 


В- (вла: 1) г... А=-[аа (аа) Но] г. , 
саЪдоватезьно: 
(вль--1) А-Чеабаь но ДВ, 


въ этомъ случаЪ ыскомыя числа п в т будуть 
Я— 1:41, Ям (а То, . 


Если бы х, не содержалось въ х; безъ остатка, то мы будемъ еще имфть: 


р 
Гз <. . 


Поступал съ этимъ иослфкиимъ равенствомъ кажь и съ предъядущими, и продолжал 
подобнымъ образомъ, мы моженъ наконець дойти до Такого ОСТАтЕХ ти , который въ предъ- 
икущемъ г», содержитсл безъ остатев, т.е. ’н_—ч==0и 7». ДФлая послёховательных нод- 
становления, чтобы выразить В и А чрезъ 7» , мы найлемъ: 


А—тт», В=аяг» , 
откуда: 
пАт В. 


т 
Сл8ховательно м-я часть величины В содержится въ А т разъ, т.е. число х будеть 
ыЪра величивы А, когда величина В принята за единицу. 


Но ножеть стучиться, что подобное назожеше, будучи продозжено хо безконечиост, 
ныкогда ие приведеть къ такому остатку, который бы содержался въ предъядущемь изазст- : 
ное число разъ безъ остатка, тогда величины Ан В не имЗють общей ыфры и вазы- 
ваютея несоизмиримыми. Мы выше показали, что надобно понимать, въ этомъ случаф, 
водъ м®рою величины А, когда величина В принята за единицу. 

Что таща несоизифримыя величины существують въ геометри въ этоиъ легко уб%- 
дитьса на слЗдующемъ простом примзрё: магональ кзадрата съ его стороною суть велм- 
чины несонзиримых. 


Фиг. 182. 


Построныъ кнадрать АВШС, коего сторона есть произвольно юатаа прамаая АБ, 
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(ки. 1, пред. 46), в нроведемь дагонлаь ВС. Эта датошаль меньше ЭАВ (ян. 1, пред. 20) 
м больше АВ, слдовательно сторона АВ совыфстится на даговали ВС одивъ разъ съ остат- 
коиь ЕВ< АВ. Возставимъ изъ точки Е цериендикулярь и нродолжимъ его де встрёчи 
съ АВ въ точк8 Е. Въ треугольник РЕВ уголъ ири Е прямой, уголь ЕНЕ-- 44, такъ 
какъ въ треугольник АВС /АСВ—/СВА (кв. 1, пред. 5), сяфдовательно //ВЖЕ-= 4 6, 
откуда сторона ЕР.=ЕВ (ан. 1, пред. 6). Соединнвъ точки Ан Е получныъ равнобед- 
ренный треугольникь АСЕ, въ которомъь ‚/СЕД--/САЕ, во /СЕЕ-=/САЕ, слвдова- 
тельно /АЛЕЕР—/ЕАЕ (ки. 1, авс. 3), откуда АЕ-ЕЁ (кн. 1, пред. 6). Изъ этого вя 
димъ, что остатокь НВ содержиться въ сторон® квадрата два раза съ остаткомь КВ, 
который меньше иредъидущего остатка ЕВ, такъ какъ въ ЛЕЕВ, ВВ-=ЕК>4 ЕВ. Но 
треугольныкь РЕВ разнобедреяный и прямоугольный, схВховательно съ иниъ можно но- 
ступить какъ и съ треугольникомь АВС, т. е. наложить остатокь КВ из сторону ЕВ, въ 
которой онъ будеть также содержаться два раза съ остаткомъ меньшныь ЮВ. Продовжая 
подобное построеше и нанося полученные остатки на предъидуще, мы, очевидно, будемъ 
постоянно получать остатки, воторые, уменьшаясь иеопредЬленно, никогда не могутъ сдф- 
латься нулемть. Слфдовательно датональ кзадрата съ его сторощою не ныфють общей 
ифры—суть величины несонзмримыа. 

Если сторону квадрата примемь за единицу, то дагональ его выражается иесоиз- 
изримымъ числомъ 172. 

Разсматривая предметы природы мы состаздаемь понаме о протяжешн и чисав. 
О цёломъ чисдВ мы составляемъ понате, разсматривая собраше одннаковыхь  нред- 
метовъ. Число одиваковыхь нредметовъ будетъ выражать мпруотношеше всфхъ къ ед- 
вому изъ нихъ, этоть одинъ называется едыницей. 

Объ одной какой инбудь иепрерывной вехичин$, изприызрь о дяни$, площади, объем%, 
ву, времени, мы составляемъ понят, сравнивая ее съ другою однородною, ио которая намъ 
ближе извфстна. Эта послёдияя величана называется единицею. Отношен даниой жъ этой 
посавдней можеть быть числомъ цЗанмъ, дробнымъ и несоизмЗримымъ, какъ мы выше ви- 
дыни. Если бы мы не обобщилиы понлт!я о числ, то ие было бы возможности измфрать дан- 
ной единицей вс возможныя величины: такъ, напрны®ръ, пусть данная единица будеть АВ, 
требуетсл выразить числомъ разстояя возхъ возможныхъ точекъ на иеопредвленной пря- 
мой АС отъ точки А (фиг. 182)? 


Фир. 189. 
Е 
А” во 


Если бы мы ограничились только иёлыми числами, т. е. повторежемтъ единицы АВ, 
и ед раваыми частями, то тотчасъ виднытъ, что на изыя бы чаети мы воятую ехивицу 
АВ не раздробляли, ни одна изъ этихь частей, изложенная вл АС, начиная съ зочги 4, 
ве упадетъ въ точку Л), которой разстолые оть А равно матонади АЙ ввадрата, по- 
строевнаго на всятой единиц АВ. Всегда случиться, что точка Ш будеть лежать между 
хвумя посяЪховательными дфлешями. Изъ этого видимъ, что если бы мы въ систему цзлыхь 
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я дробемхъ чисегь ше веели чисехль весоязи$риныхь, то выразить разстоате АД съ но- 
мощью едишицы АВ било бы вевоножно. 

До сихъ поръ мы разсиатривалн отношеню двухъ зеличииь А и В незазисямо отъ 
цакой би то иибыло третьей, однородной съ ними, но часто случается, что надобно зять 
третью величину (С, однородную съ ними, н выразить отношене А жъ В котла 06% онф из- 
ифрлются величиною (С: 

Я говорю, что въ этомъ случа м5фра зеличины А, погла В принимается за еди- 
ииду, разна частному мфры А на ифру В, когда зеличиив С принимается за едниицу. 

Въ самомъ д5л$, номцожянь В ва какое нибудь чиело м и ноложиит, что это число 
тахь выбрано, что яВ не можеть быть меньше С. Будемь помпожать С на 1, 2, 3 4 в 
т. к. нока ие добдемъ до такого числа ж что вС—яВ, или что В лехить вежду двумн 
посад довалельиыии кратвыми С н (т+1)С, т. е. во всякомъ ехуча%: 


тС не>яВ<(т-+1) С. 


Поняожниь А из какое иабудь чнсхо я’ м возьнемъ такое кратное отъь В, наиря- 
ифръ эм’, чтобы: 
т'В ве>тА<(т'-+-1) В. 


Изъ дэухь прехъидущихь перавенствь мы получимъ, помножая первое ма эх’, а 


эюрое па я: 
тя’С не> тт’ В, т’яВ ие>т' А 


откуда: 
зит’С ве> и А. 


"Точно также изъ тьхь же веразенствь мы получииъ: 
э{т’-+-1)В<(т--) (т) С 


пл А<я(т’-+1) В, 


& сяЗховательно: 
тт" С не> ит А< (т-+-1) (т'-+1) С 


Изъ этого нослЬдииято неравенства видимъ, что мфра величины А, когла С привн- 
. тж т 
мается за единицу, есть нредфлъ произведения чиселъ яя” которн\ъ предфлы суть 


м%ри величины А, когда С принимается за единицу, и величины Л, когда В нринимается 
за единицу. Слёдовательно ымфра величины 4, когда С принамается за единицу, равна 
произведен м®ры величины А, когда В иринимаются за единицу, иа ифру величины В, 
когда С принимается за единицу. Откуда видимъ, что мёра величины А, когда В прини- 
мается за единицу есть частное мфры величины А ма мфру величины В, когда величины 
С врявимается за единицу. 

Это частное мёръ двухъ величинь Ан В, когда за единицу иринимается третья, 
совершенно произвольная величина С, однородная съ иими, называется отнощещемь хвухъ 


А 
велнчинь Аи В и означается символомь А: В илн В- 


3) ^ р с Ам оу а РН 
алк 187 и м, ыы. 


Е и т С: =. нь 

‚ (4)Говорятъ, что двЬ величины ичвють отношеше между а. если 

Рени изъ нихъ можно повторить столько разъ, чтобы результатъь быль 
равенъ или больше большей. 


Примюч. 4. Этвиъ опредёлешемъ Евклидъ хочеть воказать, что сравниваемых ве- 
личины должны быть одаородны, наприм$ръ длина и длина, площадь и пхощаДЬ ит. д. 
Но длина и площадь отвошеныя, въ смысВ выше изложенномъ, ныфть не могутъ, тахъ 
какъ, скольхо бы разъ длину ме повторили, площадь ве получится, 

- 


<. \ 5) Говоратъ, что четыре величины находятся въ томъ же отношении: первая 
во второй и третья къ четвертой, когда равнократныя величины первой и 
третьей, взятыя по произвольной кратности, всегда или больше, или равны, 
или меньще, соотвётетвенно, равнократныхь величинъ второй и четвертой, 
взатыхь также во другой произвольной кратности. 

Примъч. 5. Поаснимъ это иримфромъ: если величина А имфеть такое же отношене 
къ велнчинВ В, какое величина С ныфетъ къ ведичии® Ш), то по Евклиду, если и А = тВ, то 
необходимо и "Ст, ТА и я суть цВлыя о ПЕНЫ чнсла. Отномеше 3 
къ 1 тоже, что и Ро къ 20, поэтому если 2% 1, о и 4" 20ю. 


Числа 2 и $, 7 и 8 ве мыйють того же отношеня, такъ какъ, номпоживь 2 и 7 на 
3, нЗ и 8 ная, мы получимъ числа 6, 6, 21, 16 ие удовлетворлющия опредёхенно Евкледа. 

Евклидъ выбралъ это опредёлеше пропоршональности вехичииъ, такъ кавъ оно ра- 
спространлется и нА величины несонзмёримыя, ин я ииже вокажу, что оно тождественно съ 
опрехфленемь пропорцюональности, которое даютъ новые геометры, именио: 

Пропоршональныя величины суть т%, которыхъ отвошения равны. Еслы величины А 
и В проворцюнальны величинамь Сн Л), то это услове, осхи А и В, С и РО сучь вел 
чины соизмфримыя, выразится двумя равеиствами: 


пА-тВ, иС-тр, 


ТАБ числа т и п опредфлены способомъ, изложенныиь при разысканши общей мфры двухъ 
везычинъ. Если же Ан В, Си Ш несонзы%римы, то услоше пропорцюнальности выра- 
зится неравенствами: 


тВ<пА<(т--1) В, тО<яСб (то, 


а въ обонхъ случалхъ: 
< < 
тВ--пА < (т+1) В, тО—иС< (+1) О. 


Разсмотримъ посяВдий случай. Для этого раздВлимъ одну изъ величиаъ Аи В, 
ванрвы®ръ, меньшую 3, на равныл части н напесемь ихъ на величину А стольхо разт, 
сколько ВОЗМОЖНО, ТаБъ какъ Ан В несоизифримы, то получится остатоЕь меньше одной 
изъ нанесенныхь частей. Положниъ, что величину В дёлять всё на большее и иа большее 
число равныхъ частей; соотефтственно этимъ дёленимъ остатокъ, при напесевн этихъ д#- 
лей ва величину А,будеть все меньше н меньше и можетъ сдёлаться мене вслкой дан- 
ной везичных. Величина А, уменьшенная на этоть остатокъ, будеть соизифрима съ Ви 
будеть иыфть съ нею отношеше, которое выразится дробью, коей чисхлитель и знашешатель 
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суть цёлыя числа, Положных, что ААднлй величину В па т! ‚ *., ,... равныхь ча- 
стей, числа 9, п. яз, ...возрастаютъ неопредёленно. Подожимъ, что, нанося посдВхова- 
. тельно эти дёлешя на 4, мы вайдемтъ, что ой въ А содержатся пи у т:, т, . . разъ съ 
ОСТАТЕЗМИ: &;, =.) 2: ,.. ›, которые убываютъь неопрех8ленно, но мЁр® возрастан1л чисехь 
эм, п., п, .. . Отбрасывая эти остатки отъ везнчнны А, мы получимъ неопред®ленный 
рядъ величинь 4, А:, Аз,.. , соизмёримыхь съ В, и коихъ отношения къ В будутъ: 


и. 
м м’ ° 


Положныъ теперь, что мы имфемъ друг дзЪ несоизыВримня однородныя зеличины 
С и Ъ, которыя вироченъ съ величинами Аи В могуть быть ме однородны. Если, для 
меньшую изъ инхъ Ш на тоже число ти, п., %,... равныхь частей и нанося ихъ на 
величиву С, найдемъ, что эти части, соотв тственно, будуть содержаться въ С т, м.. 
т, .. разъ съ остатками меньшими соотвётствениыхь дфлею, н которые, при веопред$- 
лемномъ возраставн чисель п, , п., ма, . - неопредвленио убываютъ, то говорятъ, что от- 
мотеме несоизмфримнхь вегичинь Аи В разно отношетю несоизыфрамыхь величинъ 
С вЪ, илы что иесоизи®римыя величины Аи В, Си Р яропоршонамны. 


И въ самомъ даль, такъ какъ мы имземъ всегда: 
тва" В 
п п 
ПС м р, 
з п 


при иеопредфлениомъ возрасташи чнсла н, то предёть, къ которому стрематся дроби: 


Е т, (@) 


п 
будеть мЪра и величины А, когда В принимается за единицу, и величины С, когда 0 
принимается за еданнцу. 
Остается повазать только, что предваъ, въ которому стремятся дроби (а) иезависять 
отъ способа, мли закона, по которому величнны Ви Г) уВлились на равныл части. 
Положимъ, что, производя дёлен!я вехичинъ В п Д по известному закону, мы волу- 
чимъ, какъ для величнаъ Ди В такъ н длл величинь Си Л), равныя дроби: 


Изыфиимъ законъ дблена ва равных часта велнчивь В и Ш н положныъ, что одио 
дЪлеве везичины В содержится въ А Ё разъ съ остаткомъ, а одно иль хёлешй величниы Д 
содержится въ С больше чЁщъ Е разъ съ остаткомъ. Озвачимъ чрезъ г ту ведичиву, на которую 
+41 хьлен величины В превосходлть величину А, и заифтимъ, что К4-1 дзлев вен 
чивы Л, по положению, меньше величыны С. РаздЁлимъ величину В на разных части, ко- 
торыа бы были меньше г и при тонъ по закону, удовлетворающему оиредфленю равенства 
отношен& несоизыфримрхь селичинъ. Сафдовательно, соотвзтстяующихь дфлешй величины 


189 


Л въ С будеть столько, сколько дёленй В содержится въ А. Но очевидно, что въ А бу- 
деть меньше частей меньшихь оть & ч8мъ вь А-+е, т.е, чЁмъ въ +1 дёленяхь, Соотефт- 
ствующихь частей величины Ю должно быть въ #+-Е хвлешияхь С, столько, сколько и вЪ 
Е+-1 дёленшхь А, а ихъ меньше, что противорфчить преднохоженному закону дёлеша. 
Си&довательно, какъ только везичины В и Ш), раздфлемных но иззфстному закону, на раз- 
ное чнсло равныхь частей и эти части, соотв®тственио, содержатся въ А и С одвнаховое 
число разъ съ остаткаии, меньшими каздаго изъ дёленй соотеётстевнно, то это будетъ 
нызть исто и при всякомъ другомъ закон дВлевя величииъ В я Х. 


Тенерь остается показать, что опредфлене пропоршональности Евилида, совиадаеть 
© изоженвымь выше, 


Въ самомъ дёлЬ, но Евклиду, если величины Аи В, Сын Г нрокорцональны, то 
ны всегда должны имфть совм стно: 


За № 
® > в 


р=С, 
> 
ла соверменно произзольныхь цфлыхъ чисель ян. 


Возьмемъ произвольное цфлое чнсло п и пусть т будеть число, показывающее ваи- 
большее число жхъ частей В, содержащихся въ А, то легко вахфть, что: 


а Та 
® ® 


Сх»довательно, по опред®лена Евклида, необходимо чтобы и 


р<с, " 2-5, 


® 
а ти перавенства и показызваютъ, что отношения велизинъ А и В, С м Ш суть предфлы 
БЪ воторымъ стремятся дроби н Е ирн неопрех®ленномъ возрастанш числа п, или 
чо этоть предёлъ есть мёра везичииъь Аи С, когда Ви Г), праияты соотьфтствевно за 


отянцы. Если везичины А, В, С, Г пропорщональны, то пишутъ: 


ы д_сС 
А:В—0:ШО ва 8: 
ь. 6.} Пропорщональными величинами называются тавя, коихъ отноше- 
Ня равны. 
Примьч. 6. Мы въ приивч. 4 показали тождество опредфлев!я 5 съэтимъ носл®лнимъ, 
Маоце комментаторы, ие поинная глубокаго смысла опред. 5, принныали только это послёдиее, 


7. Если кратное первой величины больше кратнаго второй, а кратное 
третьей меньше кратнаго четвертой, то говорять, что отношеше первой 
везичины хо второй болыне отношешя третьей въ четвертой. 
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8. Пропорпюональность есть подобе отношенйй (АуоХот(е 86 вст 1 
16» бробецс, а по ибкоторымъ спискамъ толтоту). 


Примич 7. Пропорцюональность есть сходство, нодобе. Очевидео Евклихь здЪсь ра- 
зумфеть я0д0бе, сходство геометричебкихь фигуръ. 


9. Пропордя состоитъ, по крайней мЁр$, изъ трехъ членовъ. 


Примич. 8. "Три однородных величины пропорщональны, когда отношене нервой ко 
эторой будетъ равно отношенйо второй къ третьей. Напр.: 


3:4—4:8. 


10. Когда три величины ны, то говоратъ, что первая 
къ третьей им иное отноше первой ко второй. _ 
д: Ё=65е, 3> =т, ее ) %= (2) м, офи к о ОМИ 
Примин. 9. Вторая величина называется средне-пронорию, ю между первой и 
третьей. 
11. Если четыре величины ненрерывно пропоршональны, то говоратъ, 
что первая къ четвертой имЗетъ утроенное отношеше первой ко второй, 


учетверенное и т. д. 

Примьч. 10. Подъ вехличинами непрерывно проворшональными Евилидь подразуи$- 
ваетъ величины въ непрерывиой пропорщи, поторал составляеть геометрическую прогресс: 
1:2—2:4—4:8—8:16-.16:32—80 : 64. 

Отношешя такихъ ведичинь всЪ пронсходать отъ одного первоначальнаго отноше- 
Ша, поэтому древше геометры и дали ныъ особениын газван. Такь наприм$ръ отвошене 
1:4 можно разсматривать какъ результатъь перехода чрезъ два отношеншя 1:2 13:4, по- 
этоиу отношеше 1:4 назвали удеоеннымь отношешенъ 1:2. Точно также отношеше 1: 64 
можно разсматривать какъ результатъ перехода чрезъ отношения 1:2, 8:4, 4:8, 8: 16, 16: 32 
и 32: 64, т. е. чрезь шесть отноше, а поэтому оно называется ушестереннымь отноше- 
иемъ 1:2. 

12. Если н%еколько ведичинъ пропорщюональны, то предъидущля на- 
знваютъ соотвътственными предъидущимъ, & послЗдуюцщйя соотвттствен- 
ными посхВдующимъ. 

13. Перемьною отношений (Еза\№аЕ Хотоб) называется, если изъ че- 
тырехъ пропоршональныхь величинъ заключаютъ, что первая относится Еъ 
третьей, какъ вторая къ четвертой. 


Примьч. 11. То есть есль А:В---С: 0), то мы ныфемь А: С-В: 1). 


14. Обратно (Аубпому 418$), когда изъ четырехъ пропорцтональныхъь 
вехичинъ заключаютъ, что вторая такъ относится къ первой, какъ четвер- 
тая къ третьей. 


Примич. 12. То есть, если А: В--С:П, то иы имфемъ В: А--О:С. 


15. Чрез сложене (ЗуЗейс №705), если изъ четыреть пропорфональ- 
< 
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ныхьъ величинъ заключають, что сумма первой и второй такъ  отиоситея 
ко второй, какъ сумма третьей и четвертой относится къ четвертой. 


Примъч 13. То есть, если А: В—=С:0, то мы инфенъ А+-В: В=С+-р:Л. 


16. Чрезь выдплеще, вычитажще (Ма(овсс У0тоо), если изъ четырехъ 
пропорщональныхь величинъ заключаютъ, что разность между первой и 
второй такъ относится ко второй, какъ разность между третьей и 
четвертой относится въ четвертой. 


Приымъч. 14. Если А: В--=С: Ш, то: А-В: В=С-—П:Ь. 


17. На обороть (Азастрофт »9тоу), если изъ четырехъ пропорцюналь- 
ныхъ величинъ заключаютъ, что первая такъ относится къ разности пер- 
вой и второй, какъ ‘третья къ разности третьей и четвертой. 


Примяч. 15. Ели А: В-=С:Ш, то: А; А-В=0:6—Ф. 


18. По равенству (А во» »6то<), когла имЪя два ряда величинъ соот- 
вётетвенно нропорщональныхь, заключають, что первая величина перваго 
рада относится такъ въ посхВдней, какъ первая втораго ряда къ посл дней. 


Примьч. 16. То есть, если мы нифемъ два ряда велзичииъ: 
а, а:, @,.., @, 


., ь., в, ыы ‚в, 
такихъ, что: 


@; : 4.256, :6:, @з:@:=6::0,, ба: 0, -, 


| 9: : аз —=В:В. ы 
Зам 


19. По прямому равенству (Тело, когда, имя два ряда такихъ 
величинъ, что въ первомь ряд первая изъ нихъ такъ относится ко второй, 
какъ во второмъ рядЪ первая ко второй и еще въ первомъ ряд вторая такъ 
относится къ третьей, кавъ вторая къ третьей во второмъ ряд ит. д., 
заключаютъ, ‘что первая такъ относится къ послЪдней въ первомъ ряду, 
какъ первая къ поелЗдней во второмъ ряду. 

20. По обратному (Тетаротрфтрнестройный) равенству, когда, имя 
два ряде тавихъ величинъ, что въ первомъ ряд, первая такъ относится 
ко второй, какъ предпослЁдняя къ послВдией во втором» рядВ и вторая 
къ третьей, въ первомъ рядВ, какъ третья еъ конца во второй съ конца 
втораго в т. д., завлючають что первая относится къ послёжией въ пер- 
вомъ ряд, кавъ первая къ посл®дней во второмъ’ раду- 
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Прикюч. 17. То есть, если: 
&, а, , 3 @ 
ы, ь. , ,.., в, 


дьа ряда твкихъ величииъ что: 


а, : в. быв, Я: бя: ба-, 


а: бя =6, : вы . 


Овредфлен!я 19 н 20 суть частные случаи опредфлевя 18. 
Ако ошы. 


о 1. Величивы равнократныя одной и той же величины, или равныхъ 
№7" величинъ, равны между собою. 
2. Величины, коихъ одна и таже величина есть равнократная, ихи же 
которыхъ равныя величины суть равнократныя, равны между собою. 
3. Кратная большей величины больше кратной величины меньшей. 
4. Изъ двухъ ведичинъ, коихъ взяты равнократныя, та больше, кото- 
& равнократная больше. 


Предложен: а. 


Предложене 1. Если изеколько величинъ суть соотвзтственно равно- 
кратных другихъ, въ такомъ же числВ величинъ, по какой бы то ни быхо 
кратности, каждая каждой, то сумма первыхь будетъь кратная величина 
суммы вторыхъ, по той же кратности (фиг. 183). 

Доказат. Пусть величины АВ и СР будуть равиократныя другихъ 
Ен Р, каждая каждой, по какой нибудь кратности, то сумма АВ-+-ОО, 
величинъь АВ иСО, будетъ равнократная величина суммы Е--Ё' величинъ 
Ен, по той же кратности. ^ 


Фиг. 183. 


Такъ какъ величина АВ такой же кратности вехичины Е, какой 
величина СГ величины Е, то сколько величинъ равныхь Е содержится 
эъ АВ, столько величинъ равныхь Р содержится въ СО. Пусть Аб, @В 
суть части АВ равныя Е и ОН, НШ суть части СГ равныя ЁР, то число 
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частей СН, НО будеть равно числу частей А@, @В. Но такъ какъ 
Аб=Е, а СН==Е, то сумма АС--СН-—=Е--Е, точно также @В-Е, 
НОЕ, то сумма @В--НО=Е-Е. СлЬдовательно сколько величинъ 
равныхь Е содержится въ АВ, столько разъ сумма Е-+-Р величинъ Еи Е 
содержится въ сумм АВ-+-СО, т. е. какой кратности величина АВ будеть 
величины Е, такой кратности и сумма величинь АВ и ОШ будетъ суммы 
величинь Ен Е. 


Примюч. 18. Если а—"7,, а—иг., аз-тт,, ..) то: 


а нана... =. тнт ..). 


Предложеще 2. Если первая величина будеть такой же кратности 
второй, какой третья четвертой, а пятая величина будеть такой же 
кратности второй, какой шествя четвертой, то сумма первой и пятой бу- 
деть такой же кратности второй, какой сумма третьей и шестой чет- 
вертой (фиг. 184). 

Доказат. Нусть первая величина АВ будетъ такой же кратности 
второй (С, какой третья величина ДЕ четвертой Ё; и пятая величина 
Вб пусть ` будетъ такой же кратности второй С, какой шестая ЕН 
четвертой Е; то сумма первой и пятой будеть такой же кратности 
зторой С, какой сумма третьей и шестой будеть четвертой Е. 


фиг. 184. 


Такъ какъ АВ есть величина такой же кратности величины С, какой ДЕ 
ваичины Е, то сколько величииъ равныхь С содержится въ АВ, Столько 
вешчинъ равныхь ЁР содержится въ ОЕ; по той же причин, сколько вели- 
чин равныхь С содержится въ В@, столько величинъ равныхъ Р содер- 
антся вь ЕН. Сл®довательно сколько величинъ равныхь С’ содержится въ 
цой величинв АС, столько величинъ равныхь Е содержится въ цвлой 
ОН, т. е. какой кратности А@ будеть величины С, такой же кратности 
бдеть ДН величины К. 

Примтх. 19. Если а_—-па,, ата, ата, аз то, , то: 

а, + аь-=(в-+-т)а,, аз ав-=(п-+т) а. 
Слтдстве. Изъ прехъидущаго очевидно, что если величины а, в,, аз). ., СУТЬ 
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кратвыя величины х, ‘а вохичины 6, 6., Ь.,.. о, суть той же кратности величины 9, 
10 есть если мы имЗемъ: 


Я -тт, а2-Ытт , .., @т==Пя г 


ета, 6==1:9) + +, бя = 


аа. кат = (м-ыт-Н .. Нм № 
Р-Н. бы биниН .. +т)9 


Предложене 3. Если первая величина будеть такой же кратности 
второй, какой третья четвертой и если возьуемъ равнократныя первой и 
третьей, то эти посл®дея будуть равнократныя одна второй, а другая 
третьей (фиг. 185). 

Доказат. Пусть первая величина А будетъ такой же кратности вто- 
рой В, какой третья С четвертой О); возьмемь ЕЁ и @Н равновратиыя 
величины первая величины А, & вторая величины С, то ЕЁ будеть такой 
же кратности величины В, накой СН будетъ величины Ш. 

Тахъ какъ ЕЕ еёть величина такой же кратности отъ А, какой ЧН 
ть (С, то сколько равныхъь А содержится въ РЕ, столько величинъ рав- 
выхъ С содержится въ @Н. 


Фиг. 185. 


Пусть ЕК и ЕЕ суть части величины ГЕ, равныя величин Аи 
СТ, ГЫ суть части величины СН, равныя С, то число частей ЕК, КЕ 
будетъ равно числу частей @Г, Г.Н; ио какъ А есть такой же кратио- 
сти отъ В, какой С оть О, то ЕК, КЕ будуть такой же кратности отъ 
В, какой @Г, Г-Н оть Г), схьдовательно сумма величинь ЕК и КЕ или- 
величина РЕ будетъ такой же кратности отъ В, какой сумма величинъ 
СГиГН, или величина ЯН будеть отъ О. 


Примтч. 90. Если и-=йт,, 6,==п14, ‚ то 
таж=яитг,, туп, . 
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Предложене 4. Если изъ четырехъь величинъ отнощеше первой ко 
второй равно отношению третьей къ четвертой, то величины, раввократный 
первой и третьей съ величинами, равнократными второй и четвертой, бу-^ 
дутъ имВть между собою тоже отношеше (фиг. 186). 

Доказат. Пусть первая величина А имзетъ ко второй В такое же 
отиошен!е, какое имфетъ третья С’ въ четвертой Ш. 


Фиг. 186. 
йе а р Е. -- 
Е Е т 
А с— 
В— р— 
[2 1 1 1 Е, ! | ' 
м. 1 м | 


Возьмемъ величины Е и Е, равиократныя величинъ А и С, и вели- 
чины (и Н, равнократныя величииь Ви ШГ, но по кавой нибудь другой 
кратиости; то величина Е будетъ имфть такое же отношеве къ величинВ 
@, какое иметь имЪетъ величина Р къ величинВ Н. ь 

Возьмемъ новыя величины Ки Г, равнократныя величинъь Еи Е, и 
М им, равнократныя @ и Н. Такъ какъ Е есть такой же кратиости отъ 
А, какой Е оть С, а величины Ки Г взяты равнократными Е и РЁ, сл3- 
довательно К будетъ такой же кратности отъ А, какой Ё оть С (ви. 5, 
пред. 3). Цо той же причин М будетъ такой же кратности отъ В, ка- 
кой № отъ О. Но отношеше А къ В равно отношеню С къ О, а КиЁ 
суть равиократныя А и С по н%которой кратиости, а М и М суть равно- 
кратныя Ви Ш по какой нибудь другой кратности, слЗдовательно, если 
К>И, то Г>М, если К=М, то [-ЕМ и если К«М, то Г<М (ки. 5, 
опред. 8). Но К и Г, суть равнократныя оть Е и РЕ, по известной кратио- 
сти, а Мо М суть также равнократиныя оть @ и Н, мо кавой нибудь другой 
кратности, схёдовательно Е относится къ С, какъ Е къ Н (ки, 5, опред. 5). 


Примьч. 91. Если 4:6=с :4, то: 
та: = те; п4 
та: 6-=те: 4 
а: ибес: ва. 


Предложеже 5. Если ивъ двухъ величинь первая будеть извёстной 
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кратности второй и нЪкоторая часть первой будеть такой же кратности 
ифкоторой части второй, то остатокъ первой будеть той же кратности ос- 
татка второй (фиг. 187). 

Доказат. Пусть величина АВ будетъ кративя величины СЛ) и часть 
ея АЕ пусть будетъ такой же кратности части СЁ, величины СО, какой 
АВ отъ СО. 

Фиг. 187. 
А Е 
ЕН ВЕНЕВ ЕН _В 


Е 
С ‚_р 


Пусть АС будеть такой же кратности отъь РО, какой АЕ оть СР, 
то АЕ будеть такой же кратности отъ СЕ, какой ЕС оть СО (вн. 1, 
пред. 1). Но, по положеню, АЕ такой же кратности оть СЁ, какой АВ отъ 
СО, откуда АВи ЕС будуть равиократныя величины С), слвдховательно 
ЕС—= АВ. Отнимая по АЕ найдем, что остатокъ А@ будетъ равенъ ос- 
татку ЕВ (кн. 1, аке. 3), но такъ какь АЕ такой же кратности отъ СЁ, 
какой А@ оть ЕО, а Аб-=ЕБ, то АЕ булеть тавой же кратности отъ 
СЕ, какой ЕВ оть ЕО. Но АЕ такой же кратности отъ СЁ, какой АВ 
оть СО, сж}8довательшю ЕВ будетъь такой же кратности ЕД, какой АВ 
отъ СО. 

Примьч. 22. Если а.-—-м0, ‚ и если а, и 6, суть части везичиньъ а и и при 
томъ ташл, что а:—7Ъ. , то мы имфемъ: 


в.в. —%.). 


Предложете 6. Если двЪ величины будуть равнократныя  другихъ 
двухъ и если отъ первыхъ отымемъ равнократныя вторыхь, то получимъ 
остатки, которые или будуть равны вторымъ величинахъ, или будутъ отъ 
нихъ равнократные. 

Доказат. Случай 1. Пусть дв величины АВи СО будуть равнократныя 
другихъ двухь Еи Е. Если изъ АВ и СШ, вычтемь А@ и СН, равно- 
кратныя тёхь же Еи ЕЁ, то остатки @В и НО будуть или равны вели- 
чинамь ЕиР, или будутъ равнократные этихъ посхВднихъ (фиг. 188). 


Фиг. 188. 
Е | ЗИ ВН ВЕ 
ИИ РИ 


Возьмемъ во первыхь (В и НО равные Е и Е и позьмешь еще 
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КО-—=Е; такъ какъь АС такой же кратности отъ Е, какой ОН отъ Е, то 
АВ будетъ такой же кратности отъ Е, какой КН оть Е. Но АВ такой же 
кратности отъ Е, какой СО отъ Е, схВдовательно КН и СО суть равно- 
кратныя отъ Е, откуда ЮН=ОГ (вн. Б, акс. 1). Отымая по СН мы по- 
лучимъ остатокъ КО—ЫШГ (вн. 1, акс. 3), но. КО—Е, сяЪдовательно и 
НО=Е, откуда заключаемъ, что если @В=Е, то НО=Е. 

Случай 2. Пусть теперь @В будетъ кратное оть Е, то НД будеть 
равнократиое оть ЕЁ. Возьмемъ величину СК такой же кратности отъ Е, 
какой вехичинаА СВ оть Е и какь АС есть величина такой же 
кратности отъ Е, какой ОН отъ Е, то АВ будеть такой же кратности 
оть Е, какой КН отъ Р (кн. 6, пред. 2) (фиг. 189). 


Фиг. 189. 
И ое та ом р 
Е -- Е 


Но АВ такой же кратности отъ Е, какой СШ оть РЁ, селВдовательно 
НК и СГ суть величины равнократныя одной и той же величины Ё, 
схВдовательно0 СО-=НК. Отнимая по СН, получимъ равные остатки 
СК=НО; и кавь @В такой же кратности оть Е, какой НО оть 
Ги СК=НО, то НО будеть такой же кратности отъ ЕР, какой @В 
оть Е. 


Примюч, 23. Ксзи а--пи: и а. иг,, б-=ти, , 6. тг, , то: 


а-—ф-=(в—тум , а, 6,--(я т). . 


Предложеще 7. Равныя величины къ одной и той же величии 
имЪють одно и тоже отношене и одна и таже величина къ равнымъ вели- 
чинамъ имфетъь одно и тоже отношеще (фиг. 190). 

Доказат. Случай 1. Пусть А и В будутъ равныя величины и С’ другая 
какая нибудь величина. Я говорю, что величина А и Вкь С имзютъ 
ОдИо и тоже отношене и что величиив С къ величинанъ А и В имфетъ 
одно и тоже отношене. 


Фит. 190. 
р ЕН ам аа. 
с ра 
аа. ск АЕ. 


Возьмемъ величины Ди Е, равнократныя величинъ Аи В, и вели- 
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чину И кратвую отъ С, по какой иибудь другой кратности. Такъ какъ 
Ш есть величина такой же кратности отъ А, какой Е оть В и какь по 
условю А=В, то мы имЗемъ также ОЕ (Ен. 5, акс. 1). СхВдовательно, 
если О>Е, то также Е>Е, если О-Р, то также Е=Р и если О<Е, 
то также Е<Ё, но Ди Е суть величины равиократныя величинъ Аи 
ВиЕ есть величина кратная величины С, по какой нибудь другой крат- 
ности, то (кн. 5, опред. 5) А: С=В: С. 

Случай 2. Величина С’им\етъ къ величинамъ Аи Втоже отношене. По- 
студая каЕЪ выще, мы докажемъчто )—Е,слВдоцетельно если ЕР, то ЕЕ, 
но Р есть величина кратная оть С, в Ди Е суть величины ревнохкрат- 
ныя оть Аи В, по другой, какой нибудь кратности, схЗдовательно: 
С: 4—0: В (кн. 5, опред. 5). 

в 
[2 


Примич. 94. Есла А--В, то == 


Предломенще 8. Изь двухъ иеравныхъ величивъ отнощене большцей 
больше отношетя меньшей къ одной и той же третьей величии; и одна 
и таже величина къ величин менышей имЗеть олиошеше больше отно- 
щешя ея къ ведичинВ большей, 


Доказат. Случай 1. Пусть АВи ВС будуть дв} иеравныя величины и 
пусть АВ> ВС, пусть О будетъ какая нибудь другая величина; говорятъ, что 
отношете АВ въ О больше отношеня ВС въ Ш и что отношене О въ 
ВС больше отношеня ДО къ АВ (фиг. 191). 


Фиг. 191. 
4—щ-——в 1, 
в к 
Н 
у И 


Если та изъ величииь АС и СБ, которая не больше другой, ине бу- 
деть меньше Г), то возьмемъ величины ЕЁ и ЕС, двойныя величить АС 
и СВ. Если же та изъ величинъ, которая не больше другой будетъ 
меньше велячины Л, какъ въ фигурз 192, то умноженная, она можеть 
превзойти Г. Сколько разъ мы взяли меньшую изъ величинъ АС и СВ для 
того, чтобы получить величину больше ПД), столько же разь возьмемъь и 


199 


большую изъ нихъ. Пусть ЕЁР и РО будуть тамя кратныя величинъ 
АС в СВ. СВ довательно, обё величины ЕР и Р@ будуть больше Д. 


Фит. 192. 
[8 ВЕН 
д— В 
ы у: 
Е : а 
К. 
а Е 


` 


Въ обоихъ случаяхъ возьмемъ Н=20, К=ЗХ, и т. к. пока непо- 
иичимъ такую величину кратную О, которая первая будетъь больше РС. 
Пусть Ё› будеть эта первая величина и пусть К будеть величина, крат- 
ная Г, непосредственно меньше величины Г. 

Такъ кавъ Г есть первая изъ величинъ кратиыхъ Ш), которая больше 
ЕВ, а К есть величина непосредственно меньшей кратности той же Д, 
то Р@ не меньше К. 

Но какъ ЕР есть величина такой кратности отъ АС, какой Р@ отъ 
СВ, то Е@ есть величина такой же кратности оть АВ, какой ЕС отъ 
СВ, т. е. Е@ и Е@ суть равнократныя АВ и СВ. 

Но было показано, что Е@ не меньше К, а ЕР больше Ш, сл%до- 
вательно цвлое Е@ больше К и Ш вмвстВ взятыхь Но Ки Е, вмЪстВ 
ватыя, равны С, слВдовательно ЕС’ больше Ё. Но Е@ ие больше Г, а 
Е@ и ЕЯ равнократныя отъ АВи ВС и Г есть величина кратная отъ 
1, слвдовательно отношеше АВ въ Ш бозыие отношеня ВС кь Г (кн. 5, 
опред. 7). 

Случай 3. Отношене Ш въ ВС будеть больше отиошешя Ш) къ АВ. 

Сдвлавъ тоже построеме можно легко показать, что Г больше Р@, 
ю не больше ЕВ. 

Но Г есть кратное оть О), а ЕС в РД краткыя оть АВ и СВ, 
«довательно отношене О къ ВС больше отношешя ЛД кь АВ. 


оо В 
р’, А`В 
Предложене 9. Величины, имЗюця одно и тоже отношеше съ одною 
и тою же величиною, равны между собою, и величины, къ которымъ одна и 
таже величина иметь тоже отиошеше также равны между собою (фит. 193). 
Доказат. Случай 1. Положимъ, что величины А и В имзють одно 
и тоже отношене къ величин (', то А=В, 


Примьч. 95. Если А>В, то ‚ какая бы ни была везичииа 7). 
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Въ самом дЪлВ, если величины Аи В не равны, то одна изъ нихъ 
больше другой, пусть А> В. 


ы Фиг. 193. 
и———— р 
В Е 


<—— Е 


Изъь того, что было показано въ пред. 8, мы всегда можемъ найти 

величины, равнократныя отьъ Аи В и величину кратную отъ С и при 

. томъ тавя, что кратное отъ „А больше кратнаго отъ С, и кратное отъ В 
не больше кратиаго отъ С. 

Пусть тавыя кратныя оть Аи В будуть Фи Е, а кратное отъ С 
пусть будетъ Е, сл№довательно ДЕ, но Ене> Е. 
| Но такъ какъ А къ Си Вкь С имвють тоже отиошене, а Ди Е 
суть кратвыя оть Аи Ви РЕ кратное отъ Си при томъ таюмя, что 
О>Е, слвдовательно должно быть Е>Е. Но Е не больше Е, схлвдо- 
вательно невозможно, чтобы А не было равно В. 

Случай 2. Теперь пусть С имЗеть къ А и В одно и тоже отношене, 
А будетъ равно В. 

Ивъ того, что было показано въ пред. 8, можно всегда найти вехи- 
чину Ё, вратную отъ С, и кратиыя величины Ди Еоть Ви Аи при 
томъ тавя, что Р>Е, но не> р. 

Такъ какъ (относится къ В, какъ О къ А, и Е кратное отъ С 
больше Д кратнаго отъ 4, слфдовательно Е, кратное отъ В, больше отъ 
О, но мы имфемъ Р ие>), что иевозможно. Сл8довательно А=В. 

А 

Примич. 26. Если =, то А—В, пли если С... то также А—В. 

Предложене 10. Если отношешя двухъ величинь къ третьей нерав- 
ны, то та изъ нихь, которой отношеше больше, больше той которой отно- 
шеве меньше и та, къ которой одна и таже величина нмфетъ отношене 
больше, меньше той, къ которой она имфетъ отношеше меньшее (фиг. 194). 

Доказат. Случай 1. Пусть отношеше А къ С больше отнвошешя В 
къ (, 10 А>В. | 

Такъ какъ отношеше А къ С больше отношеня В въ С, то (вн. 5, 
опред. 7) есть нёкоторыя величины Ди Е, равнократныя зеличинъ Аи 
В, и ивкоторая величина №, кратная отъ С’и при томъ тавя, что )>Е, 
но Ене>Е, Но ри Е суть величины, равнократныя величинъ Аи В, 
ся®довательно 4>> В (кн. 6, акс. 4). 
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Случай 2. Пусть отношеше Скъ В больше отношешя Скъ А, то 4> В. 
Тахъ какъ всегда есть кратное Е отъ Си равнократныя Е и 7) оть Ви, 
притомъ тамя, «то Е> Е, ио не> О, слЪдовательно Е< (ка. 5, опред. 7). 

Но какъ Еи Ш суть равнократнныя оть Ви А, в ЕХО, то В<А. 


Фиг. 194. 
——— П——_—__— 
В - Е 
<с—— у ее 
Примьч. 27. Если “> С, то А-.В, или если Е ‚ то В< А. 


..з «Предложене 11. Отвошешя равныя одному и тому же отиошейю г г 
‘азвы между собою (фиг. 195). 0: «ИЯ №ауы ос ау, кф ЮАЙнг 2160 0с УГ. 
Доказат. Пусть отношеше А кь В равио отношеню С къ Ш, & 
отвошеше С къ Ш равно отношеню Е къ Е; я говорю что отиошеше А 
къ В равно отношеню Ё къ Е. | 
Возьмемъ равнократныя величинъ А, С, Е и пусть онз будуть @, 
Ни К, возьмемъ также, по какой нибудь другой кратности, равнократ- 
выя величинъ В, ри Ри нусть онВ будуть Г, Ми М. 


Фиг. 195. 
А———— с——— Е 
В — а 
п ЗЕ ве г. Де аа 
НОЯ РАНЕ НОЕ И: Г х ЗЕЕ ол 


Такъ какъ величина А относится въ В, кавъ С къ Г ивзяты равно- 
пратныя С, Н величинъ А, С’ и равнократныя, по другой кратности, Г, М ве- 


ичинъ В, О), то, если @ = Т, мы будемъ имфть также Н Ем (вн. 5, опред, 5). 
Такь какъ С’ относится къ О, какъ Е въ Е, п взаты равнократныя Н, К 
зеличинъ С, Е и равнократныя М, М величинъ Г, Е, то, если Н 2 м, мы 
будемъь имть и К — М. Но © и К суть величины равнократных Аи Е, 


по какой нибудь кратности, а Ё, № суть величины равнократиын Ви Е, 
по какой нибудь другой кратности, слЪдовательно А относится къ В, какъ 
‚Екь Е (вн. 5, опред. 5). 
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а с Сс_Е 
Примпич. 28. Если: ВЕБ’ * БЕ, 
4_Е 
в-в 


Зджсь Синсовъ прибавилъ четыре предложены, опущениыя Евклидомъ, и доказаль ихъ 
по его же способу. Я приведу только предложения, & доказательства оставляю, такъ кАКЪ 
ихъ зегко доказать самому. 

Предлож. А. Если первая изъ четырехъ величияъ иметь ко второй такое же отно- 


а >> > 
мене, вакъ третья въ четвертой и есхи первал = второй, то третья также = четвертой. 


Предлож. В. Если четыре величины пропорцювальны, то он® и обратно пропорцйо- 
нальны, т. е. если А: В--С:Х, то В: 4—Ш:С. 

Предлож. С. Если первал величии такой же кратности, или такая же часть второй, 
какой кратности, или какая часть третья четвертой, то первая Судетъ такъ относится ко 
второй, кавъ третьн къ’ детвертой,. .. . о. : 

Еса А—зтъВ, С=пО, или если А— 2 В, 6=4 О, о А: В=С:Р. 

Предлож. 0. Если первая везичива относвтся ко второй, какъ третья къ четвертой, 
и если первая есть кратидл, или часть второй, то третья будеть такой же кратности, или 
такая же часть четвертой. 


Если Е и если А—яВ или А= В, 10 С-яО или с=1 р. 


Предложеме 12. Если вакое нибудь число величинъ пропорцюналь- 
иы, то одинъ изъ предъихущихь членовъ относится къ своему послВдую- 
щему, какъ сумма всЪхъ предъидущихь относится къ сумиЪ всВхь посл}- 
дующихь (фиг. 196). 

Доказат. Пуеть будетъ сколько угодно пропорцональныхь величинъ 
А, В СШ, Е Е, т. е. что А относится къ В, какь С къ О, какь Е 
къ Е, я говорю что А относится къ В, какъ сумма величинъ А, С, Е 
къ сумм величинъ В, О, Е. 


Фиг. 196. 
На сыне ариые. 
Ве у И Е 
) ИОВ, у. ИИ №-——— 


Возьмемъ равнократиыя @, Н, К величинъ А, С, Е, шо какой ни- 
будь кратносги и равнократныя Ё, М, М пеличинъ В, О, Р по какой 
нибудь лругой кратности. 

Такъ какъ А относится къ В, какъ Скь Ш) и какь Евкь Е 


ОН ое, ее 
и взяты а, Н, К равнократныя отъ А, С, Е и равнократныя С, М, М 
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отъ В, О, Е; то, если вЕЬ, мы будемъ имВть и НЕМ, КЕМ, от- 
Буда, если @ = Т, то исумма величинъ @, Н, К = суммы величинъ С, М, 


№. но @ и сумма величниь @, Н, К суть равнократныя, первая отъ А, 
а вторая оть суммы ведичинъ А, С, Е (кн. 5, пред. 1), а также С и 
суима величинъ С, М, М суть равнократныя первая отъ В, & вторая отъ 
суимы величинъ В, Д, Е, по другой кратности; схФдовательно (кн. 5, 
опред. 5) А относится къ В, какъ сумма величинъ 4, С, Е къ сумм 
веичинъ В, О, Е. 


Ее Ре - 

Примъьч. 29. Если ыы те мы имфемъ: 
ана. ная _ а _ а 
БЫ... + в Ё ‘Ш ` 


Предложете 13. Если первая величина относится ко второй, какъ 
третья въ четвертой, н если отношене третьей къ четвертой больше от- 
шешя пятой къ шестой, то н отнотене первой ко второй больше от- 
юшеня пятой въ шестой (фиг. 197). 


Доказат. Чусть первая величина А относится ко второй В, какъ 
третья С’ въ четвертой Л), но пусть отношеше третьей С’ къ четвертой д 
больше отношеня пятой Е къ шестой Р, я говорю, что отношеше А къ 
В бухетъ больше отношеня Е къ Р. Такъ какъ отношене С къ ЛД) боль- 
ше отношетя ЕЁ къ Ё, то есть (ки. 5, опред. 7) нЪкоторыя величины С, 
Н, равнократныя величинь Син Е, и и®которыя друтя величины К, Г, 
равнократныя величинъ Г), Р, такя, что непремвино @>К, но Н не> Г. 
Возъчемь величины М и М кратныя оть А и В, различной кратности. 


Фиг. 197. 
4 с Е 
в р— Е 
Е Е Е НЕ аа та а ь 
И. и. ЕН НИЕ 


Такъь вакъ А относится къ В, какъ С къ Л) и взяты равнократныя 
Мб величинь АИС и равнократныя № и К ведччинъ Ви Ш, то, 
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если вЕК, пеобходимо будеть М = М. Но Н не больше Га МиН 


суть равнократныя отъ Аи Е за Ми Г. равнократныв отъ В и Ё, по 
другой кратности, слЗдовательно (кн. 5, опред. 7), отношене А къ В бу- 
деть больше отношешя Е къ Е. 


: а с СЕ 
Примьч. 30. Есая и п>р, 10 

АЕ 

87 Е°` 


Предложене 14. Если четыре вехичины пропорцюнальны, т. е. первая 
относится ко второй, какъ третья къ четвертой и если первал больше, 
равна или меньше третьей, то вторая будегь такве больше, разиз или 
меньше четвертой (фиг. 198). 

Доказат. Случай 1. Пусть А, В Си Г будуть эти четыре вели- 
чины, то если А>С, то ВХ. 

Такъ какъ А>>С, то отвошеше А къ В будеть больше отношен!я 
С къ В (кн. 5, опред. 8), но А относится къ В какъ С къ Ш), сх%дова- 
тельно (кн. 5, пред. 13), отношеше С къ Л) будетъ ‘больше отношеня С 
къ В. Но та изъ величинъ, къ которой одна и таже величина имфетъ, 
отношеше больше, меньше (кн. б, пред. 10), слВдовательно Д<В, или 
В>Р. 

Фиг. 198. 
а ЗЕЕ НЕЕ ЕЕ ЕЕНЕННН С 
в _—_ р 


Сичай 2. Если А=С, то В=О. Въ самомъ дВхЬ, если А относит- 
ся къ В, какъ С кь Ди А=С, то А будеть относится въ В кавъ А 
къ Ш), сл№довательно В==Л (вн. 5, пред, 10). 

Случай 3. Навонець если А<(, то булеть н В<Г. Такъ какъ 
С>А, и С относится къ О какъ А къ В, слВдовательно, какъ въ пер- 
вомъ случа, Д>В или Вх. 


7. > 
Примяч. 31. Если в ри если А =6, то: 


в2Ь. 
< 


Предложене 15. ДвЪ величины имзють между собою такое же отно- 
шене, какое им$ютъ ихъ равнократных (фиг. 199). 

Доказат. Пусть АВ будетъ такое кратное оть С, каков ЕЛ отъ Е; 
я говорю, что отношеше С къ Р’ будегь равно отношеню АВ кь ЕР. 
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Такъ какъ величина АВ такой же кратностн С, какой ЕЛ отъ 


Е, то сколько величинъ С’ заключается въ АВ, столько величинъ Р за- 
Фиг. 199. 
С Иа 
с Н Т К 
>”. ОВЕН КАНЕ ЕЕ АНЕВЕН ЕАН. ЕЯЫ Е НЫ ЗЕЕЕН у. 


ключается въ ЕД. Пусть Аб, СН, НВ суть части АВ равныя Си ЕГ, 
ТК, КЛ части ЕЛ равныя Е, ч.оло частей вь АВ ин ЕД будеть одно 
и тоже. СлЁдовательно (кн. 5, пред. 7), величина АС будетъ такт, отно- 
сится къ ЕГ, кавъ @Н къ КГ, и какъ НВ къ КО. Но прехъидуший от- 
носится къ посл8дующему, какъ сумма прехъидущихь въ сумм посхВхую- 
щихъ (кн. 56, пред. 12), слВдовательно, АС такъ относится къ ЕЁ, какъ 


АВ кь ЕО, но Аб=С, в ЕГ-—=РЕ, елВдовательно С относится къ Е, какъ 
АВ въ ЕД. 


. С *С 
Примюч. р Я ЯР 


Предложене 16. Если четыре величины пропорцональвы, то он оста- 
нутся пропорцюнальны, если перемфетить средше члены (фиг. 200). 
Доказат. Пусть четыре величины А, В, С, р пропорцюнальны и 


нусть А относится къ В, какъ О къ Г, я говорю, что А будетъь отно- 
ситься въ С, какъь В въ 0. 


Фиг. 200. 
А Ве 
в ——— р 
Ме ТЕ А, с 1 ‚ 
р а оо ыы 


Возьмемъ величины Ен Ё, равнократныя величинъ Аи В, и вели- 
чины ($ н Я, равнократныя величинъ Си Л. 


Такъ какь Е есть величина такой же вратности отъ 4, какой Р 
отъ В, то (вн. 5, пред. 15) А относится къ В, кавъ Екь ЕЁ, в0 А къ 
В, какъ С къ Г, слдовательно (кн. 5, пред. 11), С относится къ Ш, 
какъ Е къ ГР. Такъ какъ Сб и Н суть величины равнократныя величинъ 
Сп Х, то (кн. 6, пред. 15) С относитея къ Ш, какь @ кь Н; но С къ 
Х, какъ Е въ Е, слдовательно ЕЁ къ Е, какъ С къ Н. Но если четыре 


Е > 
однородныя величины пропоршональны и первая будетъ = третьей, то вто- 
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> >> 
рая будетъ — четвертой (кн. 5, опред. 5), слВдовательно, если Е = С, то 


Е ЕН; но Е и Р суть равнократныя величинь Ли В, б н Н суть 


равчократныя величинъ Си Ш, сл8довательно А относится къ С какъ 
В въ Ш. 


Примвч. 33. Если А: В--С: О, то: 
А:0-В:Т. 


Пуедложене 17. Если четыре величины, взятыя вмыфетЪ, пропорцю- 
нальны, то он8 и отдВльно будуть пропорщональны, т. е. если сумма двухъ 
величинъ ныфетъ такое же отношеше къ одной изъ нихъ, какое имЪеть 
сумма хругихъ двухъ величинъ въ одной изъ нихъ, то остальная изъ пер- 
выхъ величинъ будетъ относнться къ первой, какъ остальная изъ зторыхъ 
къ ихъ первой (фиг. 201). 

Доказат. Пусть АВ, ЕВ, СО, ЕД, четыре пропорщюнальныя велн- 
чины, т. е. АВ такъ относится къ ЕВ, вакь С. къ ЕД, я говорю, что 
АЕ такъ относится къ ЕВ, какь СР къ ЕО. 

Возьмемъ величины @Н, НК, СМ, ММ, равнократныя, по какой 
инбудь кратности, величинъ АЕ ЕВ, СЕ, Е) и величины КО и МР, 
равнократвыя, по какой нибудь другой кратности, величинь ЕВ и ЕЛ. 


Фиг. 201. 


Такъ какь СН есть величина такой же кратности оть АЁ какой 
НК оть ЕВ, то (кн. 5, пред. 1) СК будетъ такой же кратности отъ АВ, 
какой @Н оть АЕ; но СН есть величина такой же кратности отъ АЕ, 
какой ГМ отъ СЕ, слЬдовательно СК будеть такой же кратности отъ 
АВ, какой ГМ отъ СЛ (кн. 5, пред. 1). 

Такъ какъ СМ такой же кратности отъ СЁ, кавой ММ оть ЕР, 
то ГЛ будеть такой же кратности оть СЁ, какой СМ отъ СО; но мы 
показали, что СМ такой же кратности отъ СЕ, какой СК оть АВ, слА- 
вательно, @К будетъ такой же кратности оть АВ, какой СМ оть СХ, 
откуда @К и ГМ суть величины равнократныя величинъ АВ и СГ. 

Такъ какь НК тавой же кратности оть ЕВ, какой ММ оть ЕД и 
КО такой же кратности отъ той же величины ЕВ, какой МР отъ ЕЛ, 
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сл3довательно (кн. 5, пред. 2), излая величина НО будетъ такой же крат- 
ности отъь ЕВ, какой цфлая МР отъ ЕО, т. е. НО и МР суть величины 
равнократныя оть ЕВ и ЕО. Но АВ такь относится къ ЕВ, какъ СО 
къ ЕД и взяты равнократныя СК и ГМ оть АВ и СЛ и друмя равно- 


кратныя НО и МР отъ ЕВ и ЕР, то, если @К- НО, ГМ МР Но 


еслхя @Н>КО, то, прибавляя по НК, получинь СК>НО, в также 
Г М>МР, отиимая по ММ, получимъ ГМ>МР, сл8довательно, если 
@Н>кКО, то также ГМ> МР. Точно также можно показать, что если 
ЯН = КО, то ГМ.-МР. Но ВН и ГМ суть величины равновратныя 
величинь А4АЁи СЕ. & КО и МР суть равнократныя, по другой кратности, 
отъ ЕВ и ЕД, слВдовательно АЕ такъ относится въ ЕВ, какъ СР къ 
ЕЛ (вн. 5, опред, 5). 


Примьч. 34. Если ва: : в- 6-5 :6., то: 


еи : аз 16. 


Предложене 18. Если четыре величины отхЪльно проиорцюнальны, 
то он пропордовальны и взятыя выЪетВ, т. е. если первая относится 
такъ ко второй, какъ третья къ четвертой, то первая н вторая вмзетВ бу- 
детъ такъ относится ко второй, какъ третья и четвертая вчЪстВ къ чет- 
вертой (фиг. 202). . 

Доказат. Пусть четыре величины АЕ, ЕВ, СЕ, ЕЛ будутъ пропор- 
цюнальны, т. е. АЕ такъ относится къ ЕВ, какъ ОР къ ЕЛ, говорю, что 
АЕи ЕВ виетв, т. е. АВ будеть такъ относится къ ЕВ, какъ СЁ и 
ЕО вызсть, т.е. СДО въ ЕД. 


Фиг. 909. 


Е г @& Н 
и В с ь ' р 


Если бы величина АВ не относилась къ ЕВ, какъ СР къ ЕО, & 
какъь СЛ къ какой нибудь другой величин® большей нли меньшей отъ РД. 

Пусть во первыхъ она будеть «Д<.ЕШ, т. е. что АВ такъ относит 
ся къ ЕВ, какъ СД вкь @Л, то (кн. 5, пред. 17) АЕ будеть такъ отно- 
ситься къ ЕВ, какь С@ кь СЛ. Но по условю АЕ такъ относится къ 
ЕВ, какъ СР къ ЕШ, слВдовательно (вн. 5, пред. 11) СС будетъ такъ от- 
носиться къ ЧО, какт СЕ къ ЕРШ Но очевидно Сб>СР. слВдозательно 
(вн. 5, пред. 14) СО>ЕРО, что противурёчить положеню @О<гр. 

Точно также можно показать, что @Л не можеть быть и> ЕО, сх 
довательно @Д=ЕД. 
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Примюч. 35. Если а, : а. :Ь, , то: 
а1-на. : а:=: +5. :6. . 


Симсоиъ изыёнихь предъихущее доказательство Евклида и замфииль его хругимъ 
нодобинмъ предшествующимь этому иосл#днему. 


Предложене 19. Если цёлыя величины относятся между собою, какъ 
ихъ части, то и остатки будуть относиться, между с0бою, какъ ц®лыя 
(фиг. 203). 

Доказат. Если АВ такъ относится къ СД, какъ часть АВ, ЕВ отно- 
сится къ части СО, ЕО, то ЕВ будетъ такъ относиться къ ЕО, какъ 
АВ въ СГ. 

Такъ какъ АВ относится къ СХ, вкакъ АЕ кь СР, то (кн. 5, пред. 16) 
АВ будетъ такъ относиться къ АЕ, какъ СШ къ СЕ, слёховательно. 
(вн. 5, пред. 17) ЕВ будеть такъ относится къ АЕ какъ РО въ СЁ, 
слфдовательно (кн. 5, пред. 16) ЕВ будетъ такъ относиться къ ЕД, вакъ 
АЕ кь ОЕ. Но отношеше АЕ къ СЁ равно отношешю АВ въ СШ во 
услоню, слдовательно АВ такъ относится въ СХ, какь ЕВ кь ЕО 


Фиг. 203. 


Е Е 
а——в е——— 


Примьч. 36. Если в, за; == : 6», то: 


С : @з--9.—й : а:— 8, . 


Симеойъ здёсь прибавидъь еще саЗдующее предложене: 


Предлож. Е. Если четыре величины пропорцюнальны, то ои® и обратно пропорщо- 
нальны, т. ©, если АВ: ВЕ--СЛ: ОР (фиг. 203), то и обратно АВ: АЕ-СЛ : СЕ (эн. 5, 


опрех. 17). 
Предложеще 20. Если есть три величины и друйя три, притомъ 
тая, что взятыя по двЪ имзють тоже самое отношеше, то если пер- 
7» > 
вая — третьей, четвертая будетъ = шесгой (фиг. 204). 


Доказат. Пусть первыя три величины будуть А, В, С, & вторыя три 
р, Е, Еи при томъ таыя, что А: ВО: ЕЁ, В: С=Е: Е, я говорю, что 


если А С, то ОЕ Е. 


Пусть 4А>0(, то мы вадёли (кн. 5, пред. 8), что 4> 5. Но мы 


имфемъ 4: В=): Е, сяФдоватехьно (ви. 6, пред. 13) е >. Но мы так- 
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же имЗемь (:В-=Е: И, сл»довательно 2. откуда (ин. 5, пред. 10) 
О>Е (фиг. 203). 


Фиг. 204. 
—_—_ ЕО АРЕНЕ ШЕИ 
у ВЕНЕВ Е зы 
ИЕ ИнЬ НИЕ Е Е 


Такимъ же точно образомъ можно доказать, что если АРС, то 
0-Е. 


Предложенще 21. Если есть три величины и друйя три притомъ 
пня, что взятыя по двЪ, но по обратному порядку (кн. 5, опред. 20), 


: > 

иУфЮть ОДНО и тоже отношеше, то, если первая величина = третьей, чет- 
а 

вертая  будетъ =: шестой (фиг. 205). 


Доказат. Пусть первыя три величины будуть А, В, С, а вторыя 
Е, Е и притомъ тая, что А: В=Е:Е, в В: С=Л:Е, ая говорю, 


что если АС, т Р2Е 
< < 


Фиг. 205. 
РИ 
ею А 
=: Е 


Пусть А>С, то (кн. 5, пред. 8) > 5. Но 4А:В=Е: Е, слвдова- 


таьно (кн. 5, пред. 13) 5> С; но С: В-=Е: О. СлЁдовательно = 


Е 
#7’ 
"куда Г>Р (кн. 5, пред, 10). 

Точно также можно показать, что если А=С, то ЕЕ. 

Предложеше 22. Если н®сколько вехичинъ и нфесколько другяхъ въ 
такомъ же чиелВ, взятыя по деф, имВютъ одно и тоже отношене, то он 
будуть и по равенству (вн. 5, опред. 18) имфть одно и тоже отиошеше, 
т. е. первая будетъ относиться къ посл8дней перваго ряда, вакъ первая къ 
посд»дней втораго ряда (фиг. 206). 

Доказат. Пусть величины перваго ряда будуть 4, В, С, в величины 
втораго ряда 0, Е Ё притомъ тавя, что: 

2 
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А:В=О:Е, В:0=Е:ЕР 
я говорю, что мы будемъ иыЪть также: 
А:С=О:Е. 


Возьмемь 4 и Н равнократныя ведичинъ А и Ш, по какой нибудь 
кратности и Ки Г равнократныя отъ Ви ЕЁ, по другой какой нибудь 
кратности и наконець М и М равнократныя оть См РЁ также по произ- 
вольной кратности. 


Фиг. 206. 
м—_—_ р — 
в——_—_—_ Е 
<с———— Е 
@ам,———— 
ЕЕ, ВОНИ 
М Пе 


Такъ какь мы имфеыъ: 
А: В=Л:Е и В: 0=Е: Е, 
то (ин. 5, пред. 4): 
4: К=Н:Г в КБ: М=Г: М, 
откуда, если ВЕН, то КЕ, и если КГ, то мм, сх хова- 
тельно если -в> и. то МЕМ 
< > 


Но, @ в Н суть равнократных Ан), а Ми М равнократныя Си 
Е, слВдовательно (кп. 5, опред. &): 


А:0=рР:Е. 


Предложене 23. Если иЪсколько величинъ перваго ряда къ такому 
же числу величипъ втораго ряда, взятия но дв, имютъ тоже сзмое от- 
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нощене, но въ обратномъ порядкВ (кн. 5, опред. 20), то он будуть и 
по равенству (кн. 5, опред. 19) имЪть тоже самое отношеше, т.е. первая 
къ послВдней, перваго ряда, будетъ находиться въ такомъ же отношенш, въ 
какомт первая къ послЗдней втораго ряда (фиг. 207). 

Доказат. Пусть величины перваго ряда будуть А, В, С, а величины 
втораго ряда 0, Е, Ри при томъ таюя, что: 


А: В-Е:Е и В:0=ШО:Е. 
Я говорю, что мы будемъ имВть: 
А:0—=О: Е. 


Возьмемъ величины С, Н, К равнократныя величинт 4, В, р по 
какой нибудь кратности и С, М, М равнократныя оть С Е, Р по другой 
какой нибудь кратноетн. 

Но мы имфехлъ А: ВЕ: Е н В: 0=0: Е, слЁдовательно (кн. 5, 
пред. +4); 

а: Н=М:М и Н:Т=К: М, 


ЯРкъЕ> К 
откуда, если @ = К, то РМ. 


Но Сб и К суть равнократныя оть А и О, & Си М равнократныя 
оть Си РЁ, сл8довательно (кн. 5, опред. 5): 


А:0=р:Е. 

Фиг. 207. 
А И. 
В - Е 
С -- — Е 
еее еЕАИЮЕ Мы. ЗИ 
Н. ааа 
анны" И ЕЕ РНЕ ЗННИ 


Предложене 24. Если первая величина относится ко второй, какъ 
треть къ четвертой и пнтоля ко второй, какъ шестал къ четвертой, то 
сумма первой и пятой булеть такъ отноентея ко второй, какъ сумма 
третьей и шестой къ четвертой (фиг. 208). 

Доказат. Если первая величина АВ относится ко второй С, какъ 
третья ОЕ къ четвертой Е н мятая ВС ко второй С, какъ шестая ЕН 
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къ четвертой Ё, то А@, сумма АВ и ВС бущеть относиться къ С кажъ 
ОН, сумма ПЕ и ЕН, относится къ ЕР. 


Фиг. 208. 


ий р- 


Такъ какъ ВС: С=ЕН: Ё, то С: ВВ=Е: ЕН; во АВ: С=ШОЕ: Е, 
сл№довательно (вн. 5, пред. 22) АВ: В@=ЛЕ: ЕН, откуда (кн. 5, пред. 18) 
АС: ВС=ЬН: ЕН. Но мы имфемъ также ВС:С-ЕН: Е; схёдователь- 
но (кн. 5, пред. 22: . 
АС: С=ОН: Е. 


Предложене 95. Если четыре однородныя величины иропорщюоваль- 
ны, то сумыа найбольшей и найменьшей изъ нихь будеть больше суммы 
двухъ остальныхъ (фиг. 209). 

Доказат. Пусть эти величины будуть АВ, СО, Е, Е и нусть 
АВ: С()=Е:Е, если АВ будетъь вайбольшая величина, то Е будетъ 
найменьшая (кн. 5, пред. 14), я говорю, что сумма АВ+Е>СШО-Е. 


Фиг, 209. 


Ади и: Е 


ЕАО ИН ИВАН а. 


Возьмем АС=Е и ОН—Е, то, такъ какъ 4В:СР=Е:Е, мы 
инземь АВ: С)=АСб: СН, слЪдовательно (кн. 5, пред. 19) @В:НО= 
—=АВ:СР. Но АВ>СОО, слФдовательно0 @В>НО. Но мы ихЗемъ 
АС--Е—=СН--Е, сл»довательно, (кн. 1, аке. 2): 


СВ+-АВ--Е>Н--ОН--Е 


АВ-Е>ОГ--Е. 


Причюч. 37. Свысонь въ коицЪ этой книги прабавиль четыре вредложеня, отно- 
сительно сложеыхъ отиошенй, но которыя для ношей цфли ие имфють значена, поэтому 
я влъ. опускаю. 


КНИГА \1. 


и 
р о 6 
1. Нрамолинейными зодобными та фигурамн называются така, 
воторыя имЗютъ равные углы, кажлый каждому, и стороны, завлючающя 
Гавные углы, пропорцональныя. ЧуриикечЗ0ты вх. _ 
2. Говорять что дз№ величины обратно рропорцюнальны другимъ 
двумъ, когда одна изъ первыхь относится къ одной изъ вторыхъ, иаКЪ 


остельнан изъ вторыхъ относится къ остальной изъ первыхъ. 


$2 


Промт. 1. Если величины Аи В обратно пропоршональяы величинань О и_С, то: 


А:Л=С:В яли А: (=>: В. 
Ах г ка 4беу № |" "НТ сотр делеь, 574 
3. Говорятъ, что ая раздёлена въ крайнемь и среднемь отно- 
мен, когда цзлая прямая относится къ большему отрёзку ея Такт, вакъ 
этоть послвдей отрзокъ, относится къ меньшему. 


Премтч. 2. Если пряизл АВ въ точк» С разлфдена въ крайнемь и среднемь от- 
зошены, то мы будемъ имЁть: 


Фиг. 210. 
[ 
Е И Не ,; 


АВ: АС--АС: СВ. 


4. Высотою (5фоб) фигуры называется перцендикуларъ, опущенный 
изъ вершины (хобуфу) на основаюе (Вас). 

5. Отвошеше называется составленнымъ изъ отношешй, когда эти 
отвошена, будучи поремноженны, даютъ отношеше (070$ & то» в- 


ом 
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зови Аёувтог, 5 бтоу а 76 Абтыу киумхбсчтес 29 джотас толлатАаси сетов ь, 


поибо туб №6уоу). 
г Е 3. Это опредбленю р если мы ииЗемъ 


оф чи. | (ме О ия Фо, отит пе ее выть вам, 
р ЕАМ уд ии. 
= а Ай. т'С м’ Е 


*.. Г. ки сли у > 


‘. яавс 
О 9 г не ы Вв’С 


са км 
"ро Х` 


м 
БТ. 


Въ ифкоторыхъ излашяхь Евкдвда находитса еще шестое опредфлене, но оно ше 
иифеть значенл и въ большей части издан опускается. 


ы > № | $ 
Предхлежен { я. 


я пе оо А ложенёе 1. Два треугольника нли два параллелограма, имфюще 
равный вНеоть, отноедтея. мемду. хобою какъ ихъ основан я (фиг. 211). 

Доказат. Пусть таве треугольники и параллелограмы будуть АВС и 
АСЬ, ЕС и СЕ. Высота „ихь есть периевдикулярь, опущенный изъ 
вершины А ина прямую ВХ. Говорю, что два треугольника между собою 
и два параллелограма между собою относатся какъ основаше ВС къ осно- 
ню СР. 

Фиг. 231. 


к’ в У ВЫ - [> 


имнсвс р Ж г 


Прододжимь ВЛ въ обВ стороны и возьмемъ ВС, СН, НМ равныя ВС, 
сколько угодно; точно также возьмемь ОК, КГ, равныя СГ вн сколько 
угодно. Проведемъ прямыя Аб, АН, АМ, АК, АГ. 

Треугольники АВС, АСВ, АН, АНМ рэвны (кн. 1, пред. 38) СлБлова- 
тельно какой кратности основаше МС булетъ отъ ВС, такой же кратностн 
треугольннкь АМС будетъ отъ треугольника АВС. По той же причивв 
треугольникъ АГ. будеть такой же кратности отъ треугольника АДС, какой 
кратности основаше ГС будетъ отъ основашя СХ. СлВдовательно, смотра 
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потому будетъ ли основаше 162 МС, треугольникъ АГ будетъ = тре- 


угольника АМС. СлЪдовательно (кн. 5, опред. 5): 
ААВО: ААРО—ВС: СП. 


Такъ какъ параллелограмы СЁ и СР равны удвоеннымъ треугольии- 
комъ АВС и АПС (вн. 1, пред. 41), то (кв. 5, пред. 15): 


СЕ: СЕ=ВС: СГ. 


Прымич. 4. Тавкимъ образомь Евклидъ доказываеть это одно изъ самыхъ важных» 
предложен. Нын оно доказывается слёдующимъ образомъ: 

Предлож. Два прямоугольника, ны юще разных основашия, относятся между собою, 
какъ ихъ высоты. 


Доказат. Пусть данные прямоугольники, имёюще общее оснозаше АГ будуть 
АВЕ и АСЕД. 


Фиг. 212. 
В 2’ 
[2 Ры 
А # 


Если высоту одноге изъ ннхъ, напримёръ АС, раздфлимь нь произвольное число 
я развыхь частей, то, нанося такую часть на высоту АВ друга прамоугольшива, ми 
всегда найдемъ такое число т, что: 


т =. т-+1 


Чрезъ точки дЪлешя высоть АС в АВ провсдемъ параллельмыя основаю АП, то 
прямоугольннкь АЕ раздфлится, очевидно, также на п равныхъ прамоугольниковь, & въ 
прямоугольник АР такихъ частей будеть содержаться или тт или съ остаткомъ, т. е. мы 
всегда будемъ имфть: й 


АЕ 2 АР <" АЕ. ©) 


Но если услошя (1) я (2) выполнении для всяваго произвольнаго числа я, то 
(см. ки. 5, примьч. 6): 
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АК: АЕ= АВ: АС. 


ЗМьра площади прямоуюльника. Ести ва высоту АВ прамоугольника, который ма- 
зовенъ чрезь Р, ивиесемъ сторону АЁ, какого нибудь квадрата АК. 


Фиг. 213. 


и чрезъ точку дёлема Ё проведемь ЕЁ нараллельно освоваюю АЛ), то по предъидущему 
мы будемъ ны%ть: 
АЕ _ 4 
АК АЕ` 
Разсматризая ирамоугольники АС н А, ныъюще общее основаше АЛ), мы нифемъ: 


46 лв - 
АК АЕ’ 


перемвтожая эти пося®дыл равенства получниь (кн. 6, онред. 5): 


АС _АВ АГ 
АК  АЕ’АЕ° 


Изъ этого выводимъ, что отношене площади прямоугольника АС кх площади квад- 
раза АЕ равно произведею отношенй основана н высоты въ сторои® того же квадрата. 
Если за одамицу площади иравлть площадь кзедрата АК, & за едниицу длины принять 
его сторому, то отношении: 

АС АВ д, 
АК’ АЕ’ АЕ 


будуть иервое мфра площади прамоугольника, & два нослфдыл мФры высоты АВ и осяо- 
ван! АТ). Ноэтому пашуть: ь 
АС=Ар. АВ 

и говорить для краткости рёчи, что площадь прямоуюльника равна произведетю мюры 
основамя на мъру высоту, или просто произведено основам на высоту, тт. е. въ мло- 
щади прямоузюльника АС находится столько квадратныхь еднниць, сколько находится 
линейныхь единиць въ промзведеми осковашя АТ) на высоту АВ. Если длиный прамо- 
угольнииь будеть кзадрать, то основаше его будеть равно выеотЪ, слёдовательно 
ваощадь квадрата разиа произведеню его стороны на самую 06бл, т. е. 4АС—АВ . АВ, 
что изображается такъ: 4С--АВ?. 
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Мора площади параллелотрама. ‘'Такъ какъ параллелограмь н прямоугольниуъ 
иизюне равных основан и высоты равновелнен (Ен. 1, пред. 35) и какъ площадь прямо- 
угольника измзряется нронзведешемъ основаня на инысоту, то нлошафь параллелозрама 
ичзмяряется также произведенемь основащя на высоту. 

Мъра площади треуюльника. Треугольникь, выЗюцщ разное основаше и высоту 
съ прамоугольникомъ, равенъ половин прямоугольника (кн. 1, пред. 41), слфдовательно, 
площадь трелольника изитряется половиной произведензя ею основовв на высоту. 

Мора мноюуюлника. Кахое бы ии было число сторовъ многоугольника, всегда его 
можно разбить ма треугольники. Если возьмемъ за общую вершину точку внутря иногоуголь- 
ЫМЕв, то онъ разобьется на треугольники, коихъ число будеть разно числу сторонъ мвого- 
утольника. Если возьмемъ за общую вершину— вершину одного изъ угловъ многоугольника, 
то онъ разобьется магоналями, проведенными изъ общей вершины къ остальным верши- 
намъ многоугольника, на треугольники, коихъ число будетъ на дез едиынцы иеньше числа 
сторонъ многоугольника. 

Схфдовательно м$ра многоугольинка получится складывая изры всзхъ треугольни- 
ковъ. Если иногоугольинкъ будетъ правильный, то мфра его илощахи равна яроизееденю 
периметра на половину атовемы, т. е. из перпендикуляръ, опущенный, изъ центра опя- 
санизго круга, на сторону миогоугольвика. Точио такимъ же образомъ получится м%ра 
вслкой плоской фигуры, ограниченной прямымя линями. 


Предложен 2. Если въ какомъ нибудь треугольник проведемъ лин 
параллельную одвой изъ его сторовъ, то она, встрёчая остальныя дв сто- 
роны или ихъ продолжен, разд®лить ихъ на части пропорцюнальныя; и 
обратио, если прямая, встрёчая дв стороны треугольника, дёхитЪ ихь, или 
ихь продолжетя на части пропорщональныя, то она параллельна третьей 
сторонз (фиг. 214). 

Доказат. 1) Пусть прямая ГЕ будетъ параллельна одной изъ 
сторонъ ВС треугольника АВС. Я говорю, что мы будемъ имфть: 


ВО: РА=СЕ: ЕД. 
Фиг. 214. 


А А хх › 
в с ›р Е В с 


Соединимъ точку В съ Еи Ссь Г. Треугольники ВШЕ и СРЕ 
равны, тавъ какъ имфютъ общее основаше ДЕ, а вершины ихь ВиС 
лежать на прамой ВС параллельной основаню ДЕ (вн. 1, пред. 37). Но 

98 
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мы видфли (кн. 5, пред 7), что двЪ равныя величины къ одной и той же 
ичВютъ равныя отношешя, слЗдовательно: 
АВШЕ: ДАБЕ=АСЬЕ: ДАШЕ 


Но треугольникв ВОДЕ и АРЕ, имВя резныя основашя ВД а ПА, 
имВють одну и туже высоту, такъ кзкъ ихь основашя лежать на одной 
прямой, а обв вершины находятся въ точь Е, сл8довательно, (кн. 6, 


пред. 1): 
АВОЕ: ААРЕ=ВО: РА. 


По той же причин: 
АСЕ: АДАРЕ=СЕ: ЕА 
откуда (кн. 5, пред. 11): 
В: РА-=СЕ: ЕА. 
2) Пусть теперь прямая ДЕ дВлить стороны АВ и АС треуголь- 
ника АВС на части пропоршональныя, т. е. пусть: 


ВГ: РА=СЕ: ЕА, 


л говорю, что ДЕ будетъ параллельна сторонз ВС. 
ДВлая тоже построеше, мы имфемъ: 


ВО: РА=АВПЕ: ААШЕ 
и 
СЕ: ЕА=ЛСОШЕ: ДАДЕ, 
схВдовательно: 
АВОЕ: ААДЕ-АСПЕ: ААРЕ, 


Откуда треугольники ВОЕ и СЛЕ имВютъ одно и тоже отношеше 
въ треугольнику АДЕ, сл®довательно (кн. 5, пред, 9): 


АВШРЕ=АСЛЕ. 


Но эти треугольники нмЗютъ общее основаше ДЕ, сл®довательно 
(кн. 1, пред. 40) ихъ вершины В и С лежать на прямой ВС, параллель- 
ной основаню ДЕ. 


Примтьч. 5. Такъ доказаль Евехидъ эту одиу изъ самыхь важныхь теоремъ, такъ 
доказываеть ее и Лежандръ. Хруме геометры дохазывають эту теорему независимо отъ 
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отношевй между площадями треугольников, способомъ болёе естественнымь, который ос- 
нованъ на слёдующей, весьма простой, теореи%. 


Предлож. Если чрезъ точки, равиоотстолщ!я одна отъ другой, взатыя нА одной изъ 
двухъ какихъ нибудь прамыхь, проведемь парахлельныя, въ какомъ нибудь направлеши, 
то эти паралаельныя раздёлять и кругую прямую иа равныя между собою части (фиг. 216). 


Доказат. Пусть дёЗ ханныя прямыя будуть АВ н А’В’. Пусть прямая АВ въ точ- 
кахъ С, Ш, Е, Е, .. раздЁлена на равныя части, т. е. пусть: 


СР=РЕ-—ЕЕ_-... 


Я говорю, что параллельных между собою прямых СС,’ ПО’, ЕЕ, ЕЕ, ... дать 
прямую ’В” также ив равныя части: 


С'р=рЕ‘Е’Р'... 


Фиг. 215. 


Чрезъ точки С’ П, Е, .. проведемъ пряныя С’Х, Г’Г, Е'М, .. параллельный 
прямой АВ (кн. 1, пред. 31). 


Треугольинки О’КГ’, ’ГЕ’ Е'МЕ’, .. вс равиы межлу собою. Въ самомъ 
ХЬтЬ, разсмотримъ два треугольника С°КО’ и О’Г.Е’, въ нахъ сторона С’К:=РЬ (вв, 1, 
пред. 34), /С'КГ’=/СРК=/ РЕГ /БТЕ” (вн. 1, нред. 29), во той же иричии8 
/КС’'О-- ЛЕ", сафдовательно (ки. 1, пред. 10); 


АС'КГ=АЬГЕ’ 
откуда С’Г’—Г'Е’. 


Подобнымъ образомъ можно доказать, что Д’Ё'‘-Е'Е'=... 


Съ помощью эгой послёдней теоремы легко хеперь доказать предложене 3, сяёдую- 
щимъ образомъ: 
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Пусть въ треугольник АВС (фиг. 216) ша сторон® АВ взата гАБ выбудь точек» 
Г) я проведена прямая ПЕ\| ВС, требуется доказать, что: 


АД: ПВ—АЕ: ЕС. 
Фиг. 216. 
А. 


о Е 


в с 


Раздфлимъ одинъ изъ отрёзковъ стороны АВ, наприызръь АР, на произвольное 
число резныхь частей, наприм%ръ м. Наложныь и-ю часть отрёзка АТ) на отр8зокъ ПВ, 
то мы всегда будемъ ныть: 


18 


— ОВ ты 
СЫ 1 
„ < ж0< п а) 


Если чрезъ точки ден! отрёзковь АД я РВ проведемъ иараллельныя осно- 
ваню ВС, то, но теореиЁ выше доказанной, мы найдемъ такие: 


т ЕС  т+1 
в < ЯЕ< и. 2) 


Такъ какъ неравенства (1) я (2) всегда будуть ныть исто, какое бы чисао м ше 
было, то мы заключаемъ (ки. Б, прим. 6): 


д): ОВ—АЕ: ЕС. 
Изь этого отиомени мы выфемъ (кн. 5, пред. 12): 
АЛ+ПВ: АР АЕ+ЕС: АЕ, 
АВ: АП—АС: АЕ. 


Предложен 3. Если въ треугольникВ одинъ изъ угловъ раздфлимъ 
прямою пополамъ, то эта прямая, встрёчая противулежащую сторону, д8- 
лить ее на частн пропорщюнальных остальнымъ сторонамъ треугольника; и 
обратно, если одна изъ оторонъ треугольника раздлена на части, пропор- 
цюнальныя остельнымъ сторонамъ, го прямая, соединяющая точку дВлена съ 
вершиною протнвулежащаго угла, разд®литъ этотъ уголь пополамъ (фиг. 217). 
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Доказин. 1) Пусть въ треугольникз АВС, уголь ВАС, прямою АР, 
разхвленъь пополамъ. Я говорю, что: 


ВО: 0О=ВА: АС. 
Фиг. 211. 


А 


В р ы 


Чрезь точку С проведемъ прямую СЁ || ША и продолжимъ сторону 
ВА до встрёчн ея съ СЕ въ точкЁ Е. Такь какъ въ треугольникВ ВОЕ, 
изъ взятой на сторон точки А, проведена параллельная АП основан 


СЕ, то мы имфемъ (кн. 6, пред. 2): 
ВО: рО=ВА: АЕ. (1) 
Но Д ВАД= ЛАС по условю, и Д ВАГ= Д ВЕС (ви. 1, пред. 29), 
\довательно0 ДОДАС=С ВЕС. Но ДРАС=ДАСЕ (ки. 1, пред. 29), сх3- 
ховательно С ВЕС=Х АСЕ. Откуда АЕ=АС (кн. 1, пред. 6). Подстав- 
11а въ пропорщю (1) вмЁсто АЕ сторону АС, навдемъ: 
ВО: РС=ВА: АС. 
4) Теперь положимъ, что мы имВемъ: 
ВО: ОС=ВА: АС 
требуется доказать, что: 
(ВАГ=ЕРАС. 
Соединяя точку Ш съ точкою А и дВлая тоже построеше, мы имЗемъ: 
ВО: ОС=ВА : АЕ. 


Но по условию: 
ВР: ОС=ВА: АС 
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слВлховательно (кн. 5, пред, 11): 
ВА: Аб=ВА: АЕ. 


Откуда АС—АЕ (кн. 5, пред. 9). 

Если АС=АЕ, тт Д АЕС=ДАОЕ (вв. 1, пред. 5). Но ДАЕС= 
= ВАХ (кн. 1, пред. 29) и ДРАС=ГАОСЕ, по той же иризинЪ, слЁ- 
довательно (кн. 1, акс. 1): 


ЕВАр= ЛАС. 


Примич. 6. Здесь Симсовъ прибавихь сл духлаую весьма зажвую теорему: 

Превдлож. Если продолжямъ одну изъ сторонъ треугольника и раздёлимь виъший 
угоаъ пополамъ, то равнодёлящая прямая, встрёчая противуположную стороиу треуголь- 
ника, раздёлить ее тагь, что отрЬзки, заключенвые между ея концами и точкою встрёчя 
разиол$лящей, будуть пронорщюнальны остальнымьъ сторонамь треугольника; и обратво, 
если продолжимъ одну изъ сторомъ треугольинка и ий этомъ прохолжеши возьмемъ твктю 
точЕу‚ чтобы отрЪаки стороны, заключенные между ея концами я взатою точкою, были 
пропориющальны остальнымъ сторовамъ треугольника, то прямая, соединающая  изатую 
точку съ вершиною противулежанщаго угла, раздфлить вибии А уголь треугольника нополамъ 
(фиг. 218). 

Доказат. 1) Пусть въ треугольникв АВС вибшв! уголь САЕ раздфлень поколамъ 
прамою АН, встрёчающею иродолжене противуположной стороны ВС въ точЕЁ Н, я 
говорю, что: 

ВН: СН=ВА: АС. 


Фиг. 218. 


4 


у: с Н 


Чрезъ точку С проведемъ СР | НА. 


Въ треугольник ВСЁ’ чрезь точку Н, стороны ВС, проведена НА || СЁ, то (ка. 6, 
пред. 2) мы имфемъ: 


ВН: СН:--ВА : РА. (1) 


Но по ностроевю /ЕАН-—=/НАС, и ‚’/ЕАН АЕС, „НАС АСР (ка. 1, 
пред. 29), слфдовательно / АСЕ—=/ АРС, откуда ЕА--АС (ща. 1, иред. 5). Подставлия 
въ пропорщию (1) вифсто РА, АС иайдемъ, что: 


ВН: СН» ВА : АС. 
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2) Пусть въ треугольниЕ АВС на продольенн сторовы ВС взята точка Н, такъ, что: 
ВИ: СН=ВА: АС, 


я говорю, что /САН—,/ ЕАН. 


Соединяя точку Н съ точкою А ц дёлая тоже построеше, мы будемъ имфть (ки. 6, 
пред. 9): 
ВН: СН- ВА: РА. 


Но во услойю мы имфемъ: 
ВН: СН=ВА : АС, 


са ховательно (кн. 6, пред. 9) ЕРА—АС. 


Если ГА=АС, то /АСЕ-/ АКС (Ен. 1, нред. 6). Но АНН СЕ, схЬхозательно 
_СЕА-=ИЕАН и /ЕСА--/САН (ка. 1, нред, 29), откуда: 


(САН ЕАН. 


Сльдствче. Если въ треугольни8 АВС (фиг. 219) раздёлимъ поноламъ какой анбудь 
изъ ввутреннихъ угловъ, налрим%рь /ВАЛС, а также п смежный ему внёишй уголь ЕАС, 
то равнодфлаш/я эти углы АС и АН встрётатъ противуположную сторону ВС въ точкахъ 
@ и Н, такъ, что: 


Ва: в0=вВН: НС. 
Фиг. 219. 


р. 


В Е < = 
Въ самомъ дёл, изъ предъидущаго мы ныфемъ: 


Ва:6С -ВА: АС, ВН: НО=ВА. АС, 


сяЗдовательно (кн. 6, пред. 11): 
ВО :6С-=ВН: НС. 


Въ этомъ случа говорятъ, что прямал ВС въ точкахъ Са Н раздфлена внут- 
ренно и внязине въ одномъ и томъ же отиошени. Такое дВленго | называется. а 
в четыре точкя В, С, @, Н называются зармоническими. Попарио В.С и @Н иАЗы- 
ваются сопряженными. 

Если бы иы отсчитывали всё отрёзки отъ точки Н, то въ нропорцио надобно под- 
ставить высто: . 


у 


< 
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В6—=ВН-—@Н в 60—@Ы—СН, 
т. е. мы будемъ имЗть: | 
ВН—@Н:@Н—СН=ВН : НС, 
Откуда: 
2 1 1 
на но * вН` 
Предложене 4. Въ равноугольныхь треугольнякахъ стороны, проти- 
вулежация равнымЪъ угламъ, пропорцюнальны между собою, а соотвзтствен- 
ныя стороны будуть тв, которыя лежать противъ равныхъ упловъ (фиг. 220). 
Доказат. Пусть треугольники АВС и Г’С'Е' будуть равноугольны 
такъ, что ДАВО=ДОС'Е', ДАСВ=ЕЕГЕ'С' и ДВАС=ЕС'ОЕ', 
я говорю, что: 


АВ: ВОС: СА—=ГС' С’Е' ЕТ, 
Фиг. 250. 


В с Е 


т. е. сходственныя стороны будуть имфть одно и тоже отношене. 

Помжетимъ треугольникъ О’С'Е' такъ, чтобы его основаше С"Е" 
помЗстнлось на продолжени основашя ВС треугольника АВС и чтобы 
точка С’ совпала съ точкою С, то АШГ’С'Е' приметь положеше ОСЕ. 

Такъ кахь Д АВО-Д АСВ<Э4 (кв. 1, пред. 17), ДАСВ= (ЛЕС, 
то ДАВО+-ЕШЕС<?а, откуда стороны ВА и ЕО, будучи продолжены 
встрётятся въ точк® Р (ки. 1, акс. 11). Но ДАСВ=ХДЕС, слх%довательно 
СА| ЕЁ (кн. 1, пред. 29). По той же причин ВЕ] Ср. 

Такъ какъ въ треугольникё ЕВЕ, АС|] ЕЕ, то (вн. 6, пред. 2) мы 
имфемъ: 

АВ: ВС—АЕ: СЕ, 


но АРСО (кн. 1, пред. 34), слёдовательио: 
АВ: ВО=ОЬ:СЕ. 
Точно также, какъ вв ЛЕВЕ, РО] ЕВ, то: 
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ОЕ: Е)=0Е: ВС, 


но ЕО-=АС (вн. 1, пред. 34), схВдовательно: 


ДЕ: АССА: ВС. 
откуда: 
Ав _ 46 _ ВС 
ср ФЕ’ ОЕ 
АВ: ВС=ОШ:СЕ, АС: ВО=ЬЕ: СЕ, 
АВ: А0=СО: ОЕ. 


Слъдстве. Откуда видимъ, что равноугольные треугольники суть фи- 
гуры яодобныя (ки. 6, опред. 1). 


Предложене 5. Если въ двухъ треугольникахь стороны препорцю- 
нальны, то треугольники будуть и равноугольны, и равнымъ угламъ бу- 
дутъ противулежать сходствеиныя стороны (фиг. 221). 


Доказат. Пусть треугольники, имЗющие пропоршонахьныя стороны, 
будуть АВО и ДЕР, т. е. пусть 
АВ:ВС=ФЕ: ЕЕ, ВС:СА=ЕЕ:ЕШ, ВА: АС-=ЕШ: Е. 


Я говорю, что треугольникь АВС будеть равноугольный треуголь- 
нику ДЕР и притомъ такъ, что: 


КАВС=ЕФЕЕ, ДАСВ=ЕРЕЕ, ДВАС=ДЕФЕ. 


Фиг. 221. 


А 


с: 
Постримь ДЕЕЯ=ДАВО и ДЕЕ@= ДАСВ (кн. 1, пред. 28), 
39 
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то трей угльъ ДЕСЕ=ЕВАС (кв. 1, пред. 32), сла№ховательно 
треугольникь ЕС будетъ равноугольный треугольнику АВС, в если эти 
треугольники равиоугольны, то ихъ стороны пропорцюнальны (ки. 6, 
пред. 4), т. е. АВ: ВС-ЕС: ЕЁ. но мы имфемъ по условю АВ: ВО= 
—ЕД: ЕЁ, откуда (кн. 5, пред.9) Е@=ЕД. По той же причин Еб=)Е, 
8 кавъ ЕЕ есть сторона общая треугольникаиь ЕДЕ и ЕСЕ, то 
ЛЕРЕ=АЕСЕ (кн. 1, пред. 8). Откуда: 


К ВЕЕ= / АВС СОЕЕ, ДЕЕС=ИАСВ=ЕОЕЕ, 
ДЕСЕЫ—= / ВАС= ДЕБЕ. 


Предложене 6. Если два треугольника имфють по два равные угла, 
заключенные между пропорщонахьными сторонами, то треугольники будуть 
равноугольны и соотвфтственнымъь сторонамъ будуть противулежать рав- 
ные углы (фиг. 292). 


Доказат. Пусть въ треугольникахъ АВС и ЕЕ ДВАС=ГЕШЕ 
и ВА: АС=ЕШ: ОЕ. Я говорю, что ДАВС будетъ равноугольный ДЕР 
и такъ что ДАВОЬИШЕЕ ДАСВ=ГПЕЕ. 


Фиг, 922. 


. [= 
А 
р: Сс Е У 


Постримь ДЕД@=ИВАС и (РЕС=ДАСВ (кн. 1, пред, 23), 
то и остально0ой ДАВС=ИФОСЕ. Сл8довательно (кн. 6, пред. 4): 


ВА : 40=@О: ОЕ, 
но мы имЪемъ по условю: 
ВА: АС=ЕФ: ТЕ, 
сл довательно (кн. 5, пред. 11) Ер: ДЕ=СФ : РЕ, откудв (Ен. 5, пред. 9), 


ЕГ=@ р. 
Въ треугольникахь ДЕР и ОСЕ етороны ЕД и ОЕ равны сто- 
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ронамь @В и ОЕ и ДЕРЕ—=И ВЕ, откуда (кн. 1, пред. 4) ДОЕб= 
=—=/РРЕ и ИОВЕ=ИРЕЕ в` (ОЕВ=Е АСВ, сл8довательно 
С АСВ—=ИОЕЕ. Но какъ по положеню ДВАС=ХЕШЕ, то и трети 
уголь ДАВОСЕ ОЕЕ. Ся#ловательно треугольники АВС и ЕЕ равно- 
угольны. 

Предюжене 7. Если два треугольника имфютъ по одкому углу рав- 
ному и стороны, завлючающия другой уголь нерваго треугольника, про- 
порцональны сторонамъ, заключающимъ другой уголь втораго треуголь- 
ника и если при этомъ остальные углы треугольниковъь оба или меньше, 
или не меньше прамаго угла, то треугольники будутъ равноугольны и при- 
томъ такъ, что углы, заключенные между пропортональными сторонами, 
будуть равны (фиг. 223). 

Доказат. Пусть въ треугольникахь АВС и РЕГ ДВАС=ХЕШЕ 
и етороны, заключаюцщия углы АВО и РЕЕ, пропорщональны, т. е.: 


АВ: ВС=ОЕ: ЕЕ 


и если при этомъ или ДАСВ<а и ЕЕРО<а, или ДАСВЗаи ДЕЕОЗ4. 
Фиг. 223. 


у „А . 
Ри 
| , И | 
в С р. 7.4 


1) Положимъ во первыхъ, что Д АСВ<а а ДЕЕО<а. 
Если бы углы АВС и ОЕЕ были иеравны, то одинъ изъ нихьъ, на- 
примёръ АВС больше другаго ДЕЁ, т. е ДАВС> ОЕЕ 
Отложивъ въ треугольник8 АВС Д АВС—=ХОЕЕ, то, такъ вакъ 
углы ВАС и ЕШЕ равны, тои ДАСВ=ХЛЕЕ (кн. 1, пред. 32). Сл- | 
довательно треугольники АВС и ОЕЕ равноугольны и мы имЗемъ (кн. 6, 
пред. 4): 
АВ: ВС=ШЕ: ЕЁ, 
но по условю: 
АВ: ВС=ШЕ: ЕЕ, 


сл довательно (кн. 5, пред. 11): 
АВ: ВС=АВ: ВС 


отвуда ВС—ВС (кн. 5, пред. 9). Но если ВС—ВВ, т (ВвО= ИВС 
(кн. 1, пред. 5). Но по положеню 6 ВОб<@&, слёдовательно и / ВвО<а, 
& если этоть посяВдиШ уголъ меныме прямаго, то его смежный уголъ 
АВВ, что противурёчить положено /ШРЕЕ— АСВ. 

Слздовательно уголь АВО не ножеть быть больше угла ДЕЕ, точно 
также онъ не можеть быть и меньше, сл®довательно: 


АВС=Е ЕЕ. 


2) Пусть теперь ДАСВЪа и ИОЕЕЗАа. 


Если въ этомъ случаф, какъ и въ первомъ, предполюжимъ, что углы 
АВС и ГЕЕ неравны, то мы докажемъ, какъ н выше, что В@=ВС и 
что ДВ@О= АСВЪ@, сяфдовательно въ треугольник ВСС мы будемъ 
ииёть С В@С+ / @СВЪ24, что невозможно (кн. 1, пред. 17). Сл#дхова- 
тельно Д АВС= (ОЕЕ. 


Примиьм. 7. Это предложеше можеть быть выражено слЗдующимъ образомъ: 


Предложеще. Если дв стороны одного треугольника пропоршовальны двумъ сто- 
ронамъ другато треугольника и углы, протнвулежаше пар соотвфтственныхь сторонъ, рав- 
ны, то углы, кротивулежаше другой пар соотефтственныхь сторонъ треугольняковъ, бу- 
дуть илы разны, или сумма ихъ будетъ равна двумъ прямымъ угламъ, 

Доказали. Углы, заключенные между пропорщональными сторонами, будуть или рав- 
вы или неравны. Если эти углы равны, то треугольники, имёл но два радные угла как. 
хый каждому, будуть равноугольны (ин. 1, пред. 32). ОлЬдовательно намъ необхохнио раз- 
смотрёть только тотъ сдучай, въ которомъ углы, заключенные мевлу пропорцюнальными 
сторонами, перавиы. | 

Пусть въ треугольникахь АВС н ПЕЁ (фиг. 223) ВАС /ЕПЕн 


АВ: ВС--РЕ: ЕЕ, 


но углы, АВС и ЕК, заваюченные ыежху пропорщюнальными сторонаин, нераввы и пусть, 
какъ выше /АВС.> /ЛЕЕК. Я гозорю, что: 


Г АСВ+-/РЕЕ=94. 


Въ самомъ дл, дёлал токе построеше, мы найдемь, какь и прежде, что 
{ВбА—ГОЕЕ, ВВ=ВО, слёдовательно /ВбС--/ ВСС (ки. 1, пред. 5). Но такъ 
какъ //Вб4-+-/ В6С-—94 (кн. \, пред, 18), а /В84—/ШЕЕ, /В6С=/ВСб, то мы 
н будемъ нить: 

г Асв+-/РЕЕ-— 94. 


Изъ этого посаёдняго заключеня вытекаетъ предложеше 7. 
Вь самомъ дёлЬ, если каждый изъ угловъ АСВ, ДГЕ или больше, или меяьше, илн 
равенъ прямому углу, то он могуть быть только разными. 
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Предложене 8. Если въ примоугольномъ треугольниЕ\ изъ вершины 
прамаго угла опустямъ на иротивужежащую сторову (гипотенузу) иерпен- 
дикулнръ, то онъ раздВлитъь данный треугольникъ на два треугольника, 
изъ коихъ каждый подобенъ цВлому и подобны между еобою (фиг. 224). 

Доказат. Пусть въ треугольнак8 АВС уголь ВАСОЕЕЯ. Я говорю, 
что перпевдикухярь АД дВлитЪъ треугодьникъь АВС ва два треугольника 
АВР и АСО, подобныхь цёлому АВС и подобиыхь между собою. 

Въ самомъ дВхё, въ треугольникахь АВС и АВО углы ВА&и 
АЛВ равны, какъ прямые, уголь АВШ общ, слдовательно (Би. 1, 
пред. 32) ХАСр= и ВАГ. Но въ равноугольныхь треугольникахь сто- 
рюны пропорщональны (кн. 6, пред, 4), схВдовательно треугольники АВС 
н АВО подобны (ки. 6, опред, 1). 

Точно такимъ же образомъ можно показать, что ЛАВС подобенъ 
ААСТ. 

Разсматривая, наконець, треугольники АВГ и АСШ, находимъ, что 
САРВ= АПС, навъ пряные ДВАГ=ДАСЬ, ДАВГ= САХ, вакъ 
уч выше показали, слВдовательно и треугольиики АВО и АСГ подобны. 


Фиг. 224. 
А 


В у, с 


Сиъдстви. Изъс сказаниаго выше легко видфть, что перпекдикуларъ 
АР есть ерёдне р ажьвал ливя между отрёзквами ВО и ОС гипо- 
тенузы ВС, т. в. что (вн. 6, пред. 4) 


ВО: АРА: ОС, 


И что каждый изъ катетовь АВ и АС есть средне-пропорщоваль- 
ная тин1я между цзлою гипотенуою ВС и прилежащими отрёзхами ВП 
и ОС, т. е. (кн. 6, прех. 4): 


ВО: АВ-АВ:ВС и РС: 40=АС: ВС. 


Примтч 8. Въ текст Евклида, сказано: мо траулолники при перпендикулярь, в 
® тахь какь мы сказали: мо меряехдикулять раздълить данный треуюльникь и т. д. 


Предложене 9. Отъ данной прямой хин отрёзать данную ея 
ить (фиг. 295)? 
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Рьшеще. Пусть данная прямая будеть АВ, требуется отр®зать отъ 
иея такую ея часть, которой бы прямая АВ была данной кратности. 

Чрезь точку А пронедемъ нрямую АС, подъ произвольнымь угломъ 
къ АВ. На прямой АС возьмемъ произвольную точку Ди отложимъ на 
АС столько разъ АХ, какой кратности АВ должна быть ея части. 


Фиг. 995. 
А. 


с `В 


Точку С соединимь съ В, чрезъ точку Д) проведемъ ДЕ || СВ (кн. 1, 
предл. 31). Часть АР прякой АВ и будетъ требуемая. 

Въ самомъ д8лВ, такъ какъ въ треугольникё АСВ проведена 
ОЕ] СВ, то (вн. 6, пред. 2): 


СО: Ар=ВЕ: АЕ 
или (вн. 5, пред. 18): 
АС: А]=АВ: АЕ 


Но АС есть лия данной кратности АД, слЁдловательно (кн. 5, 
прим%ч. 28, пред. 0) и АВ будетъ той же кратности отъ АЕ. 

Предложене 10. РазхВлить данную прямую на часки пропорщюональ- 
ныя и одинаково расположенныя, чаетямъ другой прямой (фиг. 226)? 

Рьшене. Пусть данная прямая будетьъ АВ и другая прямая АС, 
раздёлить АВ такъ какъ рездзлена уже АС? 


Фиг. 226. 


Пусть прямая АС въ точкахь Ди Е раздёлена извЗетнымь обра- 
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зомь. Поставимь прямыя АВ и АС въ такое положеше, чтобы онз со- 
ставляли, какой нибудь уголь САВ. Соединимь С съ В и чрезь точки 
риЕ проведемь ОЕ и ЕС параллельно СВ и чрезъ Олиню ОК] АВ. 
Очевидно фигуры НЕ и НВ будуть параллелограмы (кн. 1, пред. 33), 
ыфлховательно ОН=ЕР@ и НА=@В. Еакъ въ треугольник ДКС про- 
ведена ЕН || СЕ, то (кн. 6, пред. 2): ` 


СЕ: Ер=БН: НО 
СЕ: Е)ВС : СЕ. 


Точно также вь ЛАЕС проведена ЕО || ЕС, слАдовательно (кн. 6, 
пред. 2): ? 
ЕО: ОА=бСЕ: ЕА 
в еще: 
Ср: ДА—=ВЕ: РА. 


< Схёдовательно прямая АВ въ точкахь Р'и @ раздВлена пропорцю- 


нахьно частямъ прямой АС, которыя и расположены одинаково, т. е. 
подобно. 


Прумюч. 9. Съ помощью этого иредложеншя легко раздёлить данную прямую АВ 
тутренно и вняшине въ данномъ отношени (фиг. 227). 


Цусть данное отношене бухеть АП: КС и нусть АД>ОС. 


Фиг. 291. 
[9 


А в у: н 
Помфстимъ прямую АС такъ, чтобы она составляла произвольный уголь съ Данною 
прхою АВ. Соединимь В съ С и чрезъ точку О проведемь Л |! ВС, то прямая АВ въ 
точка (7 раздёлена въ отноленя АД:ЛС (ин. 6, пред. 2), т. е.: 


АВ: ВВ--АР: ОС. а) 


Отюжны из прямой АД оть точки ПО отрзокь ПИПС. Соединииъ, цабденвую 
точ у Реъ В и чрезь точку Ш проведемь ДН || ЕВ, то ирамая АВ въ точкй Н будеть 
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разхлена вмышие ЕЪ Томь ке самомь отощент. Рь симомь дЬ%, мы нифемь (ка. 6, 
прех. 2). 
АН: ВН-=АШ: ЕЛ. 
но КР—ШС, сх довательно: 
АН: ВН--4р: ЛС, (2) 
т. е. нрамая АВ въ точкё Н раздьлена онашие въ тоиъ же самому отношен!. 
Сразнивая (1) и (2), мы нафдень (ки. 5, пред. 11): 
АС:СВ—=АН: ВН. 
Сл®Адозательно точки А, (©, В, Н суть гарионичесыя (ки. 6, вриифч. 6): 
Предложене 11. Даны двЗ прямыя ливши найти третью пропор- 
: шональную (фиг. 228)? 
а [ Ръьшене. Пусть АВ н АС будуть дв данныя лини, такъ взятыя 


чтобы онф составляли произвольный угохъ, требуется найти третью пропор- 
цюнальную къ АВ съ АС. 


Фиг. 228. 


А 


Е 


Продолжимъ линю АВ такъ чтобы ВГ-АС и чрезъ точку Г) про- 
веденъь ДЕ|| ВС, то мы будемъ имть (кн. 6, пред. 2): 


АВ: ВГ=АС: СЕ 
но ВО=АС, слЁдоватехьно: 


АВ: А0—=АС:СЕ, _ 
2В: ААС: : 


Пуедложене 12. Данн три прямыя лииш, вайти четвертую про- 
поршюнальную (фиг. 239}? 
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Рьиенк. Пусть данных три прямых лиши будуть а, В, с, найти 
четвертую иропорщональную? 
Проведемъ дьВ прамыя лини ДЕ и ДЕ, такъ чтобы онф составляли 
произвольный уголь ЕДЕ. 
Фиг, 229. 


Отложимъ на прямой ДЕ оть точки 0, отрёзокь О@=6 и оть 
точки С отрёзокъ @Е=е. На прямой ОЕ отъ той же точки Ш отдо- 
жимъ отрёзокъ ОН==а. Соединимъ точки С и Н, а чрезъ точку Е про- 
ведемь ЕР|| (Ш; то отрзокь НЕ и будетъ четвертая пропорщональная. 

Въ самомъ дВлЬ, мы ихфемъ (кн. 6, пред. 2): 


Ла: СЕЕОН: НЕ 
или 
6: с=а: НЕ. 


Примьч. 10. Можно откладывать всё три данных ирамыя отъ точки 0), Об- 6, 
ШЕ’=с, ЮН-=а и соединить точки С и Ш, чрезь точку Е” провести ЕЕ’ ТСН, то 
ин будемъ иивть: 

Р6:ОЕ’--ОН: ОЕ" 


$: <-а: ОЕ", 


сз3фдовательно искомая прямая будеть ОЕ". 


Пуедюжене 13. Жаны дв прямыя лини найти средне-иропорцо- 
вальную (фиг. 230)? 


Рьшене. Пусть давныя прямыя будуть а и 6, найти средне-пропор- 
цюнальную. Отложимъ иа какой нибуль прямой одинъ за другимъ отрёзки 
АВ=а и ВС=Ф и на АС, какъ на даметрЬ, опишемъ полукругь АДС. 
Изъ точки В возставимъ перпендикулярь къ АС и продолжимъ его до 
ветрёчи съ окружностью въ точк8 О. Я говорю, что-ВЬЮ и будетъ иско- 
мах прамая. 
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Если соелинныъ точку Г) сь 1 и С, то треугомникь АДС будетъ 
прямоугольный (БН. 3, пред. 31) и какъ мзь вершины ДД прамато угла 


Фиг. 350. 
- р 
и А 
| 
| 


ШС опущенъ на гипотенузу нериенликуляръ ОБ, то (кн. 6, пред. 8) овъ и 
булетъ искомал ередне-пропорщональная прямая. 


$ 


Нримьч. 11. Эту задачу можно р5Ьшеть еще двумл слфдующимн построешлыи. 


1) Па большей изъ двухъ данвыхь прамыхъь 4В—а, огь точки В отложауъ  меиь- 
шую 26—68, в ва большей, какъ на даметрВ, опвщемь полувругь АРВ. 


Фиг. 231. 


— 


и. "К 
ой 


ря п 


ИЕ 
6———- 


Изь точки С возставамь периеиднкуанръ СО и продолжимь его до вотрЬчи съ окруж- 
ностью вь точёф ПР. Точку 1) соедннимъ съ точками А н В; нолучевный тахныъ обра- 
зомъ треугольникь АТВ будеть прямоугольный (хп. 8, пред. 81), въ котороиъ мзъ вер- 
шиоы орамаго угла 7) онущень пернензисудярь ДС ка гипотенузу АВ, слвдовалельмо 
(сн. @, пред. 3) калеть ПОВ п будеть исконая средне-нропорщюнальная звиш межлу 
АВ и ВС, т. е. можлу давиыми. 


2} Оглонмуъ га бозьшей АВ--а оть точки 4 меньшую 40-6, и на остагеВ ВС, 
газъ на Лачетрф, олишемь полукругь СОВ, изь точки А нроведемт касательвую АВ 
(ки. 53, вред. 17), хо эта касательная н будеть искоица иримпя, лакъ касъ мы им1ехъ 
(кн. $, пред. 26): 


;аФ.. АВ. АС. 


235 
| 


Фиг. 239. 


р— 
„7 


о 


ё 
Замвчу еще что эта задача уже рёшена прояложенемь 41. 


Иримич. 12. Срединмь ариометическимь дврхъ ознорбдиы ъ величивт, влловается 
ихъ пэзусумма. 


Предложете а). Длиы ди прямыя @ н 6, изйти прямую, которая бы была сред- 
вичъ аривиетическии нелзу ан (фиг. 233)? , 


Гэинене. Подожниъ что а`>Ъ. На неопредфлевной прачой ОГ, оть точка О отло- 
тннь ОА--а н ОВ-Ь (кя. 1, пред. 2). 


Фиг. 233. 


В и р: 
а м————м———————————————Щ— 


р 7 = 
т НЕ 


Раздёлимъ разстояше ЛВ пополамь (кн. 1, прод. 10) въ точкф О’, я говзрю, зто 
(ИУ п будеть средне-ариометичесьое илжлу а в Ы, т. е.: 


Въ самомъ кёль, ОО’—ОВ+-ВО’, а ВО’ ее стЪдовательно: 


00'’—ОВ-- О @ В Ре ПОА-+-ОВ 


_@ы 
2 19 


Предложение В}. Средпе-вргонетическая прямая большо среднс-геозетрической, изи 
срехне-проиорщональной (фиг. 234). 


Доказат. Пусть Од -п, ОП. В. Средие-вриемегическая, какъ мы выше видёли, 
бузеть 00’. 


Фиг. 234. 
[2 


[я В о’ -А. 


На АВ, АЕЪ #1 махетр5 сиишемъ полукругь ВСА, ить точки О проведемъ касятель- 
Ву 0 (ев. 3, пред. 17). Мы выше подёля, что О” есть средне-пронорщюнольвая нежду 
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ОА в ОВ, т. е. 00'=ОА.ОВ=а.6. Есая точку касашя (соедииииъ съ цевтроиъ О, нозу- 
круга ВОЛ, то изъ треугольника ОГО’ будемъ пмВть, очевидно, ОО'> ОС, во оо“ за 
ОО—Уа6, сяфдовательно: 

а — 


>94. 


@ 4-1 и 
Если разность между у ^ и УЧЬ означимь чрезь д. то будемъ имфть: 


— ге, 
ааа 


2 
мя а 
28—({Уа-—у5), 
номножая 068 части иа (Уа+у5), найдемъ: 
28{Уавнуб) —(а- 5). 
Тажь какь а>Ъ, та, подставивъ вь первую часть иредъияущаго выражения выЪсто а 


УБ, получимъ: 

885 < (а—Ь)*, 
откуда: 
(5 


т 8 ' 


т. е. разность между средие-ариеметическим» и средне-геометрическимь двухъ прямыху 

всегда меньше квадрата, ихъ ралиостн, раздёленнаго на восемь разъ взатую меньшую ирамую. 

Предложеще с). Если позьмемъ срехне-арнеметнческую (00, двухъ нрямыхъь ОА и 

ОВ (фиг. 235), затЬмъ вольменъ средне-ариеиетическую 00. прамыхь ОВ я ОО, ‚ нотомъ 

средне-ариеметическую пряныхъь ОО, и ОО, и буденъ продолжать такое дёйстве неонре- 

в: Е АВленно, то точки 0,, О;, 0.,._.. будуть приближаться _иеопредёленно к ЕЪ ТОЧкВ 7, в3я- 
той ив разстолым # АВ отъ точки Л, т. ©: р 


ых —-- 


й ОТ-Од-ь? АВ. 


Фиг. 235. й 


п ое амА 


-- — -- Я ИИ: .-- 
А О, 0, 09.0. ы 


Доказат. Если А.- 2 АВ, ВУ-- 1 АВ, то: 
ОА -О—2ВТ, ОВ-ОТ4-Ва. 
Вольмемт средне-ариеметическую этнхъ двухъ прямых, то найдет: 


00, --07-- о 


Средне-ариомстическая этой посяфлней пряной я пряной ОВ будеть: 


в ВТ 
00.---09+--- =02+ у; 
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иродолжаи Цолобвыиь обраломт, найдем: 


вт ВУ 
00; 045-—: = 00—01 7: 


00-07 ВТ, 
он 


знакъ + когда п есть чнсло четиое, а знакъ — когда н есть число нечетвое. 


Изь послёлдияго выражения вндимъ, что но ифрз возраста! число я кробь -ы 


убываетъ неопредфленно, сябдовательно точка О» приближается къ точкЪ 4. 


Предложеня (5) и (с) важны при разыскаин отнотешя окружностн къ джаметру. 


Предложенще 14. Если въ двухъ равныхъ парахлелограмахъ уголъ одного 
равенъ углу другаго, то стороны параллелограмовъ, заключающия равные 
углы, будуть обратно пропорцональны; и обратно, если въ двухъ параллело- 
грамахъ уголь одного равенъ углу другаго и стороны, заключаюния ров- 
ные углы, обратио пропорщональны, то параллелограмы равны (фиг. 233). 

Доказат. 1) Пусть параллелограмы АВ и ВС равны и ДЕВГ== 
— СВЕ. Я говорю, что: 


РВ: ВЕСВ: ВЕ. 


Фиг, 236. 


[5 (2 


ПомЗетимъ параллелограмы АВ в ВС такъ, чтобы сторона ВЕ па- 
раллелограма ВС била продолжешенъ сторовы ДВ парахлелограма АВ. 
то, такь какъ углы ДВЕ и СВЕ равны, сторона ВЕ иараллелограма АБ 
будеть продолжене стороны @В параллелограма ВС (кн. 1, пред. 14). 


Такъ какъ параллелограмь АВ равенъ параллеграму ВС, то (ки. 5, 
пред. 7): 
АВ: ЕЕ=ВО: ЕЕ, 


938 


но (кв. 6, иред. 1): 
: АВ: ЕЕ=ЛВ: ВЕ 


ВС: РЕ=ОВ: ВЕ 


[4 


сяфховательно (кп. 5, пред. 11): 
ЛВ: ВЕ=бВ: ВЕ. 
2) По условю мы имфемь ДОВЕИСВЕ н 
ОВ: ВЕ=СВ: ВЕ 


я гопорю. что параллелограмы АВ в ВС равны. Тоже построене. 
Вь самомь дфль. мы имфемъ (кн. 6, предл. 15 


АВ: ЕЕ=ТВ: ВЕ 


ВС: ЕЕ=СВ: ВЕ. 
Но по условию: 
ОВ: ВЕ=ОВ: ВЕ, 


сл№довательно (кн. 5, пред. 9): 


АВ: РЕ=БО: ЕЕ, 
откула АВ—=ВС. 


Предложенще 15. Если въ двухъ равныхьъ треугольникахъ уголъ одпого 
равенъ углу лругаго, то стороны, заключающуя равные углы, обратно про- 
порщювальны; и обратно, если въ двухъ треугольникахъ, уголъ одного ра- 
венъ углу лругаго и стороны, заключающия равные углы, обратно пропорцю- 
нальны, то треугольники будутъ равны (фиг. 237). 

„Доказат. 1) Пусть треугольники АВС ин АРЕ равны и ДВАС= 
=ДЛрАЕ. Я говорю, что: 


СА: АРЕАЛ: АВ, 


Фиг. 931. 


ЦомЪетимь треугольники АВС и АПР такт, чтобы сторопа АЛ) бняз 
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иредолженемт стороны СА. то (ки. 1, пред. 14) сторона ЕА будетъ про- 
долаешемъ стороны АВ. Соединимъ точки Би Д. 


Такъ какь ДАБС=АЛРЕ, то (кн. 5, прел. 7): 


ААВС: ААВО=ААШЕ: ААВО. (1) 
ААВС: ААВР=СА: А, (2) 

И 
ААРЕ: ААВО=РА: АВ (3) 


откуда, соображадеь съ (1), (2), (3) (кн. 5, пред. 11), пайдемъ: 
СА: АЛр=ЕА: АБ. 
2) Но услою мы имфемь ДВАО=ХПАЕ и 


С.1: АД=ЕА: АВ, 


я говорю), что: 
АЛАВО= Ал ДЕ. 


Тоже ностроеше. 


Въ самомъ дБлБ, мы имфемъ: 


СА: Ар=ЕА: АВ 


В 
ДАВС: ААВЬ-СА: АР 
ААФЕ: ДАВР=ЕА: АВ, 
откуда: 


ААБС: АЯВО=АлАрШЕ: ААВ 
& изъ этой пропорщи имфемъ (кн. 5, пред. 9): 


ААВО=ААЕ. 


Предложение 10. Еели четыре примыя ливи пропорщональны, то 
ивяхоугольникь, построеваый па крайнихь прямыхъ, разеиъ прямоуголь- 
имку, ностроеиному на срелиихъ; и обратно, еслн прямоугольникъ, построен- 
ный на крайнихъ пряхыхъ, равенъ праямоугольнику, построенному из среднихъ 
ирязыхь, то чегыре ирямыл пропоршональны (фиг. 238). 


240 


Докикин. 1) Пусть четыре прямыя лиши 45, СО, ЕК, ЕЁ щюпор- 
щональны, т. е.: 
АВ: СО=ЕК: ЕГ. 


Я говорю, что иримоугольникъ, ностроенный изъ АВ и ЕГ, равен 
прамоугольнику, построенному изъ СО) и ЕК, т. е.: 


АВ. ЕГ-=Ср.ЕК 


Фит. 238. 


Е А 


Изь точекь 4 и С прамыхь АВ и СШ возставимъ перпендикуляры 
АС=ЕТ, ин СН-ЕК и построимъ прямоугольники СВ и НО. 
Такъ вавкъ изъ уеловн и построешя мы имЗемъ; 


АВ: СР=СН: Аб 


то въ параляелограмахь СВ и НО, углы равны и стороны обратно про- 
порщональны, в слёловательно (кн. 6, пред. 14) они равны. 


2) Положимъ теперь, что прамоугольникь СВ, построенный изъ пря- 
мыхь АВи РЕГ, равенъ прамоугольнику НО, построенному изъ примыхъ 
СЛР и ЕК. Я говорю, что четыре прямыя лини нропорщюнальны, т. е. что: 


АВ: СО=ЕК: ЕТ. 


СдЁлавъ тоже построеше, и замфчая что прямоугольники @В и НО 
равны, мы будемъ иибть „ВА@-=/ФОН, сл$ловательно (кн. 6, пред. 14): 


АВ: СО=СН: Аб, 


откуда, замчая, что СН=-=ЕК, АС—ЕТГ, найдемъ: 
АВ: Со-=Е;К : ЕТ. 


Иримюч. 13. Это вредловене есть частный елучьй иредложеня 14. 
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Предложене 17. Жели три ирамная ливш пропортональни, то ирямо- 
угохьникь, построенный изъ крайних, равёть квадрату, построенному ша 
средней, и обратно, если прямоутольникъ, построенный на крайнихъ, равенъ 
квадрату, построенному на средней, то три прамыя лиши пропорцюмажьжы 
(фиг. 289). 

Доказат. 1) Пусть три прямыя лини 4, В, С будуть промерщю- 
наньны, т. е.: 

А: В=В:С. 


Я говорю, что прямоугольникъ, пострденный изъ прямыхь А и С, ра- 
вен квадрату, построенному на прямой В. 


Фиг. 239, 


Г. 


р Есик еее 7: 


Е р 


Вовьмемъ четвертую нрялую =, то (ки. 5, предь 7) мы будемъ 

им ть: я 
А:В=о:С 

схЁдовательно (кв. 6, пред- 16). прямоугольникъ, построенный изъ прамыхь 
А и С, равенъ прямоугольнику, построенному изъ прямыхь Ви О. Но 
прямотгольниЕеЪ, построенный изъ прямыхъ Ви Л, есть квадрать, такъ 
какъ В—О. Е 

2) Пусть теперь прямоугольникъ, построенный изъ А нС равенъ квад» 
рату, построенному на Б. Я говорю, что: 


А: В=Б:С 


Олфлавъ тоже построенпе, видимъ, что прямоугольникъ изъ А и С бу- 
детъ равенъ прамоугольниву, построенному изъ ВиО, сл8довательно (кн. 6, 
прел. 16): 
р А: В=о :С 
но 1—8, елЁдовательно: 
`&: ВВ: С. 
31 
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‚Предложене 18. На данной прамой построить многоугольниеь по- 
добный и подобно расположенный данному многоугольнику (фиг. 240)? 
Рьшене. Пусть даниая прямая будетъ АВ, а данный многоугольникъ 
ООКЕЕ. Требуется на прямой АВ построить многоугольникъь подобный 
и подобно расположенный, такъ чтобы АВ и СЛ были соотвфтственными 
сторонами, 
Фиг, 240. 


Н 
Е 
А В с р 

Соединииъ Ш съ Е и построимъ на прямой АВ уголь ВАВ=ИРСЕ 
и ДАВС=Е СЕ, слдовательно, построенный Л.АВ@ будеть равно- 
угольный треугольнику СОР. Точно также, проведя прямую РЕ, на прх- 
мой В@ построимь АВСН, равноугольный треугольнику ОЕРЕ и изко- 
нецъ на прямой ВН построимъ ^.ВНГ, равноугольный треугольнику ДЕК. 

Такъ какъ углы, построенные при точкВ В, равны угламъ при точЕВ Ш, 
то и ДАВТ= СОК. По той же причин ДА@Н=ДСЕЕ, ДВНГ = 
—=РЕК. Въ треугольникахь ВНЕ и ДЕК ДВНЫГ=(ГЕК, слвдова- 
тельно и Д НЁВ=/ЕКХ. Изь этого видимъ, что ПОЕеНЕЫЯ многоуголь- 
никь АбНГВ *равноугольный данному СЕЕКХ. 

Даже треугольники А@В и СЕ подобны, слВдовательно (кн. 6, 


пред. 4): 
АС: АВ—СЕ: СГ. 


Точно также изъ подобныхь треугольниковь В@Н и БЕЕ ны 
имземъ: 
: вв: ВН=рЕ:РЕ 
& изъ подобных треугольниковь ВНГ, и ДЕК мы имфемъ: 


ВН: В1,‚=ШЕ:ОК, 


ВЕ: ГН=ОК: КЕ, 
Но такъ какъ: . 


АВ: Вв=СО:РЕ, ВВ: ВН--ОЕ: РЕ 


ВН: ВЕ=БЕ: ОК, 
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то (кн. 5, пред. 29): 
АВ: ВЕ=сСр : ОК. 
Точно также можно показать, что: 


АС: ВСЕ: ГЕ 


ВН: НГ-=ЕЕ: ЕК. 
Сл довательно многоугольники АВЁНС и СОКЕЕР не только равно- 
угольны, но у нихь, стороны заключающя равные углы, пропорщональны, 
т. е. они подобны. 


Примъч. 14. Похобвыми многоугольнаками 7я0добно расположенными НАЗЫВАЮТСЯ 
таве, коихъ соотьфтственныя стороны параллельны въ одномъ и томъ же изправлещи. 


Предложене 19. Отношеше подобныхь треугольниковъ равно двой- 
ному отношению соотвфтственныхь сторонъ (кн. 5, опред, 10) (фиг. 241). 


„Доказат. Пусть данные треугольники будуть АВС и ШЕР и пусть 
С АВСО= (ОЕЕ, то: 


АВ: ВС=ШЕ: ЕЕ. 
Я говорю, что ^АВС: АДЕЕ—=Э(ВС: ЕЁ). 


Фит. 241. 


А 
м 
/ 8 о 
с х в г Е 


Построимъ къ прямымь ВО и ЕЁ третью пропорцональную В@ 
такъ, чтобы: 


ВО: ЕЕ=ЕЁЕ: ВС. 
Точку ( соединимъ съ А. Такъ какъ мы имземъ (кн. 6, опред. 1): 


АВ: ВСО-УФЕ: ЕЕ 
или (кн. 5, опред. 13): 
АВ: ДЕ—=ВС: ЕЕ. 
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Но по построен: 
Ве: ЕЕ ЕЁ: ВБ, (п 


ся$довательно (кн. 5, пред. 11): 
АВ: ДЕ—=ЕР: ВС. 


Изъ этой пропорщи видимъ, что въ треугольникахь АВ@ и ДЕР 
стороны, заключающуя равные углы, обратно пропоршональны, схВдова- 
тельно (кн, 6, пред. 15): 

ААВС—=лАОЕЕ. 


Но изъ пропорщи (1) видимъ, что отношене ВС: ВВ—2 (ВС: ЕЁ), а 
такь какъ (кн. 6, пред, 1): 
АЛАВО: ААВС—ВО: ВВ, 


ААВС: ЛАВС=2 (ВС: ЕЕ). 
Но 
ААВС=АШЕЕ 


схВховательно: 
АЛВО: АДЕЕ—? (ВС: ЕР). 


Слъьдстве. Изъ сказаннаго д®лается яснымъ, что если три лини 
ВС, ЕЕ, Вб пропорщональны, то лерзая относится къ третьей, какъ 
треугольникъ, построенный на первой къ треугольнику подобному и по- 
добно расдоложенному, построенному на второй; и въ самомъ дёлЁ. мы 


имземъ: 
ВС: ВВ=ЛАВС: АШЕЕ. 


Примтч. 16. Новые геонетры выражають это предложене такъ: площади подобныхь 
треугольниковь относятся между собою, какъ площади квадратовЪ, построенныхь иа соот- 


вфтстьениыхь сторонахъ. Въ самомъ дёлЬ, иы имфему: 


ДАВС: ЛАВЕ-=ВС: ВВ, 


во 
ВС: ЕЕ-ЕР: ВВ, 
сяЪхозртельно: 
ВС: ВО=ЦЕЕ: ЦВС 
откуда: 
ЛАВС: ЛАВСЬЦЕГ: ПВС 
вали 


ААС: АРЕЕ—Ь ВС: ЦЕЕ. 
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Предложене 20. Два подобные многоугольнииа могутъ быть разку- 
лены на одинаковое число подобныхь треугольнивовъ, имфющихь между 
собою отношене, равное отношеню многоугольниковъ, & отношене много- 
угольниковъ равно двойному отношен!ю соотвётственныхъ сторонъ (фиг. 249). 

Доказат. 1) Пусть данные многоугольники будуть АВОШЕ и 
ЕСНЕТ н пусть сторона АВ булеть соотвётственна сторряВ Е С. Я го- 
ворю, что многоугольники могутъ быть раздВжены на одно и тоже число 
цодобныхъ треугольниковъ. 

Фиг. 249. 


` А 


Р 
= Е 
/ К ея 
с ВА р Н м 
Проведемъ дагонали ВЕ, ЕС, 61, 1. Такь какъ `многоугольникъ 
АВОПЕ подобенъ многоугольнику Р@НКТ, то ДВАЕ=ЕВЕЕ и 


АВ: АЕ=ЕС : ЕТ 


сяфдовательно треугольники АВЕ и ЕСТ, имЪя по равному углу, заклю- 
ченному между пропордональными сторонами, будуть подобны (кн. 6, 
пред, 6); откуда слёдуеть, что ДАВЕ=ХРОТ но изъ покобн много- 
угольниковъ мы ин$емь ДАВОС=ДРЕВН, сяЁдовательно (кн. 1, акс. 3) 
н ДЕВС—= ТСН. Изъ подобйя треугольниковь АВЕ и РСТ мы имюмъ: 
‚ АВ: ВЕЕЕ@: 61. 
в изъ подобя многоугольниковъ: 
АВ: ВСО=ЕС : ВН, 
сл®довательно (кн. 5, пред. 22): 


ВЕ: ВО—СТ: ВН. 
Откуда видимъ, что треугольники ВЕС и @]Н низють ДЕВО-= 


—16@Н, какъ мы выше показали, и эти углы заключаются между ипро- 
поршональными сторонами, слВдовзтезьно треугольники подобны. Точно 
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Факимъ же образомъ можно показать, что треугольникъ ЕСГ подобенъ 
треугольнику 1НК. Сл№довательно многоугольники АВСОЕ и Е@НКТ 
раздВлены на одно и тоже число подобныхь треугольниковъ. 


2) Я говорю, что мы будемъ еще имЪть: 
АВСШЕ: Е@НКТ=ЛАВЕ: АЕВ1=Л ЕВС: ОЛ@Н== 
=АСЕО: АНГК. 


Такъ какъ ЛАВС подобенъ ЛЕСН, то ДВАМ=ХВЕМ и 
ДАВИ= ЕСМ, сльдовательно въ треугольникахь АВМ и ЕВМ№М 
ДАМВ—= ЕМС, а потому треугольники эти подобны. Подобнымъ 
образомъ можно показать, что и треугольники ВМС и СМН подобны, 
слхФдовательно: 


АМ: МВ—ЕМ: №4 
ВМ: МО=СМ: МН 
откуда (кн. 5, пред. 22): 


АМ: МС=ЕМ: МН. 


Но (вн. 6, пред. 1): 
ЛМ: МО=ЛАВИ: АМВС 
АМ: МО=ЛАМЕ: АМЕС, 
откуда (ин. 5, пред. 11): 


ДАВМ:АМВО=ААМЕ: АМЕС 


ЛААВМ: ААМЕ=АМВС: АМЕС, 


откуда (кн. 5, пред. 12): 
ААВЕ: АСВЕ=ААВИ: АМВС—=АМ: МС. 


По той же причин: 


ДЕЗСТ: АНСЕ=ЕМ: МН, 
|: 
АМ: МО—=ЕМ: МН 
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садователжьно: 
ДАВЕ: АСВЕ— ДАЕТ: АНСТ 


или (вн. 5, пред. 16): 
ЛАВЕ: АРВЕЫОВЕ: АН@Т. 
Проведя ВО в СК, легко показать, что: 
АСВЕ: АНЕЕ=ЛЕСР: АТИК, . 


сяАловательно (кн. 5, пред. 11): 
ААВЕ: АДЕСЕАСВЕ: АНСТЕ=АЕСЬ: АЛИК. 


Но (кн. 5, пред. 12) одинъ изъ предъикущихь относится къ своему 
послёдующему, какъ сумма всзхъ предъидущихь относится къ сумм® воЪхъ 
послдующихь, ст8довательно: 

АВСОЕ: ЕВНК1==Л АВЕ: АЕСЛ. 


Но мы выше (кн. 6, пред. 19) вихли, что: 


ЛАВЕ: АРСОЕ (АБВ: ЕС) 
схЗховательно: 
АВОРЕ: ЕЕНКЕ= (АВ: Еб). (а) 


Сльдстве 1. Если къ ЛВ и Е@ возьмемъ третье пропорпюналь- 
н0е Х, то мы будемъ имфть (кн. 5, опред. 10). 


АВ: Х—=2 (АВ: ЕС), 
схВховательно: 
ЛАВЕ: АРО1-=АВ: Х 


отЕуда: 
АВОШЕ: ЕОНКТ--АБ: Х. 


Слпдстви: 2. Очевидно также, что вообще, если три прямыя ини 
иропорцлонажьны, то фигура, построенная на первой прямой, относится къ 
подобной и подобно расположенной фигурВ построенной на второй прамой, 
какь первая прямая къ третьей, 
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Примич. 16. Мы уже показали въ примфч. (ки. 6, ирим. 18), что пронержёя (а) мо- 
жеть быть написана такъ: 


АВСОЕ: ГаНКТ=С АВ: [1ЕС. 


Предложеще 21. Миогоугольники подобные одному и тому же много- 
угольнику подобны между собою (фиг. 243). 


Доказат. Пусть многоугольникя А и В подобны виогоугольнику С. 
Я говорю, что А и В будуть подобны. 


Фиг. 243. 


с 


Такъ какъ фигура А подобна фигур С и фигура В подобна той же 
С, то ихъ стороны, заключающия равные углы, пропорщонахьны, схФхова- 
тельно фигуры А и В также равноугольны (вн. 1, акс. 1) и (кн. 5, пред. 11) 
стороны, заключающия равные углы, пропоршональны; схВдовательно фи- 
туры 4 и В (вн. 6, опред, 1} подобны. 


Примъч 17. Въ настоащемъ прамфзани я обобщу и дополню недосказанвое Юв- 
камдомъ относительно подобя фигурь на илоскости. 


Два похобные многоугольника на плоскости могуть инфть, одинъ относительно хру- 
гаго, два различныя положешая: 


1) Ови могутъ быть такъ расположены, что два наблюдателя, находясь одинъ внутра 
одного многоугольника, а другой внутри хругаго, бухутъ оба видёть движеше точки по 
контурамъ многоульниковъ, отъ соотв®тственныхь точекъ въ соотвфтетвеннымъ, въ одну 
сторону, т. е. или съ права на яЪво, или съ иВва на право. 


Таюе два многоугольника можно поворотонъ одного изъ вихь въ плоскости, при- 
весть въ такое положене, въ которомъ ихъ сходственныя стороны будуть параллельны въ 
одномъ и томъ же направлен или въ протизуположномъ, т. е. дв какая нибухь, сход- 
ственныя стороны будутъ составлать уголъ--0, нли—94 


ы Если въ нодобныхь многоугольникахь АВСРЕ и А'В'С’ТУЕ’ сходственныя сто- 
рены будуть АВи АВ’, ВСи ВС', СР и С’’, ).Еи П’Е', ЕА в Е’А', а слдова- 
тельно сходственныя точки будуть Ан д’, Ви В, СиС', Он Г, Ен Е’, то, оче- 
видно, наблюдатели, находясь внутри мнотоугольниковъ, въ какихъ нибудь точках ( 
и 0’, будуть оба вядть движене точен по контуру, одинъ отъ А въ В, & хругой отъ 
А‘ къ В’, оба сь дЬва на празо. 
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Предлож, в. Я говорю, что эти миогоугольыики можно поворотомъ въ изос- 
поста, вривесть въ такое положен, въ которомъ ихъ сходотаенных стороны АВ и А’В’, 
ВС и В'’С’ ит. д. будуть параллельны (фиг. 244). 


Фит. 244. 


Доказат. `Такъ кзкъ многоугольники О и О’ подобны, то мы имфемъ: 


АВ _ ВС _ 00 _ РЕ _ ЕА _, 
ЯВ Во-бГ ГЕ ЕЮ 


ГАА", ИВ=/В,, (6=0, Ир=-Т,, ДЕ Е” . 


Продолжимъ стороны АВ н А’В’ хо встрёчи ихъ въ точЕВ Г, эти стороны вообще 
будуть составлять, какой иибудь уголь а. Если многоугольник (’ поворотимь въ его 
плоскости, около точки А’, такъ чтобы /а сдВлвлся- -0, то сторона А’В’ сдёлается иа- 
ылезьна сторовё АВ въ одкомъ и томъ же направлен. Если сторона А’В’! АВ, а по 
усзовю /В- ГВ’, то и сторона В’С’ будеть параллельна стороиё ВС ит. к Много- 
угольныкъ О’ приметъь положеше А’Ьейе. 'Таме миогоугольники называются модобными н 
*0д0бно расмолюженными. 

Если же, около точЕи 4’ поворотныь многоугольникь 0’ такъ, чтобы /а_-24, то 
мы будемъ еще имёть 4’В’, АВ, но въ противуположнонъ направлены, въ такой же па- 
раззельности будутъ ин остальных сходствеиныя стороны. Мвогоугольниеь (’ приметь по- 
зожене А’Ь’с’4’е’. Таше многоугольники называются подобными’ н противуположно рас- 
положенными. 

2) Если многоугольникь А’В’С’Г’Е’ поворотамъ вызстВ съ плоскостью его около 
какой нибудь оси ХУ, лежещей въ той же пзоскости, такъ чтобы онъ упаль йа туже плос- 
кость другой стороной, то онъ приметъ воложене 4, В.С. Р.Е, ‚ которое называется сим- 
жтричнымхь положененъ относительно оси ХУ. Такъ какь многоугольник (’ тахииъ 
позоротонъ ин въ ченъ ие измФиизся, сзёдовательно остался подобнымъ многоугольнику 
0, то говорять, что два многоугольникхх АВСШЕ и А, В.С. 1. Е, симмезитически  по- 
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добны. Очевихно, въ такихь многоугольникахь наблюдатели, находяюеса внутри много- 
угольниковь въ точкахь О и О; , будуть видёть движеше точки одинъ оть 4 кь Ви 
кругой отъ А, къ В, въ противуположныхь направлешияхт, т. е. первый набаюдатель бу- 
деть видёть движен!е точки отъ Л кь В съ лва ина празо, а второй отъ А, къ В, сь 
права иа л%во. 

Сл®ховательно, если даны два многоугольника Он О; симметрично подобные, то, 
чтобы привесть ихъ въ такое положенше, въ котороиъ бы ихъ сходственныя стороны бызи 
параллельны въ охномъ и томъ же направлен, или въ противуположныхь направлен яхь, 
надобно сначала одинъ изъ многоугольниковъ, напримфръ О! , поворотомъ около какой 
нибудь оси ХУ привесть въ положене О’, и затмъ поворотомъ въ илоскости окохо одной 
изъ его вертинъ, напринфръ 4”, иривесть или въ положеще' А’Ъсде, изн въ похожее А’0’с’4'е.. 

Сл$лховательно подобные многоугольники всегда могуть быть приведены въ такое по- 
хожеше, при которомъ ихъ сходственныя стороны будуть параллельны въ одномъ и тонъ 
шв изиравлени. По этому иы и бухенъ тенерь разсматривать только таые миогоугольнити. 
"Теперь я обобщу 20 `предложен{е шестой книги Началь Евклида. 


Предлож. 6. На илоскостя двухъ подобиыхъ н похобно расположенныхь иногоугольни- 
ковъ, по произвольно взятой точеВ, относительно перваго многоугольника, можно всегда найти 
такую точку, относительно втораго многоугольника, что еслн соехивимь первую точку 
съ вершивами перваго иногоугольника, а вторую съ вершинами втораго миогоугольника, 
то образуются ХвВ системы похобныхь треугольниковъ, н при томъ подобными будуть т%, 
которые ыы№ють осиован!яын сходственныя стороны данныхъ ыкогоугольниковъ. 


‚ Доказаит. Пусть двныые иногоугольвихн будуть АВСОЕ ин А’В'С'О’Е’ (фиг. 245). 
Фиг. 245. 


Такъ какъ многоугольники подобны, то мы нифемз: 


дв ВС СЮ ШЕ _ ЕА 
АВ вс СБ СОЕ ЕВА 


ДА=Д а’, ДВ-ИВ, (6-6, Р-Р, ГЕ-ЕЕ'. 


Возьшемъ внутри, или ви, наприм®ръ внутри, многоугольника АВСОЕ вровзвол- 
иую точку ( н соединныь ее съ верминами 4, В, С, Г, Е прямыми зивани. Чрез 
точву увпримёръ А’, въ иногоугольникв А’В’С’О’Е” проведемъ прамую А’О’" АО и 
строииъ на ней точку 0’ такт, чтобы (кн. 6, пред. 12): | 


В 
д’В’ А. А’О’ ® 
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Хесли эту точку О’ соедннимь съ вершинами А’, №’, С’, Г’, Е’ вторыга мнороуголь- 
ника, то треугольники ОАЛЖ, ОВС, ОС, .. будуть подобвы треугольныквиь О’А’В’, 
О’В’С, ОСТ... 

Въ самомъ дёль, твкъ кавъ по построеню въ треугольникахь ОДВ и О'А’В’ мы 
ичвемь /ОлдВ--/0’А’В н АВ: А’В--Од:ОАД', то (кн. 6, пред, 6) ЛОАВ подо- 
бень ЛО’А’В’. 

Изь похобя этихь треугольниковь мы будемь имёть ХОВА=/0’В’А’, во 
. АВС А’В'С’ изъ подобя многоугольшиковь, слфдорательно /ОВО=/О'В’С- 

Такъ кахъ изь похобя треутольинковь ОДВ в О’А’В’ мы вызень АВ: А'В-- 
—=ОВ : О’В', в изъ подобя многоугольниковь мы имфемъ АВ: А’В’ ВС: В'С', то (ин. 5, 
прех. 9) ВС: В'С'—ОВ:0'В'. СаЪдовательно (ки. 6, пред. 1) треугольника ОВО и 
О'’В'’С’ также подобны. Точно также легко доказать что и треугольники ОСФ, ОБЕ, .. 
подобны треугольникамь О’С’Г’, О’Г’Е, ...- 

Такъ построенных точки О и О’ назызаютса соотовтстиечными, кахь и точки 
Аи 4’, ВиВ',... 

Коли инчогоугольнимь А’В’С’Т’Е” ваносемь на миогоугольникь АВСИЮБ, тахъ 
зтобы точка О’ совифотилась съ точкою О и чтобы прамая О’А’ совмфстилесь съ иря- 
мою ОД, то, очевидно, и ирамыл О’В’, О’С',..., совифстатся еъ прямыми ОВ, ОС,... 
Такимъ образоиъ многоугольникь А’В’С'Р’Е’ приметь ноложене афеде. Въ такомъ отно- 
сительномъ положеши многоугольника АВСОЕ и афеёе называются зомотетическими. 


Если ыногоугольникь афеде поворотимъ въ плоскости на 24 около точки О, то опъ 
останется гомотетическииь, но протизуположнаго направленя, т. е. сходственныя сторони 
будуть составлять между собою уголъ- 24. 

Такъ иакъ точку О отвоснтельно многоугольника АВСОЕ мы взяли произвольно 
ва изоскости, то очевидно такихь точекъ какъ О н О’ есть безчнеленное множество. Вс 
ов называются соотвётственными н вмёств съ вершинами, данныхъ похобиыхъ многоуголь- 
НиковЪ, составлають, то что называютъ подобными системами. 

Если бы въ нногоугольинк8 АВОЛЕ мы взязн за точку О одну изъ его вертинъ, 
то получили бы 20 нредложенше этой книги. 

Теперь можно опредёлить: что такое подобных системы точекъ на плоскости? 

Если каждой точкв одной системы соотвётствуеть одна точка другой системы и 
при томъ такъ, что треугольянкъ, образуемый какимн нибудь тремя точками первой си- 
стемы, подобенъ треугольияху, образуеному тремя соотвфтственными точками второй си- 
стемы, то ташл дз систеиы точехъ называются подобными. 

Подобя двухъ системъ точекъ могутъь быть одинаковыми 4 симнетричными. 


Предлож. с. Периметры похобныхь миогоугольниковъ отиосател между еобою, 
какъ сходственныя стороны. 


Доказат. Еслн многоугольникя АВСОЕ и А’В’С’О’Е” подобны, то мы нифемъ: 


АВ _ ВС _ Ср _ РЕ _ ЕА 
АВ’ Во’ СБ’ БЕ- БА’ 


слфдовательно (кя. 5, пред. 12) мы ныфемъ: 


_ АВ+ВС+-СР-+-рЕ+ЕА _ АВ 
АВ--ВСТОО-ЬЬС-Е А д’ 
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Но АВ--ВС+СР-+-РЕ-+ЕА есть периметрь Р перваго миогоугольвика, & А’В’+- 
+-8В'С'-+С'Т’+-О’Е-+ЕА’ есть перинетрь Р’ вторзто многоугольника, слёдовательно: 


_Р:Р--АВ : А’В". 


Р _ АВ 
р А’В’` 


Правильные мнозоузюльники. Правильнымъ многоугольникомъ називается такой, въ 
которомъ всВ стороны н углы равны между собою. 

Мы видфли (вн. 4, пред. 5,... 16), что около правильнаго многоугольника можно 
оцисать н-вписать въ него кругЪ. ы 

Предлож. 4. Два правильные многоугольника съ однваковымъь чнсхомъ сторонъ 
подобны; нериметры тавихъ многоугольниковъ относятся ‘между собою, какъ рамусы кру- 
тоЕъ виисанныхь или описанвыхь, & нлощахи ихъ отиосятсл межху собою, какъ кзадраты 
радусовъ круговъ вписанныхь, илн описаниыхь (фиг. 246). 

Доказат. 1) Пусть данные многоутольники будуть АВСРЕ и А’В’С'Р’Е. Тажь 
какъ стороны перваго равны между собою и стороны втораго равны между собою, то, 
очевядно, стороны одного пропорцюнальны сторонамъ кругаго, т. е.: 


дв _ ВС _ бр _ РЕ _ ЕА 
А’В ВС’ Ср’ БЕ 


:. ЕА’? 


остается только ноказать, что углы одного иногоугольинкя равин угламъ хругаго. 


. Фиг. 246. 


Для этого опишемъ около обонхъ иногоугольннковт круги О я 0’. Такъ какъ сто- 
роны каждаго многоугольника разны нежду собою, то каждая изъ сторойъ, какъ въ од. 
момъ такъ и въ другомъ многоугольникВ, стятиваеть одиу и туже часть окружности въ 
обонхъ описанныхь кругахь. Сл®довательно дуга ВАЕ составляеть такую же часть ок- 
ружности О, какую дуга В'А'Е' составляеть часть окружности О’. Откуха видимт, что 
и остальныя части ВСОЕ и В'С'Г’Е’ окружностей О и О’ составяяютъ одинаковых части 
иЗлыхь окружностей. Слфдовательно углы ВАЕ н В’А’Е’ (ки. 8, пред 29) составзяють 
одинаковую часть двухъ лрямыхъ углов, слёдовательно /ВАЕ=/В’А’Е“. 

Сяфдовательно правильные многоугольники АВСШЕ н А’В’С’Т’Е’ подобны. 

2) Если иногоугольникя АВСРЕ и А’В’С'П’Е подобны, то мы имфемъ: 


. Р:Р-—=АЕ: А'Е,, 
° изощ.АВСОЕ: площ. А’В'С'Р'Е=ПАЕ: ПА’Е. 
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Но амко вихф, о ЛАВЕ подобедъ Л А’В’Е’, слфдовательно: 
АК: А'Е-ОЕ: О'’Е=ОЕ:О’К’ 


млм если озвачимъ чрезъ НВ иг, и В’ и 2” рад1усы круховь описанныхь и воисавиыхь, то 
будемъ ны$ть: 


АЕБ: А'Е-—В: Ви: т", 
откуда: 
Р:Р-—=В: В=г:т. 


3) Такъ какъ илъ пропоршя: 
АЕ: А’К’-.В: В. т: 
мы имфемъ: 
ПАЕ: ОЛЕ-ПЕ: (Ви: 0 
то соображаясь съ предъидущимь найдемъ: 


ихощ. АВСОЕ : нлощ.А’В'С'П’Е—Д В: [В-=Ги: (С. 


Предложеже 22. Если четыре прямыя лини пропорщональны, то 
многоугольники подобные и подобно на нихъ построенные будуть также 
пропорцюнальны, и обратно, если многоугольвики подобные и подобно по- 
строенные на четырехъ прямыхъ пропорцональны, то и четыре приыя 
линш пропорщюнальны (фиг. 247). 


Доказат. 1) Пусть четыре пропоршональныя лиши будуть АВ, СО, 
ЕР, СН, т. е. пусть 


| Фиг. 247. 
. 
| | Ил 
А `В ря 
ХХ _ Е д 
м 


АВ:гОр=ЕР: СН. 


Ностроииъ на прямыхь АВ и СП подобныя и подобно расположен- 
ныя фигуры КАВ и ГОЛ (кн. 6, пред. 18), в на прямыхь ЕР и @Н 
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построимъ подобимя и подобво расположенные фигуры МЕ и МН. Л го- 
ворю, что: 
АКАВ: АТСШ=МЕ: МН. 


| Построимъ къ АВ и СО третью пропорщональную Х, акъ ЕРи @Ы 
третью пропорщональною У’(кн. 6, пред. 11), т. е.: 


АВ: СО=0р:Х , ЕЕ: СН=@Н: У, 
схВдовательно: 
СО: Х=@Н: У, 


откуда (вн. 5, пред. 22): 
АВ: Х=ЕЁЕ: У, 


Но (вн. 6, пред. 20, слжд. 1): 
АВ: Х=ДКАВ: АТОР 
ЕЕ: Х=МЕ: КН, 
сл№довательно (кн. 5, пред. 11): 
АКАВ: АТОО=МЕ: МН. 


2) Пусть фигуры ДЖКАВ, АТСО, МЕ, МН будуть пропорию- 
нальны, т. е.: 
АКАВ: АГОО=МЕ: КН 


Я говорю, что: 
АВ: СП-== ЕЁ: СН. 
Если бы эта пропорщя не имла м8ета, то мы бы ииЗли: 
АВ: СО=ЕР: ©, 
гдз ОВ, есть четвертая пропорцональная въ АВ, СШ, ЕЁ (вн. 6,пред. 12). 
ели на прямой ОВ построимъ фигуру 5 подобную и подобно раеполо- 


женную фигурамь МР и МН, то будемъ имЪть, какъ выше показали: 


`АКАВ: ЛЕСО=МЕ: ВВ, 


355 
Слёдовательно (кн. 5, пред. 11): 


МЕ: ЗВ=МЕ: КН, 
откуда (вн. 5, пред. 9): 
| 5В—=мМН. | 
Но тавъ какъ фигура 8 подобна Фигурамь МРи МН, то ОЕ==6Н, 
с‹«Здовательио (кн. 5, пред. 7): 
АВ: СЕР: 6Н. 
Предложене 23. Отвощеше равноугольныхь параллелотрамовъ разно 
составному отношеню ихъь сторонъ (фиг. 248). 


Доказаяя. Пусть равноугольные параллелограмы будуть АС - СР, 
юяхъ углы ВСО и ЕОС равны. Я говорю, что: 


ВО ро 

АС: СЕ— аа . ЕС’ 
Фиг. 348. 
А р и: у Еее НЕА 
И —- 
в 
[2 / М. 
р’. р 


Помфстимъ паралледлограмы АС и СР такъ, чтобы стороны ВСи @С 
составляли одну прямую линю В@, то стороны ЕС и ПС будуть также 
хежать на одной прямой ЕР (ки. 1, пред. 14). Построимъ параллелограиъ 
Т6 и возьмемъ какую нибудь, прямую линю К. Построим прамый жи- 
ни Ки М, текъ чтобы (кн. 6, пред. 12): . 


ВС:60=кК:Г и ОС: ЕО=Г: М. 


Отиошене К къ М составлено изъ отношенй К: Ди Б: М (вн. 6, 
опред, 5), а эти послёдшя отношевя равны отношенямъ: 80:60 и 
ЮС:ЖС, схВдовательно отношеше Ж: М равно состаявому отношенюю изъ 
сторонъ параллелограмовъ. : . 


Но мы нифемъ (кн. 6, пред. 1): 
| АС: СВ=ВС: 4С-—=К: Г 


и 
ОН: СЕ=ШС: ЕО=Ё: М 
слВковательно: 
| ‚ак В ПС 
АС: ОЧЕ—= ас 5 ЕД". 


Примич 19. Это предложене можно выразить слВхующемь образомъ: илощдди двухъ 
равноугольныхь иарахлелограмовь относлтся между собою, какъ ироизведеня изъ сторонъ, 
закдючающихь равиые углы, ихи такъ какъ треугольники составляютуъ половины парахле- 
чограмовъ, то площади треугольниковъ, имёющихЪь но разному углу, относятся между со- 
бою каг произведеня изъ сторонъ, заключающихь равные углы. 


Предложена 24. Параллелограмы, построенные на мегонали парахле- 
лограма, подобны цлому параххелограму и подобны между собою (фиг. 249). 

Доказат. Пусть АВС будетъ параллехлограмъ, коего дагональ есть 
АС, и пусть на этой дагонали будуть построенны парахлелограмы ЕС и 
НК. Я говорю, что эти параллелограмы подобны цлому АВСШ и по- 
добны между собою. 
. Фиг. 249. 


А №. 


р К с 


Тажъ какъ СП || НС, т ДАРС=ХДАЕН (ка. 1, пред. 29), точно 
также ВС] ЕЕ, т ДАВС САЕК. Каждый изъ угловьъ ВОО, ЕРС 
равевъ противуположному углу ДАВ, сяВдовательно они равны и между 
собою. Въ треугольнихахь АВС и АЕЁ уголь ЕАЁ общий, ДАВС—= 
— ДАЕР, слЪдовательно они разноугольны, а есзи равноугольвы, то (ки. 6 
пред, 4): 

АВ: ВО=АЕ: ЕЕ. 


Но въ параллелограиЪ противуположныя сторовы развы, слёлова- 
тельно (вн. 5, пред. 7): 
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АВ: АрР=АЕ: АЗ и ПОС: ВОВЕ: ЕР. . 


С: Ар=РВ: АВ. 


Изъ этого видимъ, что стороны въ параллелограмахь АВСШ и 
ЛЕГС, заключающя равные углы, пропорцональны, сл$довательно (вн. 6, 
опред. 1) параллелограмы подобны. По той же причин парахллелограмъ 
АВСГ подобенъ параллелограиу ЕНСК, но каждый изъ параллелогра- 
мовь АЕР@ и ЕНСК подобенъ цфлому АВСО, Срна они по- 
хобны и между собою (кн. 6, пред. 21). 

Предложене 25. Построить многоугольникъ подобный данному н раз- 
ный другому данному (фиг. 250)? 

Руьлиеме. Пусть АВС будеть многоугольникъ, которому искемый дол- 


менъ. быть подобенъ, а О нногоугольнике, которому искомый долженъ 
быть равенъ. | 


Фиг. 250. 


= ок 
. | йа 
с: `Н 
Если на прямой ВС построимъ параллелограмъ ВЕ=ААВС (кн. 1, 
пред. 44), а на прямой СЕ подъ угломъ ИСЕ=ИСВГ, поетроимъ парал- 
хелогражь ЕЕ—Г (вн. 1, пред. 45), то ВС и СЕ, ГЕ и ЕМ хежатъ 
на одной прямой лини (кн. 1, пред. 14). Построимъ ередне-пропорщональ- 


ную @Н между ВО и СЕ, на ней построимъ треугольникь К@Н по- 


добный треугольнику АВС (ки. 6, пред. 18). Этоть треугольникъ и бу- 
детъ искомый. 


Въ самомъ ЛВлЬ, такъ какъ: 
ВС:@Н-@Н: СЕ, 
то (кн. 6, пред. 20, слд. 2) мы р 
ВО: СЕ=ААВО: АК@Н. 
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Но (вн. 6, пред. 1): 
ВО: СЕ=ВЕ: ЕЁ, 


слЗдовательно (вн. 5, пред. 11): 
лАвВо: ДАЕСН=ВЕ: ЕЕ. 


Но такъ какь шо построешю мы имфемь ЛАВС—=ВЕ, то (ин. 5, 
пред, 14) АК@Н, подобный ЛАВС, равенъь ЕЁ-П. 

Предлоюжеще 96. Если два параллелограма подобный и подобно рас- 
положениые имзютъ общ уголь, то они лежать на одной жагонали 
(фиг. 251). 

Доказит. Въ параллелограи$ АВСП помбщенъ нараллелограмь АР, 
подобный и подобио расположенный цараллелограму АВС и инфлищ съ 
нимъ общ уголь @АЕ. Я говорю, что дагональ АР пройдеть чрезъ 
точку С. 

Фиг. 251. 


А [а Р 1. 


К 
Е 


в с 


Если бы дагональ АС ве прошла чрезъ точку Ё, то она пройдеть 
чрезъ какую нибудь точку Н на прямой РС. Чрезъ точку Н проведемъ 
КН || АТ. Такъ какъ параллелограмы АВСО и АКНС лежать на одной 
агонахли, то они будуть подобны (вн. 6, пред. 24), сяЬдовательно: 


А): АВ=АЕ: АК. 
Но параллелограмы АВСР и АЕЕС подобны по условю, сл®до- 
вательио мы имфемъ также: 
АО: АВ=АС: АЕ, 
Изъ этихъ двухъ пропорый видимъ (кн. 5, пред. 9), чо АЕ=АК, 


что невозможно (ки. 1, акс. 9). Слёдовательно дегональ АС не можеть 


не пройти чрезъ точку Е. 
Слюдстве. Точно также можно показать, что если два параллело- 


Ым—=2==ШФЫЫыШыЫыы==-=щ12ы5ы"ы[ы=—..-.° 
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грамв подобные и подобию расположение имзють противуположные угды 
въ вершинВ, то ихь даговали составляють одну прямую линию. 

Предложеще 27. Изъ всфхъ пвралзлелограмовтъ, которые можно впи- 
сать въ ДАННЫЙ треугольникъ, найбольиий есть тотъ, котораго основаше 
есть половина одной изъ сторонъ треугольника (фиг. 252). 

Доказат. Пусть АВМ будеть данный треугольшикъ, 40—=3 АВ и 
АСТОМ параллелограмъ, вписанный въ треугольникъ. Цуеть АКЕС будетъ 
другой, вписанный въ треугольникъ, параллелограмъь; я говорю, что 
А0> АЕ. : 


Фиг. 259. 


А с х В 


Построимъ нараллелограмь АЁ и продолжимь стороны @Ё и КР 
ю ветрёчи со сторонами параллелограма АЕ въ точкахъь Ни Ё. 

Такъ какь АСЫ—СВ, то АД=СЕ и 40—СН (кн. 1, пред. 36), но 
параллелограмы ОР и РЕ суть хополнешя парахлелограмовъ ОЁ и КИ, 
с®довательно СЕ-=ЕЕ (вн. 1, пред. 43), откуда месь параллелограмъ 
АРтномону ЁВС. Но ‘параллелограмь СЕ>тномона СВО, ся®довательно 
парахжезограмь АР==СЕ>АР. Точно также можно показать, что парал- 
леюграмъ АД больше какого угодно другаго параллелограма, вписвинаго въ 
треугольник АМВ. 

Примеч. 19. Это предложене выражено Езилидомъ въ другой форм, но содержа- 
ме предложенная тоже. 

Предложен 28. Двиную прямую линию разхалить на таюмя  дьЁ 
части, чтобы изъ двухъ параллелограмовъ, одинаковой высоты, построен- 
ныхь на нихъ, одинъ былъ равенъ данному многоугольнииу, а другой по- 
хобень данному параллелограму (фиг. 253)? 

Фьшене. Пусть АВ будетъ данивя прямаз, ЮО даниый варалдело- 
трамь и С данный многоугольникъ, который ие болыле  паралхелограма 
подобваго ), построеннаго на половинз АВ. 

Раздузимь прямую АВ въ точЕВ Е пополамъ м на ЕВ построимъ 
‘ин. 6, пред 18) паразлелограмь ЕВЁЕС подобный и подобно располо- 
женный параллелограму Ш. Дополнимъ его параллелограмомь 4С. Парал- 
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лелогрмъ АС будеть или равенъ С, или больше его. Если А@=С, то 
задача и р®шена, т. е. искомая точка ва прямой АВ будеть Е. 


Фиг. 253. 


АЕ 


Но если параллелограмь АС’ не равенъ С, то НЕ будеть больше 
С, и кань НЕ=СВ, тон @В>С 


Построимъ (вн. 6, пред. 25) параллелограхъ ЮМ, равный избытку параз- 
лелограма СВ нвлдъ С, при томъ подобный и подобно расположенный Ш). Но 
варахлеюграмь Г) подобень СВ, слВдовательно КМ будеть подобенъ 
(кн. 6, пред. 21) @В. Цусть прямая КЁ будеть сторона, соотв®тствеи- 
ная сторон Е@, а СМ сторона, соотв®тетвеивая СР. 


Но такъ какъ параллелограхь @В равенъ сухмё Си КМ, то 
@В>КМ, сл8ховательно прямая Е@>КЁ и ВЕ>ЁМ. Возьмемъ 
Х@=КТ, и 60—=ГМ построимъ нараллелограмь Х@ОР. Очевидно парал- 
лелограмъ СР равенъ н подобенъ КМ, но КМ подобень СВ, сл8хова- 
тельно (Р иодобень @В, по этой причинф (кн. 6, пред. 26) ихъ даго- 
нали составляюгь одну прямую линю. Пусть эта дагональ будеть (РБ, 
если продолжимь ХР я ОР, то пусть онВ встрётятъ стороны АН, ВЕ и 
АВ въ точкахъь 1) Ви б. 

Такъ какъ ЯОВ=С--КМ и СВР=КМ, то гномонь ОВЕ=С и какь 
ОВ=ХхХЯ (Ен. 1, пред. 43), то, прибавляя по РВ, найдемъ, что ОВ=ХВ. 
Но ХВ-==ТЕ, такъ какь АЕ=ЕВ, сл»довательно 7Е==ОВ. Прибавляя 
(кн. 1, акс. 1) по Х8, найдемъ что 15 будетъ равенъ цВлому гномону 
ОВЕ, по мы показали выше, что тномонъ ОВЕ==(, сяфдовательно я 
18—=0С. Откуда вядимъ, что прямая АВ въ точкВ 5 раздЪлена на тре- 
буемыя двЁ части. 


=—двы— ыы Эрьн=га..:е. г  .—ыыые—ыыы=ы<—-——=——. 
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Примьч. 80. Объ этомъ предложен надобно стазаль тоже, Фо скззано въ, 19 при- 
ифчашн. ^ 
. р 


Всзвдстйе предъидущаго предложеня, данный многоугольникь не должень быть 
больше нодобнаго паралхелограма, постровниато на половин даниой прямой. 


Предложене 99. Продолжить данную прямую такъ, чтобы на цВлой 
прямой съ продолжешемъ и на продолженной части можно было построить 
два параллелограма равной высоты, изъ коихъ одинъ былъ бы равенъ данному 
увогоугольнику, &`дхругой подобенъ данному параллелограму (фиг. 254)? 

Доказат. Пусть АВ будетъ данная прямая, С даниый многоугодь- 
никъ и О данный параллелограмъ. РаздВлимъ прямую АВ в точ Е 
пополамъ и на ЕВ построимъ пареллелогранъ, подобный и подобно .рас- 
положениый паралхелограму Л) (ки. 6, пред. 18). Построимъ (кн. 6, пред. 25) 
параллелограмь @Н, равный сумм фигурь ЕВ и С и подобный Ш, парал- 
зелограмъ СН будеть подобень ЕВ (кн, 6, цред. 21). 


Фиг. 254. 


` 


Пусть КИ и НЕ будуть сторовы, соотв тетвениыя стороначъ Я и 
ЕЕ. Такъ какъ параллелограмь СН больше параллелограма ЕВ, то пря- 
наз КН будетъ больше РЕГ, а НЕ больше ЕЕ. Продолжимь ЕЁ и ЕЁ, 
лаемь ЕХМ=КН, а ЕЕМ=НЕ и пострениъ параллелограмь ММ. 
Паразлелограиь ММ разенъ и подобенъ СН, но @Н подобедъ ЕВ, ‹л%- 
довательно (ки. 6, пред. 20) параллелограмы ЕВ и ММ имвють общую 
лагональ. Проведемъь эту ДМагональ и дополнимъ фигуру- 

Такъ какь @Н-=ЕЁ-НО и @Н=ММ, то и ММЫ=ЕГ-+О. Отнимал 
по ЕЁ мы найлемъ, что гномонъ ЁХМ=О. Но пряман АЕ-=ЕВ, сЖло- 
вательно и параллелограмь А ММВ, т. е. АМ-=ГО (вн. 1, пред. 43). Ири- 
бавляя по ЕХ ‘получимь, что АХ=ГХМ, во пюмвь СФХМ=С, 


сяЪдовательню АХ—0. Откуда видниъ, что некомое продохшеще прямой 
АВ есть ВО. 


Иримич. 21. Тоже заизчаше, что и 19. 


Предложене 90. Разхалить данную пряную въ крайнемъ и среднемъ 
отнотетши (фиг. 255)? 


Реышене. Построниь на даННОй прямой АВ квадрать ВС (ки. %, 
пред. 46), в иа продолженной прямой АС построимъ цараллелограмъ СС, 
равный кзахрету ВС ы ирвхомъ такъ, чтобы парелделогриь АС быль 
нодобеть владрату ВС (кн. 6, пред. 29). 


Е 
ху = 
ла У ук 
я - У. 34 Фиг. 255. 
х= ЕЯ" г с 
р т“ 
А 
с к 2 


Такъ какъ ВС есть квадратъ, то похдебиый ему параллелограмь 4@ 
есть также квадратъь. По построейю ВС=С@, отнимая по СН вайдемъ 
(ин, 1, акс. 3) КВ-=АС. Но КВ и АС суть равноугольные параллело- 
грамы, слВдовательно (кн. 6, пред. 14) стороны, ваключающ]я равные углы, 
обратно пропориовадьны, т. е. мы имфемъ: 

КН: НС=АН: НВ 
ве 
ИН-=АС=АВ и НО—=АН, | 


стАдовательно: - 
АБ: АН=АН: НВ. 


Но 4В>АН, сл®дователью АН>НВ, откуда видимъ, что прямая 
АВ въ точкВ Н разл№лена въ крафнемъ и среднежь отношеши (кн. 6, 
олред. 3). 

Предлостемев 31. Въ ирамоутольномъ треугольникЪ, какая нибудь фи- 
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———--- 


во раеп ‚ построениыхъ на катетакъ (фиг. 966). 

Доказат. Нусть 'АВО будетъ прямоугольний треугольнихъ, м® ко- 
торомъ уголъ ВАС прямой. Я говорю, что фигура, постровиная на ВС, бу- 
деть ранна сунм» фигурь, построенныкь ша АВ и ИС, подобеыкь и во- 
добно расположенныхь фигурв, построенной на ВС. 


Фиг. 256. 


А 


Изъ точки А опустимъ на гивотенузу нерпендикуляръ АГ (ан. 1, 
пред. 12), то треугольники АВД и АДС будутъ подобны цЪлому АВС и 


подобны между собою (кн. 6, пред. 8). Изъ подобя треугольниковь АВС 
* АВДО мы имЗемъ: 


ВО: ВАЗ: ВБ. 

Такъь какъ тра зяши ВС, 48, В) проморщовальны, 19 (ам. 6, 
прех. 20, схзд.) первая будетъь такъ относйтьея и® Уретьей, камь фиРура, 
30строёниая йа первой, относится къ подобной и подобно рысположенаой 
фттрВ, построенной на второй, т. е. 

ВС: В)=фиг. на ВО:фиг. на АВ. 
По той же причин*: 
ВС: ПО=фиг. на ВС: фиг. на АС. 

Откуда (кн. 5, пред. 24): 

ВС: Вр+РО=фит. на ВС: фиг. ва АЗ--фтг. на #0 
но ВС=-ВО-Н-ОС, слфдовательно: 
фиг. на ВО-фиг. на АВ фиг. на АС. 


Предложеще 39. Еслн дв стороны одного треугольника пропорцо- 
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надьиы Квум/` стеронамъ друзаго.треугельника и еези ихь вершины. такъ 
соединены въ одной УоЗЕЪ, что соотв®тственныя стороны параллельны, . 
то:обтальныя стороны будуть составлять одну прямую линшю (фиг. 257). 
Доказат. Пусть два треугольняка АВС и.ОСЕ имзють общую вер- 
шину С и стороны ВА и АС пропоршонельны сторонамъ СО и РЕ, т.е. 


ВА: АС—=СО: ФЕ 


и ВА|] СО, в АС ОЕ. Я говорю, что прямыя ВС и СЕ составляютъ 
одну прямую линю ВЕ. 
Фиг. 251. 
: д 
А Г. 


$ Е 


Такъ какъ ВА || СО, то СВАС—=ДАСЛ (вн. 1, пред. 29); по той 
же причин8 ССРЕ=ДАСО, слВдовательно С ВАС=ХСОЕ. Но въ 
треугольникахь АВС и РСЕ ДА= Г и эти углы, по условю, заклю- 
чены между пропоршональными сторонами, сл2$Здовательно треугольники 
будуть равноугольны (кн. 6, пред. 6), откуда ДАВС=ХОСЕ. Но мы 
также показали чт0 ДАСР=Х ВАС, сл№довательно цВхый уголъ 
ДАСЕ= Е АВС+ (ВАС; прибавляя же по углу АСВ, найдемъ, что: 


ДАСЕ+ Д АСВ= [ ВАС+ ДАСВ+-ДАВС. 
Но 
И ВАС-- { АСВ-- { АВС, 
ел довательно и 
ДАСЕ--  АСВ—9а, 


а потому (вн. 1, пред. 24) прямыя ВС и СЕ состявляютъ одну прямую 
диню. 

Прммьч. 22. Это предложене нитдЁ не прилагаетсдл и кромё того ово ме точно. 
Въ самомъ дБлф, продолжимъ сторону ЕЛ такъ, чтобы продолжеше ДЕ было разно ЕР 
и соедивимъ Е съ С. Полученный треугольникь СПЕ’ удовлетворяеть предловешю Ев- 
ана ТОЧНО ТЗЕЪ же, какъ и треугольннеъ ОЕ, но СЕ и СВ не состазажютъ одной пра- 
мой лини. Чтобы прекложене было точно, необходимо прибавить, что оскован!и холжны де- 
жать ва соотефтственныхь оторовах» обвихь параллельныхь. Освоващя СЁ и СВ не лежать 
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на соотв\тетвонныхь сторонахь вараллельныхь АВ и СР, ноэтому треугольвакь ОДЕ не 
удовлетворяеть услошю и должен быть выключен. 


Предложене 33. Въ двухъ равнывь кругахъ, или въ одномъ круг 
углы, имВющще вершины свои на окружностяхъ или въ центрахъ, имВютъ 
между собою такое же отношеше, какъ и стятиваемыя ими дуги: тоже от- 
ношеше имВютъ между собою и секторы. . 

Доказат. 1) Пусть въ равныхь кругахъ, АВС и РЕЕ, будуть углы 
ВСС и ЕНЕ, виЪюще вершины въ центрахь @ и Н, и углы ВАС и 
ЕБЕ углы, виЪюние свои вершины на окружностяхъ (фиг. 258). Я го- 
ворю, что: 

дуг. ВС: дуг. ЕР { В@С: ДЕНЕ 


Д ВАС: ДЕШЕ—сек.ВОС: сек.ЕНЕ. 
Фиг. 958. 


М 
К #4 
В 75 Е Г 
Возьменъ какое угодно число лугь КС, ЕГ,... равныхъ дуг ВС 
и также точно возьмемъ сколько угодно лугь ЕМ, ММ,... равныхъ дуг 
ЕЕ и проведемъ прямыя СК, @Г,... НМ, НМ,... Такъ какъ дуги 
ВС, СК, КГ равны межлу собою, то и углы В@С, ССК, К@Г также 
равны между собою (кн. 3, пред. 27), схВдовательно какой кратности дуга, 
ТВ куги ВС, такой кратности уголь ВСГ будеть угла ВСС; по той же 
причин дуга МЕ будетъ такой же кратности дуги ЕЁ, какой кратно- 


сти уголь ЕНМ угла ЕНЕ. И если дуга ВЁ = дуги ЕМ,то Д ВСЕ 2 ДЕНМ, 


слВдовательно (вн. 5, опред. 5): 


хуг.ВС: дуг. ЕЕ= ВСС: ( ЕНЕ. 
Но углы ВСС и ЕНЕ вдвое больше угловъ ВАС и ЕШЕ (кн. 3, | 
пред. 20), слёдовательно (кн. 5, пред. 15): 


Е ВЕС: ЕНЕ- Д ВАС: ХЕБЕ, 


откуда: 
дуг. ВО: дуг. ЕЕ-== Д ВАС: СЕБЕ. 
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2) Я говорю еще, что: 
дуг. ВС: дуг. ЕЕ-=сек.ВСС: сек.ЕНЕ. 
Соединимь В съ Сн С сь К и возьмемъ на дугахъ ВС и СК точки 
Х и О, щюведемъ хорды ВХ, ХС, 00, ОК (фиг. 259). 
Фиг. 259. 


хе 0 


Тавъ какъ въ треугольникахь ВСС и ССК сторона @С общая, 
СВ=ВЕ (кн. 1, опред. 15) и ДВ60=ИССК. т ЛВбС=довкК 
(кв. 1, пред. 26). Изъ равенства треугольниковъ мы имФемъ хорх.ВС— 
—=хорд.СК, слВдовательно (кн. 3. пред. 28) дуг.ВС==дуг.СК. Такъ вакъ 
дуги ВС и СК равны, то и дуги, дополняюния ихъ до цёлой окружноетн. 
будутъ тавже равны, слёдовательно0 ДВХС=ХСОК (кн. 3, пред. 27) н 
сегменть ВХС подобенъ сегмеиту СОК (кн. 3, опред. 2); но эти сегмен- 
ты лежать на равныхъ хордахь ВО и СК, сл довательно (ки. 3, пред. 24) 
сег.ВХО=еег.СОК; но треугольники ВСС и С@К равны, слВховательно н 


сек. Ва С=сек.С@К. 
По той же причин: 
сек. КС.Г—сек.ССК, 


сх»довательно секторы ВСС, ОВК, КСГ равны между. собою. Точно 
также и секторы НЕЕ, НЕМ, НММ равны между собою. Слфдовательно 
какой кратностн дуга ЗС дуги ВС, такой кратности будетъ севторъ В@Г 
сектора ВСС; по той же причин®, какой кратности дуга №Ё дуги ЕЕ 
такой же будетъ кратности секторь ЕНМ секторь ВЕНЕ. Откуда видимъ, 
что если: 

дуг.ВТ, = дуг. ЕМ, 


сек.ВСГ = сек. НМ 
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слВдовательно (кн. 5, опред. 5): 
дуг.ВС: дуг. ЕЕ=сек, ВОС: сек. ЕНЕ. 


Иримюч. 2:3. Настоящее предложене можно доказать еще нз основави опрехвленя 
прогорцюнальности, изложеннаго въ примёчан!и 5, книги 5. 

Пусть данные два угла будуть АОВ и ЛОС (фиг. 260), изъ общей вхъ вершивы О, 
загъ изъ центра, произвольнымъь рамусомъ опишемъ дугу АСВ, раздёлимъ дугу, напрам ръ, 


Фиг. 260. 
В 


с 


0 = А 
АС, на произвольное число п разныхь частей и точея дёлешя соединимъ съ центромь О 
прямими ханями, (кн. 3, пред. 27) уголь АОС разхБлится также иа я равныхь частей. 


Есаи теперь возьмемъ одно изъ ден дугн АС и будемъ его измфчать отъ точки 
Г дугё ВС, то вообще мы вайдемъ такое число т, что: 


— = дуг. 4 < дуг. АВ ыы 1 уг. АС. 
Очевидно что мы будемь также нифть: 
"(406 < ГАО < и. ХАОС. 


Тахъ какъ эти неравенства существують при кахомъ угодно числ м, то мы имфемъ 
(из. 5, прим. 4). 


дуг. АВ : дуг.АС-- / АОВ: / АОС. 


те. ияра душ АВ, кода дум АС принята за единицу, равна мирь ума АОВ, кода 
043 АОС тринять за единицу. Поэтону часто говорять неправильно; что уголь АОВ 
изифрается дугою ЛВ, выфето того чтобы сказать, что дуга АВ и уголь АОВ виъють. 
одну мфу. 

Въ доказательствв этого предложеня уголь ВОГ можеть быть какимъ угодно крат- 
мышь угла ВОС (фиг. 259), слЬковательно можеть быть больше, на сколько угодно, пря- 
маго угла. Судовательно здВеь неявно, Евкзидь оставялетъь ограничене, что раэсиатри- 
заемые въ Геометри углы всегда меньше хвухъ прямыхъ. 

С18дующя три предложен прибавлены Симсономъ, изъ нихь третье, самое важное, 
ктИчшется У Птбломея въ Мг. : Хрутойк. 

| Предлож. а. Есян въ треугольник одинъ изъ угловъ раздёлень пополамъь в про- 
хужамъ развнохёаящую до встрЬчи съ противулехащей стороной, то ирямоугольникъ, по- 
строенвий изь сторонъ взятаго угла, бухеть равенъ ирямоугольнику, ностроенному изъ от- 
Уюжовь освовашя выфст® съ ьвадратомь, ностроеннымь ша равнодёлящей уголъ (фат. 261). 
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Докизит. Пусть АВС будеть треугольникъ, коего уголь ВАС разазленъ прямо» 
АТ) ноноламъ. Я говорю, что прямоугольниеъ, ностроенный изъ сторонъ АВ и АС, ра- 
‚венъ праноугольнику изъ отрёзковь ВД и ПС съ квадратомъ, построеннымъ на АД, т. е.: 


АВ. АС—ВО.РС+ЦАр. 


Фиг. 261. 


СО | 


в 


Около даннаго треугольника АВС опашемъ кругъ (кн. 4, пред. 5) в продозжимъ 
равиолёаящую АД до встрьчи съ окружностью въ точёё Е, соединииъ С съ Е. 

Такъ какь /ВА)--/САЕн ГАВО-ЬГАЕС (кв. 3, пред. 21), то треугольники 
АВЛ в АЕС равноугольны, сядовалельно (кн. 6, ирех. 4): 


ВА: 41)--ЕА: АС, 


& сафдовательно нрамоугольникь изъ АВ н АС разенъь прамоугольнику изъ АО и ЕА 
(кн. 6, пред. 16), т. е 
АВ. АС--АР.АЕ, 
Ндн 
АВ.АС-ДЕ. А+, 1 АБ, 
но (кн. 3, пред. 35): 
РЕ. Ар—=ВО. ОС, 
сявдовательно: 
аВ. АСВ. ВС+ ЦАП. 


Предлюж. 6. Если изъ вершины кахого нибудь угла треугольника онустимъ пертен- 
дикуляръ на противулежащую сторону, то прямоугольникъ изъ сторонъ изятаго угла бу- 
деть равенъ прямоугозьнику изъ перпендикулара и Деметра круга, описаннаго около тре- 
угольника (фиг. 262): 


Доказать. Пусть изъ вершины угла ВАС треугольника АВС опущенъ перпендику- 
лнръ АД на сторону ВС. Я говорю, что: 


АВ. АС-АШ. АЕ. 


"Тамъ какъ прямой уюль ВОА--/КСА (кн. 3, пред. 81). АЕ есть даметрь, в 
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_ АВР— Г АЕС, какь вписанные въ одивъ н тоть же сегненть, то треугольнакв ав 
ы АЕС разпоугольны, в если разноугольшы, то (кн. 6, нред. 4): 


Фиг. 262. 


АВ: АТ=АЕ: АС, 
откуда: 
АВ. АС-. АО. АЕ. 

Предлож. с. Если, кзкой нибудь, четыреугольникь виисанъ въ кругъ, то пряно- 
угозьныкъ изъ диагоналей разенъ сумиВ прямоугольниковь изъ противулежащихь сторонъ 
(фиг. 263). 

Доказат. Пусть АВСГ) ввнсанный въ кругь четыреугольнияь, проведекь дагомали 
АС и ВХ. Я говорю, что: 


‹ 
:! 


АС. ВП-АШ. ВО+АВ. ПС. 


Фиг. 263. 
и: 


р 


Построниь (АВЕ=/ЛВС (ив. 1, пред. 23) и отнимемь по уму ЕВГ, то 
(кн. 1, акс. 2] /АВЬ=/ ЕВС; но угоь ВОА—/ ВСЕ (ив. 3, пред. 21), слФдовательно 
треугольники АВЛ н ВСЕ равноугольны, а если этн треугольники равноугольны, то: 


ВО: АБ--ВС:СЕ, 
откуда  врям. ВД. СЕ-ирам. АД.БВБС (кв. 6, пред. 16). Уголь АВЕ= /ШОВС 


и /ИВАЕ=И ВПС (вы. 3, пред. 21), схвдозалельно треугольники АВЕ и ВСШ равио- 
угольны, & есзи онн раввоугольны, то (кн. 6, пред. 4): 
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ВЛ: рО=ВА: АЕ 
откуда: 
прян.ВА. ОС-=прам.ВО. АЕ. 
Но мы доказали, что пран. ВС. АД—прам.ВД. СЕ, сядовательно: 
пран.ВС. АД-+ирян.ВА . ОС—пряы.ВД . СЕ-+-пран.ВО. АЕ 


прам.ВО . АС-—прам.ВС. Ар-+прам. ВА. РС. 


ПРИБАВЛЕНИЯ. 
1. Ошкогоугольника хх. 


Евклиль въ четвертой книгВ показаль какъ построить правильные 
многоугольники въ круг трехъ, четырехъ, пяти, шести и пятнадцати сто- 
роиъ, а мы въ шестомъ примфчанн, той же книги, зам тили, что СЪ по- 
мощью построен, данныхъ Евклидомтъ, можно легко построить правиль- 
ные многоугольники въ круг} 8, 10, 19, 16, 20, 24, 30,.... сторовъ. 
Въ настонщемъ прибавлени я изхожу подробнЪе свойства многоугольни- 
ковъ, которыя намъ послужатъ основашемъ изложеня той части плоской 
геометрии, которая не находится у Евклида, именно: разыскане числовой 
зависимости между радлусомъ и окружностью, между радлусомъ и площадью 
круга, задача извзстная въ геометрии подъ именемъ квадритурмы круш. . 

Пусть А,, 4,, А,,.., А» будуть т точекъ, расположенныхъ, въ 
какомъ угодно порядЕВ, на плоскости. 

Многоугольникомъ вообще иазывають фигуру, образованную непре- 
рывныяъ рядомъ прямыхъь 4,4, 4,А,, А,4.,.., съ усломемъ, чтобы 
фигура была замкнутая, т. е. чтобы посхЁдняя прямая была АА, . 


Жь каждой изъ точекъь А, въ такой фигурЪ, примыкаютъ дв пря- 
мыя, которыя образуютъ въ этой точк® два угла, коихъ сумма равна 44. 
Какъ одни такъ и друпе, изъ этихъ угловъ, принадлежать миогоугольнику, 
но каве эн», изъ этихъ 297 угловъ, считать за углы даннаго многоуголь- 
ника, это, подъ извзетнымъ услошемъ, остается совершенно произволь- 
НымЪ. 


Вотъ какъ опредёхляются т8 углы, которые принимаются за углы 
многоугольника. 
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Возьмемъ, напримръ, многоугольникъь 4,4,А,А, А, А.А, (фиг. 264), 
нродолжимъ одну изъ его сторонъ, наприм$ръ, 4,4, ‚ такъ чтобы продолжеше 


Фиг. 264. 


м 
} 
‘ 
\ 


.й. 


Аз 
\ 


У 


А.В было равно всему периметру многоугольника. Станемъ на прямой А.В 
лицемъ къ стрЁльВ и вообразимъ, что правая сторона прямой А,В окра- 
шена бЪлой краской, а лЪвая черной. Переломимъ прямую А.В въ точк® 
А, и наклонимъ ее такъ, чтобы они прошли чрезъ точку А,, переломимъ 
ВЪ ТОЧЕЗ А, и наклонимъ такъ чтобы она прошла чрезъ точку А, и бу- 
демъ продолжать подобныиъ образомъ до тёхъ поръ, пока не замкнется 
многоугольникъ въ точкё 4,. Этимъ способомъ мы отдфляемъ одну поло- 
вину угловъ многоугольника отъ другой: одна изъ нихъ заключена между 
бЪлыми частями поломанной прямой А,В, а другая между черными. Какт, 
ТВ, такъ и друпе суть углы многоугольника, но этимъ пменемъ будемъ 
называть только ту половину изъ 2т угловъ, которой сумма будетъ мень- 
ше. Если сумму этихъ угловъ назовемъ чрезъ &, то сумма другой поло- 
вины будетъ очевидно 4лид—. 

Выпуклымь мноюуюльникомь называюлт, такой, периметръь котораго 
прямая, проведенная въ произвольномъ направлении, не можеть пересчь 
боже вакъ въ двухъ точкахъ. Но тзкое опредвхеше во первыхъ ие точно, 
& во 2-хъ тёмъ неудобно, что требуетъ безчисленнаго числа пробъ, по- 
этому дали другое, именно: выпуклымъ многоугольникомъ называется та- 
кой, въ которомъ нётъ ии одного угла, въ выше сказанномъ смысл», 
больше 24, т. е. въ которомъ ис углы вознуты (кн. 1, прим. 5). 
| Въ такомъ  многоугольникВ прямая А,В, ломаясь въ точкахъ А,, 
А,, А,,.. наклоняется всегда въ одну сторову не возвращаясь назадъ, 
такъ что если чрезъ произвольно взятую точку О на плоскости будемъ 
проводить параллельныя тёмъ направленямъ, которыя принимаеть прямая 
А,В, ломаясь, то углы, которые они составляютъ съ первоначальным на- 
правленемтъ, постоянно возрастаютъ. 
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 ТЕКОВЫ я МНОГОУГОЛЬНИЕИ (фиг. 265). 
Фиг. 265. 


Относительно перваго многоугольника прямая около точки О, при- 
нимая направлеюя параллельныя сторонамъ многоугольника, сдфлаетъ 
одинъ полный оборотъ, а относительно двухь другихъ многоугольниковъ 
она сдВлаеть два полныхь оборота, слёдовательно, въ первомъ случаз, 
сдфлаеть угохь въ 44, а во второмъ. она сдЪлаеть угожь въ 84. 

Изь фигуръ втораго и третьяго многоугольника мы видимъ, что пря- 
мая можеть пересВчь ихъ периметрь боле чЁмъ въ двухь точкахь, & 
сл8довательно, по первому опредЗленю, они не были бы вылуклые. 


Напротивъ многоугольникъ (фиг. 264) не будетъ выпуклый, такъ какъ 
онъ неудовлетворяеть условю опредзленя, потому что прямая, ломаясь 
около точекъ 4,, А,, 4,,... въ извоторыхь точкахь, наприм®рь въ 
точБВ 4,, возвращается назадъ. 

Въ выпуклыхъ многоугольникахь тв угды, которые мы назвали выше 
вообще умами мноюуюльника и изъ которыхь каждый меньше 994, мы бу- 
демъ называть внутренними, а остальные внъшними. 

Теперь мы исключительно будемъ заниматься только выпуклыми 
многоугольнихами. 

Предиожене 1. Если въ выпукломъ многоугольник продолжимъ сто- 
роны въ одномъ направлеши, то сумма угловъ, которые эти продолжешя 
образуютъ, съ прилежащими сторонами, рявна 44%, гд® № есть число пох- 
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ныхь оборотовъ, которые сдЗлаеть ирамая, проходящая чрезь какую ни- 
будь точку на илоскости, принимая носд®довательно положешя параллель- 
иыя всёмъ стороиамъ многоугольника (фиг. 266). 

Доказат. Пусть данный выпуклый многоугольникъ будеть А.А,...А,, 


Фиг. 266. 


‚4 


продолжимъ стороны 4,4,, А,А,, А,А,,.. цо направленю стрЁлокъ. 
Я говорю, что сумма виЗшнихь угловь при точкахь А,, 4,, 4,,.. А, 
ревиа 44.2 при двухъ оборотахь и 44.№ при В оборотахз. 

Въ самомъ дВхВ, если чрезъ произвольно взятую точку О въ плос- 
кости многоугольника проведемь прямыя ОВ, ‚ОВ, , ОВ, ‚... ‚ параллельных 
сторонамъ А.А,, А,А,, А,А,,.., то мы будемъ им\ть: 


СА,= С В,ОВ,, 24А,=СВ,ОВ,,.. 


Но прямая ОВ, д®лаеть два (#) полныхъ оборота, когла нозвра- 
щается въ первоначальное положенше, ОВ, , слёдховательно сумма всЪхъ 
угловъ В,ОВ,, В.ОВ,, .. равна 44.2 (44./). 

Теперь легко показать чему равна сумма внутреннихь угловъ во вся- 
комъ выпукломъ многоугольникв. 

Предюжене 2. Во веякомъ выпукломъ многоугольник} сумма ннут- 
реннихь угловъ равна 24 взятымъ столько разъ, сколько стороиъ безъ 
удвоеннаго число полныхъ оборотовъ, которые дфлаеть периметрь много- 
угольника, чтобы возвратиться въ точку исхода. 

Доказат. Пусть данный многоугольникъ будеть имфть т сторонъ и 
пусть периметрь его ддаеть № оборотовъ, чтобы замкнуться. Я говорю, 
что сумма внутреннихь угловъ равна 24(т— 98). 

Вь самомъ двд, въ каждой вершин многоугольника Д.А, .. (ф 266), 
явприи%ръ въ 4,, 24,4,4,+-[4,=99, слфдовательне, при вофхъ 
вершинахь сумма этяхъ утловъ будеть равна 2м4. Если отъ этой суммы 
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отиниемъ сумму урловъ А,, А,, А,, .. которан, макь мы ‘выше види. 
равна 44, то найдемъ, что сои 5, вевхь ваутревиихь угзовъ миого- 
угольника будеть раза. 


8 =94 (т— 21). 


Сльдстве 1. Тавъ хакъ въ каждой вершин многоугольника сумма 
угловъ равна 44, а при незхь вершииахъ эта сумма будеть 41, то отии- 
мая отъ этой суимы сумму 5, виутренкихь угловъ многоугольшика, тюду- 
чимъ сумму 8, энфшиахь угловъ многоугольника: 


8,24 (т-+-2»). 


Слъьдстве 2. Если #—1, т. е. если периметръ выпуклего многоуголь- 
ника состоитъ изъ одного оборота, то мы получимъ извЁстныя выражен 
для 5. и 5,: 


5,=94 (»—7), 5,—=28 (т-+2). 
Слъдетае 3. Если въ выраженв: 
5,=78 (и—3%) 


т—2/—1, слВховательно число сторонъ будетъ #*=—24-+1, то 5,=94, т. е. 
въ многоугольникахь съ нечетнымъ числомъ сторовъ 2№-+1, гдё А есть 
число оборотовъ периметра миогоугольника, сумма внутреннихь угловъ 
равна 24. Изъ этого видимъ, что не въ одномъ треугольник сумиа внут- 
реннихъ угловъ равна 24, она равиа 24 н во веёхъ миогоугольникахь съ 
иечетнымъ числомъ сторонъ, подученныхъ, полагая въ выражени #*=9/-+1, 
1—1, 2,3, 4,... 

Если А-1, то имземъ треугольникъ. 

Если —2, то мы имемъ пятиугольникъ, коего периметръ дЪлаеть 
два оборота. 

Если А—3, то мы имЗемъ семиугольникъ, коего периметръ д®лаетъ 
три оборота н т. д. 


Сллъдетве 4. Если въ выражен!и: 
8,—=24 (и—@1) 


т—2^—2, сялВховательно число стороиъ будетъ м-2--2, то 5,=44. Изъ 
этого видимъ, что не въ одномъ четыреугольнихВ сумма внутреннихь уг- 
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ловъ равна 44, она равна 44 и во всёкъ многоугольникахь съ четнымъ 
чиеломъ стороиъ, полученныхь, полагая А—1, 2, 3, 4... 

Если В=1, то мы имфемф четыреугольниЕъ. 

Если В==2, то имемъ шестиугольникъ, коего периметръ дёлаетъ два 
оборота ит. д. 

Смьдетве 5. Изъ выражешя 8,—=94 (т—2}) легко видЪть что есть 
только два рода выпуклыхъ пятиугольниковъ. Во везхъ паятиугольникахъ 
перваго рода сумма внутреннихь угловъ равна 64, периметрь ихъ дВлаеть 
одинъ обороть, а во всЁхЪ пятиугольникахь втораго рода сумма внутрен- 
нихь угловъ равна 24, периметрь ихъ дфлаеть два оборота (фиг. 367). 

Фиг. 261. 


(оу 


Изь того же выражешя видно, что есть три рода семиугольниковъ: 
къ первому роду принадлежать тав!е, вь которыхъ сумма 5,==104, ихь пе- 
риметръ дёлаетъ одинъ оборотъ, ко второму принадлежать таве, въ кото- 
рыхъ 5,—64, ихь периметрь дЁлаетъ два оборота, наконець къ третьему 
роду принадлежать таке, въ которыхъ 5,—24, ихъ периметрь д»№лаетъ 


три оборота (фиг. 268). 
Фиг, 268. 


а 


Деватиугольниковъ есть четыре рода (фиг. 269): 
1-й родь, 5,=144, число оборотовъ #=1 
2 „ 5,=104, з » №=2 
3 „ = 64, „ ь 1—3 
4й „ 5,= 84, 
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Фиг. 269. 


Вообще если число т есть нечетное, то давая числу й веВ значеня 
т—1 


от 1 до включительно, получимъ всё роды многоугольниковъ, имВю- 


Легко видфть, что есть пять родовъ одиннадцатиугольниховъ и т. д. 
х м1 
| щихъ т сторонъ, слдовательно такихъь родовъ есть в 
Четыреугольниковъ есть только одинъ родъ, въ нихь 5, —49. 
Шестиугольниковъ есть два рода (фиг. 270): у. 
1-й родъ, &,=84, число оборотовъ #=1, 

2-й о 9—4, › ь 1—9. 


Фиг. 370. 


СУ. 


Восьмиугольниковь есть три рода (фиг. 271): 
` 1-й родь, 8,=194, число оборотовъ А—=1, 
2 „ &= 84 „ в 1—2 


о 


УТ8 


Если т есть число четное, т0- давая числу й вс значешя оть 1 до 
"—2 


—5- включительно мы пелучимъ всё роды многоугольниковь, имфющихь 


т стороиъ, слЁховательно такихъ родовъ есть "8. 


П. Правальные илогоугольники. 


Между выпувлыми многоугольниками особеннаго внииашя заслужи- 
ваютъ правильные, которыми мы теперь и займемся. 

Пусть окружность круга будеть разд®лена на жз равныхь частей. 
Начиная съ какой нибудь точки дёлен1я, поставииъ, послВдовательно, на 
точкахь дз®ня, нумера 1, 2, 3,4,..,т. Если проведемъь между послВ- 
довательными точками дфлеши прамыя, т. е. соединимь 1 съ 2, 2 съ 
3, 3 съ 4, и т. д. то получимъ первый выпуклый т стороный  правиль- 
ный многоуподльнияъ. 

Возниемъ теперь, какое нибудь число № меньше оть т и взавино- 
простое съ нимжь. Начиная съ точки 1 соединимъ, послёдовательно по № 
т-хъ частей окружнести хордами. Такъ какъ й есть число взаимно простое 
съ, т. е. ие имзеть съ нимъ общей м%ры, то возвратиться въ точку 
исхода 1, не иначе возможно, какъ только пройдя чрезь всё т точекъ. 
Такимъ образомъ образуется правильный, также выпуклый миогоугольникъ, 
низющЙ т сторонъ и т угловъ: 1,2, 3,.., т. Очевидно, что это бу- 
деть тоть-же самый многоугольникъ, который мы построимъ, если будемъ 
соединять хордами по т—й ж-хь чаотей окружности. Точно также если 
возьмемтъ, какое нибудь, другое число 9<т и взаимно простое съ нимъ 
то, соединяя по 9 т-хъ частей окружностн построимъ другой правильный 
многоугольнякъ, имВющ зн сторонъ и ж угловъ 1, 9, 83,.., 7. Соедя- 
ная по #—9 т-хь частей окружности, построимъ тотъ-же многоугольникъ 
ит к : 

Изъ этого видно, что можло построать столько правильныхь много- 
угольниковь, нмВюЮщхь т сторонъ, сколько ель чисежь меньшихь числа 
т и взаимно-простыхь съ нимъ. Но такъ каж многоугожьникъ, построен- 
ный, соединяя по й и-хь частей окружщости, есть Въ трже время и много- 
угольникъ построенный, соединад по ж-—й т-хъ частей окружности, то 
ся®довательно можно построить правильныхь многоугольниковъ столько, 


т—1 
сколько есть чисеть взаимно-проетыхь съ т отъ 0 до т 


Если т есть число простое, то число правильвыхь  многоугольни- 


ковъ, нибющихь т сторовъ очевидно, будеть "— ? 


Мы выше вихЪзх, что чиело родовъ многоугольниковь  выпуклыхъ, 
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ниЪющикь т еторомь воть ии *— 1 или "2, смотря нотому будеть-ды 


2 2 
число т вечетное или четное. 


Празильныхь же выпуклыхь многоугольниховъ, бы № сто- 
роиъ, будетъ столько родовъ, сколько есть чисель въ раду 1 2, 3 
т—1 


2 взаимно-простыхъь съ т. 


Изъ врего сказаннаго выше видимъ, что правильныхь треугольнихрвъ 


есть одииъ. Въ немъ сумма угловъ равна 29. | 
Правильныхь пятиугольниковь есть ира, такь каАКЪ ВЪ этомЪ случаз, 
т—1 ' 
число —2_ =. 


Первый правильный пятиугольникъ получится когда, резхвливъ ок- 
ружность на пять равныхь частей, мы соединимъ нумера 1 съ 2, 2 съ 3, 
3 съ 4, 4 съби 5 съ 1 (фиг. 272). Это обыкновенный правильный пяти- 
угольникъ, въ которомъ сумма внутреннихь угловъ равна 64. 

Фиг. 219. 
1 


РА з 

Другой правильный пятиугольникь мы получамъ, погда соединимъ 
нумера 1 съ 3, 3 съ 5, 5 еь 2, 2 4 н4 съ 1. Это будеть зеъздный 
пятиулюльникь. Въ немъ периметуь дёлаеть два полныхь оборота, прежде 
ч%иъ онъ возвратится въ точку исхода, слБдовательно въ немъ ^=2, а 
поэтому сумма внутреянихь угловъ равна 24, какъ н въ треугольникь 
(фиг. 273). 

Фиг. 278. 


Ра 


развую - окружности, & во второмъь она стягиваеть ; двухь ©к- 
ружностей. 

Иравильныхь семиугольниковъ есть три, такъ какъ въ этомт случа, 

т—1 : 
число а =3.: 

Первый правильный семиугольникъ получится, когда, раздёливь ок- 
ружность на семь равныхь частей, сдединимъ нумера 1 съ 23, 2 съ 3, 3 
СЪ 4, 4 съ 65, 5 съ 6, 6 сь Ти Тсь 1. Это обыкновенный правильный 
выпуклый семиугольникъ (фиг. 274). 


Фит. 974. 


Я 


5 + 


Сумма угловъ въ такомъ многоугольник, какъ извёстно изъ фор- 
мулы 24 (п—2), равна 104. 

Второй правильный семиугольникъ получится, когда мы соединимъ ну- 
мера 1 съ 3, 3 съ 5, бе 7, Тсь 2, 2 съ 4, 4 съ 6, беьт (фиг. 275). 


Фиг. 275. 


Периметрь этого многоугольника дёлаеть два оборота, чтобы возвра- 
титься въ точку исхода, слЪдовательно #=2, а поэтому изь выраженшя 
34 ("—2%) мы найдемъ, что сумма внутреннихь угловь будеть равна 64. 
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Третй правильный семмугольникъ, похучимъ, если соединимъ нумера 
1054, 4 съ Т, Теь 3, 3 съ 6, 662, 2 в 5, 5 съ 1. 


Фиг. 976. 


Ра 


5 4 


Периметръ этого семиугольника хзлаетъ три похныхъ оборота, чтобы 
возвратиться въ точку исхода, сл№ховательно, въ этомъ случа #—3, а 
поэму изъ выражешя 24 (т—2й) иайдемъ, что сумма внутрениихь уг- 
зовъ равна 94, какъ и въ треугольник. 

Такъ какъ чиселъ меньышихъ девяти н взаимно простыхь еъ нимъ 
есть 6, то правильныхь девятиугольниковъ будетъ числомъ 8. 

Чиселъ меньшихъь и взаимно-простыхь съ числомь 15 есть 8, сл*- 
довательно правильныхь пятнадцатиугольниковъ есть 4. 

Чегко показать, что между правильиыми многоугольниками съ иечет- 
выУЪ числомъ сторонъ есть всегда такой, въ которомъ сумма виутреинихъ 
уаовъ равна 24, какъ и въ треугольник$. 

Предложене 3. Между правильными многоугольниками съ нечетнымъ 
числомъ сторонъ есть всегда одинъ, въ которомъ сумма угловъ равна 34. 

Доказат. Чтобы сумма угловъ въ многоугольник съ нечетнымъ чис- 
зожъ сторонъ была равна 24, необходимо, чтобы въ выражени 24(т— 2%), 


128 т есть чысло нечетное, »—2}—1. ОпредВлня № изъ этого уравненя, 


т—1 
иайдемъ, что ^—=-—. Но если т есть число нечегное, то легко видфть, 


2 
"— есть число взаимно-простое съ эм, & если "— есть число взаим- 
но-простое съ т, то существуетъь правильный многоугольникъ, имфющ т 
сторонъ и въ коемъ сумма угловъ равна 24. 

СхВдовательно есть правильные многоугольники 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15,.. 
стороиъ, въ которыхъ сумма угловь равна 24. 

Перейдемъ къ многоугольникамъ съ четнымъ чиеломъ сторонъ. 

Во первыхъь замтимъ, что нётъ ни одного правильнаго многоуголь- 
ника съ четнымь числомъ сторонъ, въ которомъ бы сумма угловъ была 
равна 24. Это вмдио изъ формулы 24 (*— 21), въ которой, въ этомъ слу- 
38%, число т—2й есть всегда четное. 


что 


36 
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Изъ формулы 24(м—2}), полагая т—4, мы видимъ, что есть только 
одинъ правильный четыреугольнихъ, такъ какъ й можеть быть только 
равно единиц. Мы видёхи выше, что есть одинъ только родъ четыреу- 
ГольниковЪ и между ними одинъ правильный—это квадрать. Мы вихВли 
ТаЕЖе, что сумма угловь во всякомъ четыреугольникВ равна 44. 

Тавъ какъ чисель меньшихь шести и взаимно-простыхь съ нимъ 
есть два, то слВдуетъ изъ выше сказаннаго, что есть только одинъ пра- 
вильный шестиугольникь, между т®мъ какъ есть Два рода выпуклыхъ 
шестиугольниковъ. Въ одномъ род сумма угловъ равна 44, а въ хругомъ 
эта сумма равна 84, къ этому посхВднему роду принадлежить н правиль- 
ный шестиугольникъ въ которомъ сторона (кн. 4, пред. 15) равна радусу 
описаннаго круга, 

Мы видВли, что выпуклыхь восьмиугольниковъ есть три рода, а такъ 
какъ чисехь меньших восьми и взаимно-простыхь ©ъ нимъ @сть четыре, 
то правильныхь восьмиугольниковь есть только два, въ одномъ обыкновен- 
вомъ, правильномъ восьмиугольникВ сумма угловь равна 124, а въ дру- 
гомъ, звЪзднояъ, который получимъ если соединимъ нумера 1 СЪ 4, 4 сь7, 
1 65 2, 2 65, 5 съ 68, 8 съ 3, Зеъбиб съ 1, сумиа угловь равна 
44, такъ какъ въ немьъ периметръ дфлаетъ три оборота, слЪдовательно 
1—8. 


Фиг. 211. 


Мы видЪли, что выпуклыхъ десятиугольниковъ есть четыре рода, и 
такъ какъ чисель меньшихь десяти и взаимно-простыхь еъь нимъ есть 
четыре, то правильныхь десятиугольниковъ есть всего два. Одинъ обыкно- 
венный, въ которомъ сумма угловь равна 164, и другой звЪздный, въ ко- 
торомъ периметрь дЪлаеть три оборота, слЪдовательно #=3, а поэтому 
сумма угловъ въ этомъ десятиугольникВ равна 84. 

Предложене 4. Между правильными многоугольниками съ четно-чет- 


вымъ числомъ сторонъ есть всегда такой въ которомъ сумма угловъ равна 
34 и это найменьшая сумиа угловъ въ такихъ многоугольникахъ, Въ много- 
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угольникахъ же съ четно-нечетнымь чиеломъ сторовъ найменьшая сумма 
угловъ будеть 84. 


Доказат. Въ самомъ дВлЪ, если число эт есть четно-четное, т. е. 
: 


иметь форму такую 7-2". р, то легко видфть, что 2—1 есть число 
т 

взаимно-простое съ т, слВдовательно, полагая 5 —1, изь фориулы 

24 (*=— 21), найлемъ, что сумма угловъ въ такомъ миогоугольниЕВ равна 44. 


: т 
Если-же число т есть четио-нечетное, то число р — 2 простое, сл - 


И 
довательно, полагая й—= т —2, найдемь, что сумма угловъ въ такихъ 
многоугольникахь равна 84. 


Изъ этого видимъ, что между правильными многоугольниками съ 4, 
8, 12, 16, 20, 24,... стороиами есть всегда родъ въ воторомъ суми8 
угловъ равна 44. 

А между многоугольняками съ 6, 10, 14, 18, 22, 26, ... сторонами 
есть всегда родъ, въ которомъ сумма угловъ равна 84. 

О звВздномъ пятиугольниЕВ упоминается въ первый разь у Боещя, 
но есть данных, по которымъ можно заключить, что окъ быть уже извЪс- 
тенъ Пиевагору. Въ ХШ взк8 Кампанусъ въ своихъ коммеитаряхъ Евклида 
упоминаетъ о немъ. 

Бирхеръ (Киофег) въ своей Агибтоода упоминаетъ о звздномЪ пати- 
угольникВ и разказываеть при какихъ таинственныхь обстоятельствахъ его 
употребляли. Парацельсь, извфстный химикъ ХУТ вЪка смотрЪлъ на звзд- 
НЫЙ патиугольниЕъ, какъ на эмблему здоропья! Только вь ХГУ вВЕЗ гео- 
метрь Брадвардини (Вгайуагш!)® обобщилъ теоршо звёздныхь многоуголь- 
никовъ, распространивъь ее на мнотоугольники съ большимъ числомъ сто- 
ронъ. 

Въ этомъ сочинеши онъ находить, что сумма угловь въ зафадномъ 
патиугольникь, какъ и въ треугольник, равна двумъ прямымъ угламъ и 
мнопя друпя свойства. 

Но истинный творецъ звёздныхь многоугольниковъ есть Розо!, кото- 
рый даль ихъ полную теорю въ мемуарв: Мёшойе зиг 1ез роузопез © 105 
реуё4гез. 

Вотъ все, что можно сказать вообще о многоугольникахъ, остается 
только вычислить стороны нзкоторыхъ правильныхь иногоугольниковъ, впн- 
санныхь въ кругВ и показать числовую зависимость между стороною пра- 
ВИЛЬНАГО многоугольника, ИМВЮЩАГО й сторонЪ и стороною также правиль- 
наго многоугольника, но имВющаго въ двое бохВе сторонъ. 


* Въ сочинеши Сеотента вресшайуа Тьоте Вхадтага шт ,.. Развив. 1496. 
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Ш. Часловыя выражешя для правильныгь иногоугохльниковь трехъ, четырехь, 
пяти, шести, десяти стороиъ, внисанныхь въ круг. 


Евклилъ, въ 4-й ЕниГ%, въ 15 ‘предложени, показаль, что сторона 
правильнаго шестиугольника, воисаннаго въ круг®, равна радусу круга, ко- 
торый мы будемъ обозначать всегда чрезъ я. 

Предложеме 5. Опредзлить сторону правильнаго треугольника, впи- 
саннаго въ круг, коего рамусъ есть т (фиг. 278)? 

Рьшете, Зная, что сторона правильнаго шестиугольника, впясаннаго 
въ круг, равна радлусу круга, легко опредвлить сторону правильнаго 
треугольника, вписаннаго въ вругь. Въ самомъ хёлё, пусть АВС будетъ 
сторона шестяугольника, вписаннаго въ кругь О. Если проведемъ даметръ 
ВОС вн соединямъ точку А съ С, то очевидно, хорда АС и будеть сто- 
рона искомаго треугольника. Такъ какъ уголь ВАС есть прямой (кн. 3, 
пред. 31), то мы имземъ: 

Фиг. 278. 
С 


А о 


ВС*=АВ*+АС’. 


Но АВ—, ВОт, слВдовательно: 
47—=7--АС?, 
откуда: 
АС?—=3”, 
Означая АС чрезъ х, и, извлекая квахратный корень, найдемъ: 
Я У8. 
Предложенще 6. ОпредВлить сторону квадрата, вписаннаго въ кругь? 
Рьшене. Если въ кругЪ вйисанъ квадратъ, то его магональ равна 
даметру круга 27, сл»довательно сторона квадрата, которую  означимъ 


чрезъ х,, будеть: 
я. =туа. 
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Предложеще 7. Опредёлить сторону правильнаго десятиугольника и 
пятнугольника, вписанныхь въ вругъ? 

Рьшене. Въ четвертой книг Евклида (кн. 4, пред. 11) мы вид»ли 
загь построить въ кругВ правильный пятиугольникъ, а въ примВчани 
щестомъ, той же книги, показали какъ построять правильный хесятиуголь- 
нихь и какая зависимость существуеть между стороною десятиугольни- 
ками и ращусомъ круга, въ которомъ онъ внисанъ. Въ упомянутомъ при- 
изчаши мы показали что сторона правильнаго десятиугольника, вписан- 
на въ круг, равна большей части радлуса, раздВленнаго въ крайнемъ и 
‹реднемъ отношевши. СлЗдовательно, если сторону правильнаго многоуголь- 
ника, вписаннаго въ кругЪ, коего радлуеъ есть 7, означимтъ чрезъ х., то 
хы будемъ имЗть: 


т: 0:7 о 


откуда: 
ж-72„—9'=0, {) 
опрехВляя х,,, найдем: 
УБ—1 УБ-ы 
Т,—" 5 и Яд. 


Легко показать, что первое выражеше для х„ даеть сторону обык- 
новеннаго правильнаго десятиугольника, & второе, взятое съ противнымъ 
знакомъ, даетъ сторону звЪзднаго десятиугольника. Въ самомъ дЪлЗ, по- 
жимь что въ точкахь А, В, С, 0), Е, Е,а,Н,Е,Т окружность раздВлена 
на десять равныхъ частей (фиг. 279). Сл8довательно, если соединимъ точку 
Ась В, то получимъ сторону обыкновеннаго правильнаго десятиугольника, 
8 ели соединимь А съ Г), то, какЪ мы видфли выше, это будеть сторона 
правильнаго звЁзднаго десятиугольникя. 


Фиг. 279. 


Легко видзть, что ДАВб—=ХАМВ, такъ какъь первый изм ряетёя 
половиною дуги А1КНО, а второй полусуммою хугь АВ и ЯКЕД, т. е. 


оба измфряются : окружности. СлФдовательно, въ треугольникь АВМ, 
АВ—АМ. По той же причин ДОМО—= МОГ, слдовательно, въ тре- 
угольникё ОМ, МО=ОГ. Изъ этого виднмъ, что М)=АВ=ОГ—АМ. 
Еелн чрезъ 2» и #, означимъ стороны обоихъ правильныхь десятнуголь- 
никовъ, то, зам чая что МШО-=х, найдемъ: 


Я 0—Я,—. {6 


Легко также вих®ть, что треугольники ОАМ и ОА) подобны, такъ 
вакъ ДОЛГ есть общий для обоихъ, Д.АОВ= Д АО, потому что оба из- 


мЪряются т окружности, слЗдовательно: 
др. АМ=ОА: 
Яо Жи”. (©) 
Изъ уравненй (Ъ) и (с) мы, легко получимъ квадратное уравнеше, 


коего корни будуть равны корнямъ уравненя (а), но съ противными зна- 
ками. Слёдовательно стороны обоихъ десятиугольниковъ будуть: 


#,=7 У5—1 8 .== УБ-Н : 
+0 о ы 10 о 
` Если окружность раздЪлить на десять равныхъ частей, то, соединяя 
хордами по двВ части, получимъ обыкновенный правильный пятиугольниЕъ, 
а соединяя по четыре получимъ звЁздный правильный пятнугольникъ. Сл%- 
довательно, АВ, ДЕ, ВР суть стороны десятиугольника, пятиугольнива 
выпуклаго и пятиугольника звфзднаго (фиг. 280). 


Фиг. 280. 


Евле обозначимъ, какъ и выше, стороны обоихь пятиугольниковь 
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чрезъ т., я, стороны обоихъ десятиугольниковъ чрезь 2», 85, ТО ИЗЪ 
прамоугольныхь треугольниковь АДР и АВЕ мы найдемъ: 


Я —в,= *-(37— 81.) 
Вы -А" = (3—2). 
Но мы выше видёхи, что: 


#—Я =, 8,7 627? 


изъ этихь уравненй, возвышая первое въ квадратъ и складывая съ удвоен- 
нымъ вторымъ, найдемъ: 


ЖИ, = ВУ. 


Изъ этихъ выраженй мы видимъ, что сторона правильнаю выпук- 
аю эзтилольника есть итютенуза прямоуюльнаю треуюльника, хоею 
: кометы суть радёусь круш и сторона выпукмио десятиуюльника; а сто- 
ни правильно заъзднаю пяпиипольника есть иипотенуза прямоуюльнаю 
труеуюльники, ково катеты суть радщеь крыла и сторона правильнаю 
имдною десятиуюдьника. 
, Зам фщая въ предъидущихь уравнешяхъь 2, И 5» ихъ величинами, 
вайденными выше, получим: 


г ЧЕ у ПЕ ЕЕ а 
в и 10—2У5 , „=тУ 10-2 5. 


Легко также онредфхить числовое вырежеше стороны правильнаго 
пятьнадцатиугольника, но она для насъ не иметь значения. 

Предложеше 8. Мо данной сторонв правильнаго многоугольника, вии- 
‘аннаго въ кругь, опредЪхить его аповему (фиг. 281)? 


Фиг. 281. 


РВъшене. Пусть АВ=а будетъ стороны правильнаго миогоугольника, 
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внисаннаго въ Еругь 0. Опустимъ изъ центра О на сторону АВ перпен- 
хикуляръ ОЕ. Этотъ перпендикуляръ и будетъ искомая аповема. Означимъ 
его чрезъ 4. 

Перпендикулярь ОЕ дёлитъ сторону АВ пополамъ (кн. 3, пред. 3). 


слЗдовательн0о АЁ= а. АОЕ есть прамоугольный треугольникъ, схф- 


довательно (кн. 1, пред. 47): 
А0’=АЕ?-+-0ОЕ, 
но А0=7, АЕ= в, ОЕ-Ч, слЬдовательно: 


= 8 
откуда: 
4= 5. У—а: (1) 


Предложеще 9. По данной сторон правильнаго миогоугольника, вим- 
саннаго въ кругЪ, опреллить сторону правильнаго многоугольника, оии- 
саннаго около круга и имЗющаго тоже число сторонъ (фиг. 282)? 


Рьшене. Пусть АВ=а есть сторона правильнаго многоугольника, 
вписаннаго въ кругъ О. Опустимъ изъ центра О перпендикулярь ОЁ на 
сторону АВ и прохолжимъ его до ветрёчи съ окружностью въ точкВ С. 
Изъ точки С возставимъ перпенхикуляръ ОР н продолжииъ его до встр8чи 
въ точкахь Ди Р съ прямыми, соединяющими центрь О съ точками 
Чи В. Легко видЪть, что ОР и будетъ искомая сторона. Остается опре- 
дВлить числовое выражеше стороны ДЕ. 


Фиг. 282. 


Такъ какъ треугольники ДОЁР и АОВ равноугольные, по нострое- 
ню, то мы имЪемъ: 


ЛЕ: АВ-—0ОС:ОЕ. 
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Но АВ=а 00, ОЕ=ч= > ИУ 4"”—а*, сл®довательно: 
ФЕ =: у4"—а', 
откуда: 


ПЕ. 
у4"— в 


Примтрь. Если бы АВ была сторона треугольника, то а—7уУ8, под- 
ставляя эту величину вм№сто а въ предъидущее выражеше, найдемъ, что 
сторона правильнаго треугольника, описаннаго около круга, равна 2^у3, что 
мы уже видВли выше. 

Если а=7, т. е. если правильный многоугольникъ будетъ шести- 
угольвикъ, то предъидущее выражене даетт, ее ит. х. 

Предложете 10. По канной сторон правильнаго многоугольника, 
виисаннаго въ вругъ, опредёлить сторону правильнаго многоугольника, 
воисаннато въ тотъ же кругъ, но им ющаго вдвое бол$е сторонъ (фиг. 283)? 

Ръьзшене. Пусть АВ-==а будетъ сторона правильнаго многоугольника, 
имфющаго м сторонъ, вписаннаго въ кругъ О. Если изъ центра О опу- 
стимъ перпендивулярь ОЕ на сторону АВ и продолжимъ его въ обЪ сто- 
роны до встрёчи съ окружностью въ точкахъ Си Д, то, соединяя точку 


А съ С, хорда АС и будетъ искомая сторона правильнаго многоугольника, 
имвющаго 2п сторояъ. 


Фиг. 283. 
ф 


Соединихь А съ Д, то (кн. 6, пред. 8) АС будетъ средне-пропор- 
цювальная между даметромъ 27 и отрёзкомь СЕ==— ОЕ. 


Слвдовательно: 
АС? (—ОЕ). 
31 
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Но ОЕ есть аповема правильнаго многоугольника, коего сторона 


1 о еь 
есть а, слфдовательно ОЁ= ый 47*'—а*. откуда: 


АС?—=9 (т— 5 У4"—а*), 


или 
Аб=У жж —Уд а’. (4) 


Примьрь Если а=7уУ3, то изъ этой формулы получимь АС-=у; если 
а—=7, то изъ этой формулы получиит, сторону дифнадкатнугольника, кото- 


рая и будетъ: 
Жи У 2—8 ==тУ 2—8. 


Еели положим а=7у2, то нолучимъ сторону правильнаго восьми- 
угольника именно: 


= И?—уз, 
нт д. 

Предложете 11. По данной аповем® правильнаго многоугольника. 
вписаннаго въ круг®, опредВхить аповему правильнаго многоугольника, ван- 
санивго въ томъ же кругЪ, ио имВющАГо вдтое боле сторонъ (фиг. 284): 

Рьшеше. Пусть АБ-=а будеть сторова правильнаго многоугольника, 
ОЕ==4 апоеема того же многоугольника. Если аповему ОЁ продолжимъ 
въ 06% стороны хо истрёчи еъ окружностью въ точкахъ Си Г), и соедн- 
нимъ точки А и С, то АС будетъь сторона правильнаго многоугольника, 
имфющаго вдвое боле сторонъ, а перпендикулярь ОР будетъ искомая 
аповема. 


Фиг. 284. 
р 


Легко видёть изъ треугольника АДС, что: 


Ар:—=9(7+ОВ)—= 9х (7-9); 
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0 40=2ОЕ (кн. 6, пред. 3), слФдовательно: 


ие 
20Е*=# (+9) вши ОУ 5+(+9. 


Предложене 12. Швны илощадн р» И р:.. правильныхь, виисанныхъ 
въ Еругь, многоугольниковъ, съ я и 2% числомъ сторонъ и Рь и Р.., пло- 
щади правильныхъ, описанныхь около того же круга мяогоугольниковъ, съ 
тфуъ же чиеломъ сторонъ, найти зависиность межлу площадями р», р", 
Р., Р„ (фиг. 285) 

Ризцене. Нусть А В будетъ сторона правильнаго многоугольника, имЗю- 
щаго в еторонъ, ОА= ражусь, то АС бухдеть сторона правильнаго 
уногоугольника, имВющаго 2я стороиъ. 


Фиг. 385. 


Очевидно хы имЁемъ: 
в 


2%. ——” 

Ал0Е=, © Аборт 

7 Ри 

^400==", — АЕбО 
дАрЕ= №", — дАРО=РР» 


Треугольники АОЕ и АОС имфютъ одну высоту, а осиованя ихъ 
зежать ва одной прямой ОС, ездовательно (ки. 6, иред. 1). 


ААОЕ: д 4А0С—=ОЕ: ОС=ОА: ОП= А 40С: дООС 
ААОЕ: А 40С=ААОС: РОС 


откуда: 
ААОС"=АлОЕ. АРОС, 
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подставляя предъихущя выраженя для площахей треугольииковъ. най- 
демъ: 


Р-р Ёь. 


Треугольники ДАР и РАС имзютъ равныя высоты и основашя ле- 
жащ]я на одной прамой ПС, даютъ: 


АДАЕ: ДЕАС=ОЕ: ЕО=ДООЕ: АЕОб— 


= ОЕ: ДАОЕ—ОЬ: ОА—= ДОС: А40С 
или | 
Р.-Р..:Р У: ==Р, н: Он у 
откуда, найдемъ: 
2 _1 1 
Ри р, Р,` 


Предложен 13. По данному радусу г и аповем8 4 правильнаго 
многоугольника, найти ражусъ у, и апооему у, правильнаго многоуголь- 
ника, имЗющаго нериметръ, равный лавному, но двойное число сторонъ 
(фиг. 286)? 

Рьшени. Пусть В будегь сторона даннаго многоугольника, ( 
центръ круга, въ который вписанъ нногоугольникт. Если изъ центра () опус- 
тимЪ перпендикулярь ОС на сторону АВ и продолжимь его до встрёчи 
съ окружностью въ точкЁ (С, зо будемъ имЪть: 


0б=,, 06—а. 


Пронедемъ хорды АС и ВС и соединимь середины ПО и Е этихь 
хорлъ, прямою ОЕ. Очевидно прямая ДЕ, параллельная АВ и равная 
половин этой послдней, будеть сторона правильнаго многоугольника. 


Фиг. 286. 


[4 
о 


имВющиго перихетуь, равный периметру ланнаго, но съ удвоевнымъ чис- 
ломъ сторонъ. 
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Такъ какь ДРБОЕ= ь С АОВ, то центръь О будетъ и центромъ но- 
ваго многоугольника и мы будемъ ныть: 


О р=7,  ОЕ=4,. 


Изъ построеня видно, что точка Е есть средина Сб, сх8ховательно 
ОЕ 5 (Об--ОС), ила: 


4.== 36-9. (1) 


Кром этого изъ прямоугольнаго треугольника ОДС мы найдемъ 
01’—=0С.ОЕ (кн. 6, пред. 8) или: 


У т,. ® 


Два выражен (1) и (2) вполнз8 рёшаютъ нашу задачу, первая даетъ 
4,, & вторая затзыъ опредВляетъь 7, . 

Сиьдстве. Изъ построешя видно, что ОР>Об, а ОШ<ОС. Слдо- 
вательно, кода оть правильню мноюуюльника перетодимь къ правильному- 
же, имьющему тоть же периметрь, но съ удвоеннымь чиаюмь сторонь, 
то ановема увеличивается, а радщеь уменьшается. 


Легко при этомъ показать, что разность ”—9,« я (“—9). Въ са- 


момъ ДВ, если изъ точки 0, какъ изъ центра радусомь ОД опищемъ 
дугу 05С, то видно, что: 


7’. —9,:—=65Р и ’—9—=0@6=20Е. 


Остается показать, что 5Ё меньше половины СР. Для этого замВ- 
тимъ, что уголь ОЕ и уголь ЭОС равны, такъ кавъ оба измВряются по- 
зовииами равныхь дугь 05 и ЕБ. Если эти углы равны, то (ки. 6, пред. 3): 


РЕ: ро—5Е: 50, 


во ДЕ<ОС, сл8дховательно и8Р<50< Св. 


Предложене 14. Найти зависимость между перииетрамн р м Рдвухъ 
правильныхь подобныхь многоугольниковъ, виисаннаго и описаннаго и пе- 
риметрами р, и Р, правильныхь многоугольниковъ, но съ удвоеннымъ чис- 
ломъ сторовъ (фиг. 286)? 
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Рьшене. Мы видёли (ки. 6, примЁч. 17, пред. 4), что периметры 
подобныхъ многоугольниковъь относятся между собою какъихъ стороны или 
апоеемы, поэтому мы нмЗемъ: 


откуда; 
ос __ ов ор ое 
о а 
› Р р РВБ 


0646 в и, 06_0Р 
Ор А’ Е 
р 2 


слздовательно: 
06 06 00 _0Е 
ИО” СЕНА 


р Р р В 


Но предложеше 13 даетъ: 


ОЕ 1 (00-06) и 0р=У0б:0Е, 


4 В, УТ. 
Р в В 


Эти формулы даютъ возможность вычислить, по даинымъ пернметрамъ 
ри Р правильныхъ многоугольннковъ вписаннаго н онисаннаго въ Еругъ, 
периметры р, и Р, правильныхь многоугольниковъ, виисаннаго и описан- 
наго, съ двойныхь числомъ сторонъ. 


слвховательно: 


ЮЗы 
— 
= 


ТУ. Изифреме круга. 


ПосхЁ прачой лвын самая проста, вевуъ извЪстнзя, кривая лишя 
есть кругъ. Евклидъ въ третьей и четвертой книгВ своихф Началь изло- 
жиль всЪ главных свойства круга. но въ этомъ созчинени мн не нахо- 
димъ изифрешя круга, хотя эта задача, въ то время, была уже изелВло- 
вана довольно обстоятельно. Поэтоиу иноше геометры думали, что эта 


295 


часть сочиненя Елклидя утеряна. Таков мнЪые несправедливо потому, 
что изывреню круга требуетъь начахь, отличныхь отъ тёхъ, нотормн ио- 
ложены Евелидомъ въ основаме своего созиненя. 

Безъ сомиЪШя, какъ только первыя геометричесяя истины были 
облечены въ логическую форму, изыЁрены прямолинейных фигуры, то 
сейчасъ же были сдёланы и попытки изм8рить простёйшую ивъ кривыхъ 
линй-— кругъ. 

Радлусъ въ кругВ есть, всегда меличина данная—изыВренная; тре- 
буетея: 

1) По данному ражусу круга построить окружность, т. е. найти 
сколько разь рамусъ или даметръ круга содержится въ окружности? 

2) По данному рамусу круга построить квахратъ, коего площадь 
равна площади круга, или найти сколько разъ квадратъ, построенный на 
радусв, содержится въ площади круга, или ностроить квадратъ, коего 
площадь была бы равна площади круга? Эти лв задачи такъ связаны 
между собою, что рЬшеше одной изъ нихЪ даетъ рёшен!е другой. Древние 
геометры скачала пытались р8ёшить эту задачу въ смысл втораго предло- 
меня, поэтому она была извЪстна подъ именемъ квадратуры крупа. 

Анаксоюрь, умершй въ 430 г. до Р. Х., былъ первый изъ геометровъ, 
который занимался квадратурой круга. Носаженный въ тюрьму за безбоже, 
онъ паписаль тамт, цВлое сочинеше о квахратурВ круга, которое до насъ 
яе дошло. Доказыналь-ли онъ въ этомъ сочниени, что онъ рёшиль эту 
задачу, какъ это случалось часто съ некателями квадратуры круга, или 
онъ показываль кавя трудности представляеть эта задача, неизвфетно. 
Судя вирочемъ по отзыву Платова, можно думать, что сочинене было на- 
писано въ послёднемь смысхВ. | 

Вфроятно съ этихъ поръ этой задачей занимаются весьма усердно, 
такь какъ знаменитый комикъ Аристофанъ уже въ комешн своей Итяцы 
сыфетея надъ искателями квадратуры круга. Онъ выводить на сцену зна- 
менитаго геометра Метона и влагаеть въ его уста безсмысленную фразу: 
„я тебё сдвлаю квадратный кругь“ съ которою онъ обращается къ Пи- 
стетеросу. 

Почти въ тоже время Гииюкрать Хзосски занимален той же задачей 
и хотя задачи не рёшилъ, но при этомъ сдёлать весьма зам чательное 
открыте, именно онъ построилъ квадрать равный мениску (рлусхос) или 
муночкзь, т. е. площади, ограниченной двумя дугами неравныхь круговъ. 
Это открыте дёйствительно замчательное, тавъ какъ уже въ то время 
начали думать, что построить квадрать, который бы былъ равенъ площади, 
отраниченной кривыми хишями, невозможно. Вотъ ЕаБЪ объ этомъ разева- 
зываетъ Симплияюй, приводя выциеви изъ Эвдема, гречесый текстъь кото- 
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рыхъ находится только въ издани: Знарбюн Сетитев. т обю Апемиейя Рзу- 
зсае амземнаною5 ИБгов. Успебе, 1526, ар. А\фат Мапанат №. 12, 394. 

На прямой АВ, кокъ на маметрВ (фиг. 287), построимъ полукругь АСВ, 
изъ средины О ирямой А В, т. е. изъ центра круга, возставимъ перпендикуляръ 
ОС къ даметру АВ и соединимъ точку С съ В. прямая СВ будеть сто- 
рона квадрата, вписаннаго въ кругъ, а треугольникь АСВ будетъ половина 
этого квадрата; на прямой СВ, какъ на дламетрЪ, опишеиъ еще’ позу- 


кругь СЕВ. 
Фиг. 281. 


ИХ 

Такъь какъ ПАВ=ОАС--СВО=2СЦАС (ки. 1, пред. 47), а пло- 
щади круговь относятся между собою какъ квадраты изъ ихъ даметровъ 
(кн. 6, примфч. 17, пред. 4), то схёдуеть ивъ этого, что площадь полукруга 
АСВ равна удвоенной площади полукруга СЕВ, Но секторъ ОСВ есть четверть 
окружности или половина половины, схёдовательно секторъ ОСВ равенъ 
площади полукруга СЕВ. Отымая отъ этихь равныхь величинь общий 
имъ сотменть СШОВ, найдемъ, что треугольникь СОВ равенъ дуночкь 
СВЕ. Наконець можно построить квадратъ, коего площадь будетъ равна 
площади треугольника СОВ, и сл®довательно, будеть равна и площади 
хувочки СОВЕ. 

Далзе греческй текстъ, въ упомянутомъ выше сочинени, неясенъ и 
по всему видно измненъ, но въ настоящее время возстановленъ Брет- 
шнейхеромъ въ сочниенн: Ге беотейле ап@ д беотеег уог КоКШ4ез. 

Воть въ чемъ дВло. Гиппократь, найдя кввадратуру луночки, думалъ 
найти квадратуру круга слВдующимъ образомъ: 


На прямой АВ, какъ на даметрь (фиг. 288), построимъ полукругъ, возь- 
Фиг. 288. 


р А В 
мемъ С-=ОАВ и, какъ на даметрь, построимъ полукругъ на СО, въ полу- 
кругь этоть впишемъ шестиугольникъ, коего стороны СЕ, ЕЁ, ЕД будутт, 
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очевядно, равны прямой АВ, из сторонахъ СЕ ЕЕ, Е построимъ полукруги 
СКЕ, ЕЁЕ, ЕМФ, которые будутъ равны полукругу ностроенному на АВ. 

Такъ какъ полукруги СКЕ, ЕГЕ, ЕМО, АМВ веь равны, то сумма 
ить равна четырежды взятому полукругу АМВ. Но СО=ЗАВ, а площади 
круговъ относятся какъ квадраты даметровъ, слВдовательно полукругь 
СЕК: АМВ-4:1,т. е. полукругь СЕЕО=ФАМВ или полукругь СЕЕО 
равенъ сумм трехъ полукруговь СКЕ, ЕГЕ, ЕМЛ и полукруга АМВ, 
если отымемъ три сегмента СНЕ, ЕРЕ и РОШ обще, какъ полукругу 
СЕЕХ, такъ и полукругамь СКЕ, ЕГР, ЕМХ, то вайдемъ, что нющадь 
транеши СЕЕО равна пхощахамъ трехь луночекъ съ площадью полу- 
круга АМВ, слЪдовательно площадь полукруга АМВ равна площади тра- 
ци СЕЕШ безъ трехъ луночекь СКЕН, ЕГЕР, ЕМШС; но мы мо- 
жешъ построить квадрать, коего площадь равна сумм площадей трехъ 
туночекь, слёдовательно, площадь круга, ностроеннаго на АВ, какъ на 
хаметр, равна удвоенной разности двухъ прямолинейныхь площадей, 
иченно трапеши СЕЕО н площади квадрата равнаго сумм площадей 
трехь выше упомянутыхь луночекъ. Но такъ какъ эта послёхдняя прямо: 
зинейная площадь можеть быть обращена въ квадрат, то ихощаль этого 
квадрата и будетъ равна площади круга АМВ. 

Двлзе ОЭвдемъ замфчаеть, что хотя это остроумно, но невёрно и 
похазываеть почему. Лакруа, въ своемъ издани: Моше 4ев госпегонев вот 
а дладтанаго @и сегсю раг Мотеа, говоритъ, что, не смотра на свяхтельство 
историковъ, онъ ие вёритъ, чтобы такой геометръ какъ Гипповратъ впаль 
въ такую грубую ошибку и при этомъ даетъ довольно странное объясне- 
ве, что Гипиократъ хот®ль указать только какъ было бы возможно найти 
квахратуру круга. Аристотель упоминаеть еще о двухъ геометрахъ, за- 
ниуавшихсн квадратурой круга. 

Брисонь (Возсуос), утверждаль, что площадь круге есть средне- 
проиорщональвая между площадями вписаннаго и описаннаго квахратовъ, 
но это очевидная нелфпость, такъ какъ между площадями, вписаннаго и 
описаннаго около круга квадратовъ, средне-пропорцюнальная есть алощадь 
зосьмиугольника н вообще между площадями правильныхь многоугольни- 
Бовъ, внисаниаго и описаннаго, средне-пропоршональная есть площадь 
виисаниаго многоугольника съ удвоеннымъ чиеломъ сторонъ. 

Антифонь разсиатриваль кругь какъ многоугольникъ, состоящий изъ 
безчисленнаго числа сторонъ, т.е. вписываль сначала квадратъь въ кругъ, 
затёыъ восьмиугольникъ и т. д., все удваивая число сторонъ и говоритъ, 
что тахую операцию надо продолжать до тВхь порь пока площадь много- 
угольника не исчерпаеть всю площадь круга, потомь онъ дВлаеть сл- 
хующее заключеше: что такъ какъ каждому вписавному миогоугольнику 
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можно построить равный хзадрать, то слЗдовательно можно построить 
ваахратъ, коего площадь будетъь равна площади круга. 

Деностииипь быль первый изъ геометровъ, который нашелъь ввадхра- 
туру круга правильнымъ теоретическимь построешемъ, воспользовавшись 
кривою, построенною Гипишасомъ, которая носить назваше хвадразярыксм. 
Но поетроить ту точку кривой, которая даетъ квадратуру круга представ- 
ллеть тавн же трудности, каКЪ и свиа кзахратура круга. 

Это почти все то что мы знаемъ о квадратурз круга до Архимеда. 

Быть не можеть, чтобы такой чисто теоретичесый умъ, вакъ Архи- 
медовъ не пробоваль рёшить задачу квадратуры круга геометрическимъ 
построешемтъ и безъ соинзел, что только посхЁ того какь онъ убёдилея 
въ трудности и почти невовкожности достигнуть полнаго рёшешя задачи, 
онъ берется за нее съ практической стороны. Зам чательно, что до Ар- 
химеда ни одинъ изъ геометровъ, занимавшихея квадратурой круга, не 
показать преближеннаго отношеня окружности круга къ радусу, или пло- 
щАади круга къ квадрату построенному на рад1усв. По крайней мВрё ни 
одинъ изъ историковъ и геометровъ объ этомъ не уноминаетъ, но ангийеке 
ученые въ Инди нашли, въ одномъ изъ сочииенй Браминовь нодъ за- 
тглавемъ Аленъ Акбери (Аувеа АКЪегу), отношене окружности къ маметру, 
выраженное числами 3927: 1250—3,1416 в рное до одной десятатысячной и 
которое считается древнЪзе Архимедовскаго. 

Евтовй говорить, что Архимедь предириняхь такое вычиелеще въ’ 
виду правтическаго примненя, и дайствительно онъ выяолнихъ, въ этомъ 
отношещи, свою задачу въ совершенств, премъ его изащный, и числа 
полученныя, въ практическомь отношения, не оставляютъ желать ничего 
лучшаго. 

ИвелВдован1я свои Архимедъ изложиль въ маленькомь сочинена 
Кухоо рёсрточ и достигь схВдующихь результатовъ: 

1) Площадь круга равна площади прамоугольнаго треугольника, коего 
одинъ катеть равенъ длин окружности круга, а другой равенъ радусу 
круга. 

2) Площадь круга относится къ площади кдадрата, нострееннаго на 
даметрВ, почти какъ 11:14. 

3) Окружность круга меньше трехъ даметровъ и т этого жаметра и 


: 1 : 
больше трехъ даметровъ и тт Того-же даметра, откуда слёдуеть, что ок- 


ружность не много разниться отъ перваго изъ этихъь предёловъ, т. е., что 


она почти равна = даметра. Это приближен! самое точное изъ 


т№хь, которых выражаются наймевыцимъ числомъ цифръ. 
Почти вс знаютъ, что Архимедъ опредзлилъ отношене окружности 
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къ даметру, но не многимъ извЪстны его изслВдованя, поэтоиу я 
изложу здФеь дословно его маленькое сочинене Кухлоу рётотеч, съ ижко- 
торыми поясненями и прибавленемъ двухъ началь, изъ его же сочинешя 
Пер офафрас хой хуМ8роу, на которыя онъ ссылается, кромВ этого буду 
ссылаться еще ив лва предложеня Евклида: 1-е десятой и 2-е двЪиадца- 
гой книги. 

Два упюмянутыя выше начала Архимеда суть схёдуюция, 

1) Прямая лин!я есть кратчайшая изъ веВхъ т%хъ ливй, которыя 
ииЗють съ нею одиВ и тв-же концы. 

2) Де кривыя лини, лежаш]я въ одной плоскости н им$ющя одни и 
ть-же концы, не равны, если 06% выпуклы въ одну и ту же сторону и если 
одна вся заключена хругою и прямою, имфющую одяз ин т8-же концы СЪ 
этой послВдней, или наконець, если одна заключена только частью хругой, 
а остальная часть общая обфимъ, то заключенная лишя будетъь крат- 
чАЙШАЯ. 

УТ 0бъ ивизрещи круга. 


Кухлоу рёхрточ. 


Предложете 1, Плбщадь веякаго круга равна площади прямоуголь- 
ваго треугольника, коего одинъ изъ катетовь равенъ окружности круга, 


`® другой радлусу круга (фиг. 289). 


Доказат. Пусть данный кругь будетъ О, а треугольникъ, коего одинъ 
катеть * А’В равешь окружности круга О, & другой 4'С" рамусу круга, 
назовем ДА. 

Фиг. 989. м 


с! 


р: А 


Ноложимъ, если это возможно, что площадь круга О, которую назо- 
вемъ чрезъь П, больше площади, построеннаго треугольника ДЛ, т. е. пусть 


* Слово катеть не употреблятось, а Архимедъ употреблиетъ фразу: 9 лес ти» боб». 
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И=А\-нё, тлВ с есть шмзбытокъ площади круга нажь площадью тре- 
угольника. 

Впишемъ въ кругь О кзадрать (кн. 4, пред. 6) АВСХ, и будемъ дь- 
лить дуги пополамъ до т%хь поръ пока сумма сегментовъ, т. е. разность 
между площадью круга и вписаннаго многоугольника, не сдЪлается меньше 
5 (кн. 12, пред. 2). Тогда мы будемъ ныть правильный, вписанный въ 
кругъ, многоугольникь, коего площадь будеть больше площади треуголь- 
ника Л. Изь центра круга О опустимъ перпендикуляръь ОВ на сторону, 
построеинаго, какъ сказапо выше, иногоугольника. Перпендикулярь ОВ, 
очевидно меньше рад1уса круга. Периметръ многоугольника меньше окруж- 
ности по второму началу, стВдовательно площадь многоугольника будетъ 


меньше площади треугольника Л, что противурёчить сдЪланному по- - 


строен. 

Положимъ, что площадь ЦП круга О меньше площади треугольника 
А, т.е. пусть И--—=Д\, в есть избытокъ площади Л надь площадью П. 

Опишемъ около круга О квадратъ (ин. 4, пред. 7) и раздхимъ дуги 
РМ, АК,,.. пополамъ ин чрезъ точки дВхен1я проведемъ касательныя къ кругу. 
Такъ какь уготь МАЕ прямой, то МЕ>АЛЕ—ЕМ, сяЪдовательно ЛЕМЕ 
больше половины фигуры МРАММ. Продолжимъ такое построеше пока 
сумиа прямолинейныхь фигуръ, подобныхь фигур РЕЕМ не сдёлвется 
меньше (кн. 12, пред. 2), тогда, очевидно, сумма фигуръ, заключенных, 
напримЪръ, между дугою АР и касательными АРи РЁ, тмъ болЪе, бу- 
деть меньше в.  Сл®довательно, многоугольникьъ ЕЕВКСЮР будеть 
меньше треугольниха /\, что не сообразно, такъ какъ периметръ многоу- 
гольника больше окружности (кп. 2, прех. 2), а апоеема его равна ра- 
дусу круга. 

И такъ площадь треугольника \ ине можеть быть ни больше ни 
меньше площади круга О, сяЁдовательно она ей равна. . 

Предложеще 9. Площадь всякаго круга относится къ площади жвад- 
рата, построеннаго на жаметрЁ, почти какъ 11 къ 14 (фиг. 290). 

Фиг. 290. 


р би 


о. 


Доказат. Пусть маметрь даннаго круга, будеть АВ. Опишемъ 
оволо этого вругь квадрать СДЕЕ. 
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Прололжимъ сторопу СО квадрата такъ, чтобы продолжене О@ 


было равно удвоенному СО, а @Н было равно одной седьмой СХ. 
Треугольники АСС н АСЛ имВютъ одну высоту, слБдовательно: 


АДС: ДАСР—=71:7, 


по той же причин: 
ААС: ААН=Т:1 


АЛАСН: ЛДАСЬ=22:1. 
Но [1] СО—ЗАСТ, сл8довательно: 
АЛАСН: [С Г=22:28 


ААСН: [100=11 : 14. 


Ниже мы покажемъ, что прямая СН почти равна окружности круга, 
слфдовательно, площадь прямоугольнаго треугольника АСН, въ воторомъ 
одинъ катеть равенъ окружности круга, а другой радусу его, равна пло- 
щади круга (пред. 1). Ся»довательно площадь круга относится къ пло- 
Щахи квадрата СЕ почти какъ 11:14. 

Предложеще 3. Окружность всякаго круга равна тремъ маметрамъ 
© частью даметра, которая меньше одной седьмой этого д2аметра и больше 


1 
ыы того же даметра (фиг. 291). 


11 
Фиг. 291. 

с 

т 

р 

с 

В А 
Н о 


Доказат. Пусть АВ будеть маметрь круга, а О его центръ. Про- 
зедемь касательную ВЯ, построимъ уголь |ВОб@= 3% 
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Прамая ОС будеть отиосится въ прямой ВС какъ 306 къ 163, т. е.: 
О: Ва =306:153 
а отношене ОВ къ В@ будетъ больше отиошеня 265 къ 163, т. е.: 


ОВ _ 965 
84 > 153. 


Примпч. а). Такъ какъ утоль ВО@={9, то извфстно, что Ва — 3 ОВ, а 


ОВ-=ВСЦУ 8, т. е: 
0@ _ 
ва _ 


р ОВ г 
1, ва=У8 


Съ первато раза кажется страннымъ, почему Архимедъ, выЪсто отвошенйя 9, взялъ 


отиошене ‚ но здёсь то и видна пеобыкновенная, для того времени, проницатехьиость. 


ыы 
153 
Скольно намъ извфстио въ то время корни извлеказись ощупью, ие было особеввыхь ипра- 
виль, по крайней м$р%, намъ не переданы тв правила, хоторами дхревше руководствова- 
лись ира извлечения корней, а Архимедь пе оставиль подробностей свошхъ вычислевн!й. 
Чтобы получить перавеиство; 
ОВ _ 965 
В@}” 163` 
Архимеду необходимо было извлечь квадратиий корень изъ 8 и найти ето ирибли- 
жениую величину съ недостаткомъ. Какимъ образомъ опъ нашелъ предъидущую дробь? какъ 
вашель приближеше корна У 8? иеизвфстио, мо эта дробь есть простёйшая и выфстВ съ 
тАмъ ближайшая къ УЗ изъ всфхь тфхъ, воторыя выражаютсл тремя знаками. 
Вь самомъ дёлЬ, если УЗ обратимъ въ иепрерывную дробь, то нолучимъ дробь: 


р] 
в 


т 


пося%довательныя приближен!я, которой будуть: 


125 7 № 2 п 9 36 56 90 1851 
278? 4? 11? 16? 44’ 56’ 168? 509’ 507’ 780 ’`° 
первое приближене меньше УЗ, второе больше, третье опять меньше и т, Х., ЕЗЕЪ иваЪст- 
ио изъ теорши иепрерызныхь хробей. 

Девятое прибяижене, ©сть то, которое Архимедь и волль за приближенную во- 
личину у8. 

'Тецерь дёлается ясно почему Архимедь жолхъ отиошены: 


06: В9=5806 : 158. 
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Въ саномъ двд, = есть приближенная величина уз=08, сяЗдовательно, если 


положить 860—158, то нрямая ОС’ будетъь разна 306, такъ какъ мы видёли, что 0(—2 ВС. 


Раздёлимъ уголь ВО@ прямою ОР пополамъ, то (кн. 6, нред, 3) 
мы будемъ имВть: 


ОС:ОВ=ЕС: ВЕ 
откуда: 
ОС--ОВ:ОВ=ЕЕ-- ВЕ: ВР 
или 


Ов--0В: Ва=ОВ:ВЕ. 


Такь какь ОВ>265, то: 


ОВ _ 5171 
ВР> 153 

Схдовательно отношене квадрата ОР къ квадрату ВЕ больше от- 
мошен!я 349450 къ 23409, & отношене ОЁ къ ВЕР больше отношена 
5913 кь 153. 


Прими. 5). Мы вилбан, что: 
ОВ _ 51 
ВР? 158’ 
сл»довательно, если прамая ВЕ—153, то ОВ>511, Возвытаа въ квадрать предъюдущее 
неравенство мы имфемъ: 
ОВ? _ 5112 
ВЕ? > 168? 


рридазал къ обфимъ частанъ по единица, найдемъ: 


ОВ:+-ВЕ? _ 6112-1632 


ВЕ? 1582 '’ 
зи 
ОЕ? _ 6112-1533 
ВЕ” 158 _ 
ви 
ОЕРз_ 8490450 
ВЕ 88409 


извлекая квадратный корень, найденъ наконедъь: 
ОР ви 
ВЕ> 158 › 
вакъ было сказано выше. 
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Раздвлимъ уголь ВОЁ, прямою ОЕ*, пополамъ, то мы будемъ имфть: 


ОВ _ 1162: 

ВЕ> 158 ° 
‚ СтВдовательно: 

ОЕ _ 1119! 

ВЕ > 13°. 


Принич. с). 'Такъ какъ въ треугольник ВОЕ уголь ВОР разяёленъ пополамъ, 

то мы имфемъ: 

ОГ: ОВ=ЕЕ: ВЕ, 
откуда: 

ОЕР-+ОВ: ОВЕЕЕ+ВЕ:ВЕ 

рт. 

ОР+0В _ ОВ 

ВЕ ` ВЕ’ 


но мы выше видфли, что: 
ог и  ОВ_ 5 
ВЕ> 168 " ВЕ” 153' 
са довательно: 
ов _ п6ви 
ВЕР 158 


Откуда: 
ОВ? _ 135058434 .- 
ВЕ? 28409 


придавая по единид® къ обфимъ частяыъ, и дёзав ирвведене, найдентъ: 


0В'+ВЕ?__ ОЕ? _ 13139434 
ВЕз - ВЕ: ^ 28409 , 


извлекая квадратный корень, получимъ: 
ОЕ 111791 
ВЕ” 158 ° 
РаздВлимъ уголь ЕОВ прямою ОГ пополамъ, то отношене ОВ къ 
ВЛ будетъ больше отношевя 23341 къ 158, т. е.: 


ОВ _ 23341 

во 153 *' 
сл» довательно отношене: 

ор > 2389} 

Вр 153 ° 


* Праивя ОЕ на фиг. 291 пропущена. 
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Примич. а). Этотъ результатт, какъ и слзхующИ, получается твыъ же Прощессомъ, 
таклиъ показано въ примёчашяхь (5) и (с). 


РаздВлимъ наконець уголь ВОГ прямою ОС пополамъ, то отноттен!е: 


ОВ 46181 
ВС” 153 


Такъ какъ уголь СОВ, равный третьей чаети прямаго угла, быль 
раздёленъ четыре раза пополамъ, то уголь СОВ составдяетъ сорокЪ вось- 
хую часть прямаго угла. Постронмъ уголь ВОН= С ВОС и продолжимъ 
СВ до встр®чи съ прямою ОН въ точк® Н, то уголь СОН будетъ сос- 
тавлять одну двадцать четвертую часть прямаго угла. СлЗдовательно, 
прямая СН будетъ сторона правильнаго, описаннаго около круга О, девя- 
востошестиугольника! = “а - 

Мы выше показали, 970: 

ОВ > 4678: 
СВ” 153 
и какъ АВ=2ОВ, а СН==90В, то: ‘ 


АВ_ 4673} 
сН> 158 


Откуда заключаемъ, помножая знаменателей пъ обихь частяхъ 
Щедъидущаго-‘иераленства ня 96, что: 


АВ 46181 
96. СН" 14688 


т. е. отвошене даметра АВ круга О къ периметру хевяноетошестиуголь- 
инка больше предъидущей дроби. 
СлВдовательно: 
96. НО _. 14688 
АВ 4673 : 


во знаменатель предъидущей дробн содержится въ числител» три раза 
6Ъ остаткомъ 667} и этотъ остатокъ меньше седьмой части числа 4673$. 
слАдовотельно периметръ описанваго многоугольника содержить въ себь 
трижды даметръ съ частью того же ж1аметра, меньшею одной седьмой. Сл%- 
довательно твыЪ боле окружность круга меныие три раза взатаго даметра 
увеличениаго одной седьмой этого диаметра. 

89 
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Дримич. е). Седьмая часть числа 4673} есть 667 34 > 667}. Сльдозательно: 


Перам. 96 угол. <81 мам. 
в тАмъ бол%е: - 
Окруж.< 3 1 Мам. 


Найдя, такимъ образомъ, больший предфзъ окружности круга, Архимедъь иаходить 
и мельшй предфль сяфдующимь образомъ. 


Пусть будетъ кругъ, коего щаметрь есть АВ. Пусть уголь САВ бу- 
летъ-=#4, то отвошенше АС къ СВ будетъ меньше отношеня 1351 къ 
380, т. е.: 

АС _ 1351 
СВ < 130 


а отношене АВ къ ВС будетъ равно отношению 1560 къ 780, т. е.: 


В" 180 ` 


Фиг. 299. 


Прими. Г). Такъ какъ уголь САВ— ; 4, то: 
АС _ = 
[7 —\3 
это отношеше есть соёх 30°. Архимедь береть за УЗ нослфдиее изъ приближен, вави- 
санныхь въ ирамфчаши (а), это ириближеню больше У8, сявловательно, мы шмфемь ве- 
равенство: 
Ас и 1361 
СВ ^ 180 ° 
Бели сторона СВ—780, то очевядно что АВ—1500. 
Удивительно, что Аркимехъ, ве звал им деслтичныхь дробей, ин иеярерывныть бо- 


ретъ и здёсь самое простое изъ большикъь дла УЗ приближен, о кахамъ образомь овъ 
вичислаль эти нреближены шензафстно. 
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Раздёлимъ уголь (АВ прямою АН пополамъ, точку встрёчи этой 


прямой съ окружиостью соединимъ съ точкою В. 
Такъ какь ДСАН=Д НВС= ( НАВ м уголь АНВ общай треуголь- 
викамъ АВН и НВК, то эти треугольнаки подобны, слЗдовательно: 
АН: ВН=ВН: НЕ=АВ: ВК. 


Но мы имЪенъ еще (кн. 6, пред. 6): 


АВ: ВК-==АВ-+АС: ВС, 


сАЗдовательно: 
АВ--АС: ВС=АН: ВЫ 
ван 
АВ, 46 _ АН 
ВО ` ВС ВИ 


Выше мы нашли, что: 


АВ _ 1510 —4С _13ы 
ВОС” 180’ ВС^` 180’ 


с ховательно: 
АН _ 1911 
ВН ` 180 ` 
откуда: 
АВ _ 3013; 
ВН^ 180 


Ириинч. 9). Возвыктая въ задрать 068 части предъидущаго неравенства в придавал 
5Ъ обвимъ частамъ по единица, позучимъ: 


АН?+ВН? _ АВ 29112 +100 


ВН ВИО 180 
ГГ] 
АВ* _ 3082321 
ВН? ^- 180 
а извлекая квадратиый корень, иафдеиъ: 
дв 98] 
ВН ^ 190 ° 


Раздфлимъ уголь ВАН ирамою АЕ пополамъ, то найдемъ, что: 


АЕ _ 59341 
ВЕ ^ 180 
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АЕ < 1823 

ВЕ ^^ 20 
такъ какъ номножая числителя и зваменателя этой нослВдней дроби на 
г получимъ первую. 

Ивъ посяБдияго неравенства, точно также какъ было сдЪлано выше, 

волучимъ: 

АВ _ 13381 

ВЕ < 940 


РаздВлимъ еще уголь ЕАВ прямою АЕ ипополамъ, то вайдемъ, что: 


АЕ _ 3661й 
ВЕ^ 240 


такъ каКЪ, помножая числителя н знаменателя этой послЗдией дроби 
40 
ту’ найдемъ первую. Слдовательно: 

АВ 10091 

ВЕ 66 


РазлФлимъ наконедъ уголь ЕАВ прячою АШ пополамъ. то полу- 
чиУЪ, что: 


АД _ 20168 
РВ< 66 
а 
АВ _ 30111 
ОВ 66 
Изъ этого послВлияго нмЗемъ: 
ВО 66 
АВ 2011 


Помиожая обв части этого неравенства на 96, найдемъ: 


96. р 6336 
Ав 20171 
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т. е. отношеше периметра девяностошестиугольиика къ даметру больше 
отношения: 

6386 

2017} ° 


Но числитель предъидущей дроби содержитъ зпаменатель три раза 


1 
съ остаткомь большим отъ т числа 20174... СлВдовательно - периметръ 


96-ти угольника, вписаннаго въ круг%, въ три раза больше взятаго даметра 
съ ы частью того-же даметра. СлЬдовательно, тфмъ боле окружность 


: 1 . 
круга въ три раза больше взятаго даметра съ т частью того-же дламетра. 


СуВдоватехьно окружность круга равна три раза взятому дгаметру` 


круга съ частью того же Маметра, которая больше Е м меньше ь: час- 


тей того-же даметра. 


Примич. В). Изъ этого видимъ, что Архимедъ, дая того чтобы отнять у софистовъ 
зозможность возражать противъ его вычисленй, гдё приходилось ифсколько разъ извле- 
кать во приближеню квадратные корни, ведеть свом вычмыслешя такъ, чтобы всегда 
имёть одио 9120 больше описаниаго периметра, а другое мевьше виисаниаго и находить 


ю 10 
такимъ образом два иредфла Зл и Зо» Нежду которыми лежитъ величина окружнос- 


ти круга. Овъ принялъ большй предфль 3 Е за приближемное отношеше окруж- 


ности къ данетру. Ногрёшмость, дфлаемая при этом, меньше разности иредФловтъ, 


1 : : 
т. ©. меньше „,. Такое приближене больше чфыъ достаточно въ практическихь призо- 
женыхь. Это все то, что заключаеть кинга Архимеда. 


ме +4. 


Евтоюй въ своихъ комментайяхъ Архимеда Елтожоу абхальуитоо 5 
за аручинбоэс кефь сфирас мой ху уЗроо кой та ОХХа опорлурало, гово- 
ритъ, что Аполловй Перигейсий, въ утеряниомъ сочинени @хотоВоос, вы- 
чиелилъ отношеше окружности къ маметру съ большимъ приближенемт, 
Что значить слово ОФхосовосс неизвестно. Галлей думаетъ, что это должно 
быть Охотожос, т. е. вычислять быстро большая числа. 

Кром Аполлона Евтокй упоминаетъ еще о Филон8 Кидарскомъ, ко- 
торый еще ближе подошелт, въ своихъ вычисленяхъ, къ окружности. 

Это н все, что мы знаемъ о квадратурВ круга у древнихз. 

Дюфантомъ Алекезнарйскимъ, жившимт въ 1У-мъ вЪкВ, какъ полагають 
въ царствовани Юлана, заканчивается блестиший перюдь математическаго 
развиз1я и вообще вефхъ наукъ; затВиъ наступаеть перюдъ религюзныхь 
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споровъ, повлекпий за собою гонешн на взыческую философю. Только отъ 
времени ло времени являются комментаторы древнихъ авторовъ каковы: 
Нрожкхть въ 485 году, Маринусъь изъ Неаполя, Евтовый въ царствоваше 
Юстивана, Антеминусъ въ 584 году, Филопонусъ, Дидимъ, Калькентеросъ, 
Пеемусъ и друг. 

Съ 1Х-го вВка греческая ваука переходать къ Арабамъ, больная 
часть греческихъ творенй нереводитсн на арабскй языкъ м комментируют- 
ея арабскихи ученыхи, а Европа, въ это время, пнадаетъь въ такое мевз- 
жество, что гречесыя твореня, если и были извфетны, то только иъ араб- 
скихъ переводахъ. 

Какъ въ оригинальныхъь сочннешяхъ арабскахъ авторовъ, такъ и въ 
ихъ комментармяхъ ва греческа сочинения мы не ваходлимъ ничего зам$- 
чательнаго отпосительно квадратуры круга; задача эта яиляегся на сцену 
только съ возрожлешемъ иаукъ въ Европ, съ ноловины ХУ-го взка, когда 
Ремомонтанусъ (Ведотопато$)® взялся возражать знаменитому въ то время 
кардиналу Куза (Саза) противъ его квахратуры. Николай Куза, умерший въ 
1464 году, быхъ одинъ изъ тфхт, людей, съ независимымъ умомъ, которые 
приготовили возрождеше наукъ въ ЕвроиЪ. Онъ первый возобновилъ задачу 
ивадратуры круга н дли вычислея рамуса онъ употребиль формулу: 


иво», 
2 зш — 


гдВ м есть число сторовъ правильнаго многоугольника, р периметръь его, 
ах рамусъ круга. Это выражеше не можетъ служить основашемъ дока- 
зательства несонзм римости окружности съ дзаметромъ. Въ своемъ возраже- 
вн Регюомонтанусъ опредзлиль немного точнзе чЪмъ Архимедъ отношеше 
окружности къ даметру. 

Петрь Мешй (Ме!оз), живиИй въ начал ХУГ-го вБка, быль первый, 


опредВливи!й несьиа значительное приближене окружности къ ламетру 
356 
з’ Которое, выраженное въ десятичныхь частяхь, начинаегь разниться 
только съ седьмой десятичной цифры отъ настоящаго, именио: 
355 
о о 929... 
113 3.141529 


а настоящее 3,14159265.... 


* Настоящее има его Зозали Мийег; онъ род. въ 1446 г. въ дереви® КоевЪегв 
в ИКбеощефеги около Кобурга. Отсюда и произошло вазваюе Кедошошапив. 


Зи 


Н%которые писатели приписывають это замчательное отношеше ох- 
ружности къ даметру Алрану Мецию, сыну Петра, но это иеправильно. 


Ветъ (У№е 1540—1603 г.), нашелъь замфчательвое выражене для 
отношеня плошади квадрата вписаннаго въ кругъ, къ площади круга, коего 
д!аметръ равенъ единиц», именио: 


ИИ ИУ! ИЖЕ 
| +7 3: | Ен: а+Р 5-ю ®. 
такъ, что площадь круга будетъь рана единиц, раздВленной ва: 
а и РИ и Е 
ЗИ т. ОИ а И 
Ветъ нашелъ, такимъ образомъ, приближене: 


3,1415926535--в 


в®рное до одиннадцати цифръ; & есть погрёшность, которая меньше еди- 
ницы посхВдняго разряда. 

Выражене свое Нетьъ вывелъ, разсматривая кругь какъ многоуголь- 
никъ съ безчисленнымъ числомъ сторонъ. 

Съ этихъ поръ геометры, не нзходя точнаго рёшеня квадратуры, 
стараются вычислить отношевше окружноетн къ маметру все гочн%е и 
точн%е. За Ветомъ слдуеть Адранъ Романусъ (Уав Коотеп 1561— 
1615 г.), вычисливиий сторону полнгона, имВющаго: 


1073741824=2° 


сторонъ и получив, такимъ образомъ, 16 цифрь для отношевя окруж- 
ности къ даметру: 


3,141592658589793. 
Съ этихь порь это число, т. е. отношеше окружности къ даметру 
означается греческою буквою 7, начало слова лерферео. 


Лудольфь изъ Кельна (Годофи уад Сещеп, 1539—1610 г.), совремея- 
никъ Романуса, даетъ еще большее приближене, состонщее изъ 36 цифрь. 


3,14159265358979323846264338327950288. 
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Окружность круга заключается между этимъ числомъ и чнеломъ, уве- 
личеинныЪъ единицей. Лудольфь вычислилу это приближене слФдующимт. 
образомъ: оиъ половилъ ращусь круга равным единиц еъ 75-ю нулями 
и вычнелиль стороны, вачивая съ стороны вписанняго квадрата, до сто- 
роны правильнаго многоугольника, ни8ющаАго: 


36893488147419103282==2°", 


сторопт, затзмъ вычислиль сторону правильнаго опиеаннаго многоуголь- 
ника съ тжиъ же писломт, еторонъ, сравниль периметры этихъ миогоуголе- 
никовъ н нашель, что они имЗютъ 36 общихъ первыхъ цифръ, откуда 
ОИЪ заключиль, что эти 36 первыхъ цифръ выражаютъ окружность, съ 
погр8шностью меныше единицы. Надобно удивлятся терв®ию и усидчи- 
вости Лудольфа, потому что едвахи можно найти работу боле скучную и 
однообразную; въ ней мы не находимъ ни метода, ни прмемовъ, упро- 
щающихЪ вычислешя. Какъ ня скучна была работа Лудольфа, по нашелся 
натеръ Гримбергеръ (бгипфегиег), который провёрилъ вс вычиеленя Лу- 
дольфа и нашелъ, что они вЗрны. 


Снелмусъ (УШеьгой ЭпеШшаз съ 1591—1626 г.), занимаясь квахратурой 
хруга, нашелъ двВ теоремы, которыя дають пред®зы окружности боле 
т№сиые, нежели вписанные и описанные многоугельники. Эти дз теорехи 
сокращаютъ на половину вычислентя, чтобы получить отношене т. Ар- 


химедъ долженъ быль, какъ мы выше видЪли, употребить 96-ти вписан- 
ный и описанный многоугольникъ. Снелжусь, зная только сторону шестяу- 
гольника, съ помощью свонхъ теоремъ, даетъ тоже приближеше, а 96-ти- 
угольиикъ ему даеть приближене 3,1415926. Затмъ онъ провёряетъ приб- 
лижеше Лудольфа съ помощью многоугольника, который далъ бы Лудольфу 
только 17 десятичныхь зпаковъ, & съ помощью приближещя Лудольфа онъ 
могь получить приближене съ 15 знакаии. 


Снелмусъь еще вычислилъ предан окружноети, которые даютъ впи- 
санные и описанные многоугольники, начиная съ 80-ти угольника до 
5242880—2“° угольника, такъ, что если бы кто нибудь предложилъ лож- 
ное отномеве окружности къ даметру, то обращля его въ десятичную 
дробь, легко, изъ ниже сл8хующей таблицы, вихЪть ниже или выше ка- 
кого предла лежитъ предложенное число. 


—МжщЩ—Шш т —ыы=2—--=.-. Пи 
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Число сторонъ. Перну. вписан. многоуг. ‚ Перим. описан. многоуг, 


| ее. 
ть Е ее | 
80 | зо | 38 = 3,140 | 3,143 
| 160 3,141 3,142 
| 320 3,1415 3,1417 
| 640 3,1415 3,1416 
| 1280 | 314158 | 3,14160_ 
’ 2560 3141591 3, 141594 
1 5120 Г 3.141598 | 3,1415930 
10240 3,14159260 3,14169274 
‚ 20480 ‚ 314159264 314159268 
| 30960 : 314159965 3,14169266 
| 81920 3,141692652 3,1415902655 
163840 |  3,1415926533 3,1415926540 
327680 3,1415926535 | 31415926537 
655360 3,14159265357 3,14159265861 
1310720 3,14159253586 3,141592653596 
| 252440 | 3,14159253589 3,141592653591 
| ‚ 3141592658590 


5242880 3,1415926535896 


Занимансь тТВмъ же предметомь Гюгенсь (М. Ниувевя 1629— 
1695} далеко оставалъ древнихъь и Снелл!уеа; онъ, съ своей стороны, на- 
веть дв теоремы, которых даютъ таке два предВла, что достаточно вы- 
числить сторону шестидесятиугольныка, чтобы получить 10 вЗрвыхъ зна- 
КовУ, 

КромВ этого Гюгенсъ нашехль еще схфдующую теорему: что всегда 
можно опредёлить ирямолинейную фигуру, которая уравнов\ шиваетъ, будучи 
новфшева извЪствымъ образомъ на вфеахь, сегментъ круга. Если бы 
центрь тяжести круга всего сегмента былъ изв®стенъ, то изъ этой тео- 
ремы вытекала бы квахратура круга, во вЪ томъ-то и д8ло, что этотъ 
центрь есть таже квадратура. 

Одинъ изъ еамыхъ замВчательныхь искателей квахратуры круга быль 
Грегуарь де Сентъ-Венсенть (бгбдоте 4е Заии—Упюеь 1584—1667); 
вх Фдованя его относительно квадратувы круга привели его къ мвогвыъ, 
Весьиа замЪчательнымъ результатамъ, но его квадратура, какъ и всвхъ 
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подобныхь искателей, оказалась ложною. ИзелВхованя эти выходять за 
пред®лы элементарной геометри, поэтому я объ нихъ здесь и не стану 
говорить. | Е 

Упомяну еще, что Брункерь  (Вгопиекег 1620—1684) нашежъ, 
принимая площадь вписаннаго квадрата въ кругВ за единицу, что пло- 
щадь круга равна слЁдующему выраженю: 


2-2, 81 
2+... 


которое получило тогда же назваше непрерменой дроби. 


ПослВ столькихъ усизй отыскать квадратуру круга естественно дол- 
женъ былъ явитея вопросъ: возможно-ли рВшить эту задачу? Первый изъ 
геометровъ изслВдовавиий задачу квахратуры круга въ этомъ направхени былъ 
Яковъ Грегори (Засфаез Сгерогу), за нимь Ньютонъ (Метюп), но ихъ доказа- 
тельства, какъ и нзкоторыхъ другихъ геометровъ, находятъ неудовхетвори- 
тельными. Замчу еще, что Ламбертъь въ Метойез @е Вейт за 1761 годъ 
показаль чт0 п или отношеше окружности къ даметру есть число несоизы$- 
римое, а Лежандръ показать что и тп’ есть также число несоизмЗримое. 
Если обратить внимане на число знаменитыхъ геометровъ, занимавшихся 
квадратурой кругъ, какъ въ одномъ направлени такъ и въ другомъ, то 
вфроятность лФлаетел весьма значительною, что квадратура невозможна. 
Зам тимъ при этомъ, что еслибы она и была возможна, то рВшеше этой 
задачи важнаго зпаченя въ геометри не имфетъ, а потому Парижская ака- 
дем1н въ 1775 году напечатала въ Мошотез 4е РАсайепие сл дующее заяв- 
леше: 

Г’Асайбтие а риз, сейе апиве, Ца гезошиоп 4 пе р!из ехалыпег ацсчие 
зомНоп 403 ргоЫётез 4е а @ирюа Нов да сибе, @е 1а Шзесбою 4 Гапре ои 
йе 11 доядгаито @п сегс]е, пл аисопе тасбше а0еопсбе соште вн топуешев 
регреве]. 

ПослЪ этого краткаго историческаго очерка квадратуры круга я из- 
ложу, какимъ образомъ нынзине геометры, воспользовавшись трудами своихъ 
предшественниковъ, отыскиваютъ отношеве окружности къ маметру м на- 
ходятъ площадь круга. 

"Мы видВли, что Архимедъ, и прежде его, друге геометры раз. 
ематривали кругъ и вообще кривыя лиши, какъ предёлъ, вписавныхь или 
онибанвыхъ, многоугольниковъ, коихъ число еторонъ можеть неопред енто 
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возрастать, & величина ихъ неопред®ленно убываль. Но этоть премъ 
древними не былъ возведенъ въ методъ изслдованя, кавъ онъ возведенъ 


у насъ въ два метода, въ сущности составляющее одинЪ, методь безко- 
ненно-малыхь и методь предъловь. 


УП. Методь предфлеву. 


Когда древние геометры приступили къ измфрению кривыхь лин и 
площадей ограниченныхь кривыми лишями, то первая, безь сомнЗия, 
мысль, и самая естественная, была замнить кривыя лини и кривохиней- 
ныя площади другими простёйшими, которыя они усиВли уже измрять, 
т. е. фигурами примолинейными и притомъ выбранными иввЪетнымъ обра- 
зомъ, именно: чтобы ихъ величина оставалась неопредъленною, т. е. могла 
бы быть то больше, то меньше, и, увеличиваясь или умеиьшаясь, могла-бы 
такъ приблизиться къ даинымъ величинамтъ, что разность между сими пос- 
лЪдними и выбранными—простёйшими могла бы сдЪлаться менте всякой 
Эанной величины. 

Величина, которая, въ продолжеши изсяФдованя, не ныфеть опредз- 
лениаго числоваго значен!я, а можетъ быть то больше, то меньше, одинмъ 
словомъ, которая можетъ получить безчисленное множество значенй, - на- 
зывается величиною перемюнною. Мапримръ, хорда въ круг есть вели- 
чина перемЪннля, такъ какъ она можеть имЪть вс числовыя значе 
отъ нуля до даметра. 

Таже величина, которая, въ продолжени изсл®дованя не измВняется, 
т, е. имфетъ одно только числовое вначене, называется постоянною. На- 
прим8ръ, даметрь круга, окружность суть величины постоянныя. 

ПеремВнная величина можеть увеличиваться или уменьшаться безпре- 
АВлЛЬНо, т. 6. можеть получить всевозможныя числовыя значешя отъ нуля 
до безконечности, т. е. можеть сдёлаться и мензе и бол№е всякой данной 
величины. Но если перемВнная величина, увеличиваясь или уменьшаясь 
веопред®ленно, приближается къ извВетной опредЗлеиной величин такъ, 
что разность между ними можеть сдВлаться менфе всякой данной вели- 
чины, но нулемъ сдёлаться никогда ве можеть по свойству перемнной и 
постоянной, то постоянная величина, къ которой стремится нерехВнная 
называется предъьломь перемфиной. 

Предёхь перемЪнной, которая можетъ, уменьщаясь, сдаться мене 
всякой данной величины, есть нуль. Наприм®ръ дробь = съ увеличенемъ 
числа ® неопредзленно уменьшается, но нулемъ сдЗлаться не можеть. Въ 


1 
самомъ д№ль, если данная величина была 01, то перем нная == мокетъ 
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едЪлаться меньше 0.1, если положить я—100. Если ханная величина есть 
0,01, то перемииая = будетъ меньше 0,01, если положить „—1000 и 
: 1 

т. д., но, при иеопред®ленномъ возрастани числа з, перемВиная „ нулемъ, 
очевидно, сдВлаться ие можетъ. Евклидъ въ первомъ предложеши десятой 
книги доказываеть, что если даны дв величины, изъ коихъ одна какая 
угодно малая, то всегда отъ другой можно отиять такую ея часть, что 
остатокъ будетъь меньше другой данной. Это предложеше Евклида одно 
изъ самыхъ важныхь такъ какъ оно служить основанемъ метода предф- 
ловъ (кн. 10, пред. 1). 

Перем%нная величина, которой данная должна быть предвломъ, вы- 
бирается такъ, чтобы она удовлетворяла схёдующимъь условямтъ: 

1) Чтобы, по своему свойству, она могла получить безчислениое мно- 
жество значенй и чтобы каждое изъ этихъ значешй, въ извЪстиый мо- 
ментъ, могло быть опреджлено или изм8ренно. 

2) Чтобы разность между преджломъ и перемВниой величнной могла 
едЪлаться мене всякой данной величины. 

Если на кривой лини возьмемъ иЪеколько точекъ н соединимъ эти 
точки прямыми линии, то получимъ ломанную линно вписанную въ крн- 
вую. Если теперь, между вззтыми точками на кривой, возьмемъ друпмя 
точки и соединимъ, эти посхёиня, съ предъидущими, то подучимъ дру- 
гую ломанную, которая лежить ближе къ кривой. Продолжая подобное 
востроеше мы будемъь полузать ломанныя лини которыа будуть все 
ближе и ближе подходить къ кривой, но мёрЁ воврастаня числа сторонъ, 
которыхъ величина выЗетВ съ тЪыъ убываетъ. При неопредфленномь воз- 
растан!и числа сторонъ ломанная линя приближается неопредленно къ 
кривой такъ, что кривую разематривають какъ предЪхль ломанной впи- 


санной. 
Если чрезъ точки взятыя на кривой проведемь къ ней касательныя, 


то он, пересзкаясь, образують ломанную, которая при иеопредвленномъ 
возрасташи числа точекъ взятыхъ на кривой, неопред®ленно приближается 
къ кривой, такъ что кривую можно разсматривать и какъ предзхль опи- 
санной ломанной лини. 

Предложене 15. Ломанная лия, имзющая охни концы съ прямою, 
больше этой посл дней (фиг. 293). 

Доказин. Пусть данная прямая будеть АЕ, а ломанная АВОПЕ я 
говорю, что: 

АЕ<АВ--ВС-+-СП--ПЕ. 
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Соединамъ точку А съ точками Св_0, то будемь аыфть слВдую- 
щя неравенства (ки. 1, пред. 20): 


Фиг. 293. 


АЕ<АТ-НОЕ 
ар<АсС+-сП 


АО<АВ-ВС. 
Складывая, получимъ: 


АЕ<АВ-ВО--СО-Е. 


Это носжВднее неравенство существуеть, каковы бы ни были число и 
малость сторонъ ломанной лини, а сл довательно и предёлъ хоманной—кри- 
вая лин1я, имВющая одни концы съ прямою, боле сей посл дней. 

Предложене 16. Замкнутая выпуклая ломанная лишя, ограниченная 
со иёхъ сторонъ также выпуклой ломанной меньше этой послЬдаей 
(фиг. 294). 7 


Фиг. 394. ы 


Доказат. Пусть АВСП будетъ ломанная, ограничивающая со веЁхъ 
сторонъ ломаниую ЕР@НОГ, я говорю, что: 


АВ+ВС+-Ср--РА>ЕЕР-+Еб-+6Н+НО-+-01-+-ГЕ. 
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Въ самоцъ ДАЖ, мы имфемъ слАдующая неравенства (кн. 1, пред. 20): 
АЕ-АМ>ЕЕ+-ЕМ 
ЕМ-+-М6> ЕВ, 
@В-ВМ>СН-- НМ, 
НМ+-№>НоО 


ОС-Ср--ПР>ОГ-+ТР 
ГР-РЕ>ГЕ, 
складывая и выбрасывая облйе члены, найдемъ: 
| АВ--ВО+-С0-+-БА>ЕЕ+-ЕВ-+-@Н--НО-+ОГ-+ТЕ. 


Это поелёднее иеравенство существуеть какое бы нибыло число и 
малость сторонъ двухъ выпуклыхь ломанныхъ линй, слЬдовательно, если 
одна изъ нихь или об будуть кривых лини, то ограничивающая всегла 
больше ограниченной. 

Предложене 17. Окружность круга есть предфль какъ виисаниаго 
такь и описаниаго миогоугольниковъ (фиг. 295). 

Доказат. Впишемъ въ кругъ и опишемъ около него правильные, для 
простоты, многоугольники, произвольнаго числа сторонъ, положимъ з. За- 
ТВыъ удвоимъ число сторонъ вакъ вписаннаго такъ и описаннаго многоу- 
тольника и, будешь продолжать такое д»Ъйстые неопредЁленно: я говорю, 
что оба периметра, вписанный увеличиваясь а описанный уменьшаяеь не- 
опредзленно, приближаются въ окружности. Въ самомъ дВлВ, пуеть 
АВСПЕ.... будеть иериметрь вписаннаго, а А'ВС'П'Е..... периметръ опи- 
саннаго многоугольника, первый будеть меньше окружности, & второй 
больше (пред. 16). 


Фиг. 295. 


Такъ какъ эти миегоукольмики подобны, то периметры ижъ относятся 
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межу собою (кн. 6, прим. 17, пред. &), какъ ихъ зповемы, но апоеема вии- 
саннаго есть ОЖ, а описаннаго есть ражусъ круга, сл довательно: 


Р:р=и: ОК. 


Въ многоугольниЕВ величина сторонъ неопредВленно уменьшается съ 
неопредленнымъ увеличешемъ ихъ чиела, слВдовательно, неопредленио 
уменьшается н разность я_ОК-=ЖХ, будучи меньше стороны АК, какъ 
видно изъ треугольника АКГ, въ которомъ АГ>КЕГ. Если КГ, стре- 
хится къ нулю, то ОЖ неопредфленно приближается къ т, сл№довательно, 
неопредленно сближаются и периметры Ри р, какъ видно изъ предт- 
идущей проперци. Но р меньше, & Р больше окружности круга (пред. 16), 
сфдовательно оба они неопредВленно приближаются въ окружно- 
сти, одинъ увеличиваясь, а другой уменьшаясь, поэтому окружиость круга 
есть ихъ облий предлъ. 

Предложенще 18. Площадь круга есть пред®лъ площадей какъ вни- 
‹аннаго такъ и описаннаго многоугольниковъ (фиг. 295). 

Доказавн. Въ самомъ хвлЬ, многоугольники АВСРЕР@и АВСРЕЕС’ 
подобиы, сл довательно (кн. 6, прин$ч. 17, пред. @), площади ихъ относатся 
между собою какъ квадраты апобемъ, но апоеема вписаннаго многоугольиика 
есть ОК (см. фиг. 295), а описаннаго есть ралусъ круга, елФдовательно 
хы имЗемъ: 

Пл. 4'В...Е'6'_ т 
Нл. АВ...Р@  ОЕ* 


но мы выше ноказали (пред. 17), что съ увезличенемь числа сторонъь, ОЖ 
неопредВленно приближается къ-”, ся®жовательно, какъ видно изъ предъ- 
идущей пропорща, и площадь многоугольника А’В....Е' С’ иеопред®левио 
приближается къ площади многоугольника АВ....Е@. Но площаль круга 
меньше первой и болыише второй, сл довательно она есть ихъ общий пре- 

Показавь, что окружность круга и площадь его можно разсматри- 
вать какъ предвлы величинъ боле простыхъ, которыхъ величина можеть 
быть всегда опредвлена, н изложу основныя предложен!я методы иред®ловъ. 

Предложене 19. Если двЪ перем нныя величины, оставаясь равными, 
стремятся къ извзстнымь предзламъ, то и предфлы этихъ перем%нныхь 
также равны. 

Доказат. Пусть А и В суть предёлы равныхъ перем%иныхъ, то эт 
перем иныя можео написать въ форм: 


Ах и В-у, 
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гдё 2 и у суть перемфнных, неопредфленныя величины, инфюнря предф- 
ломъ нуль. 
По условю мы всегда ныземъ: 


А-нх = В-ну 
откуда: 
А—В=у—х 

Первая часть 4—В этого уравнешя есть величина постоннная, а 
вторая у—т есть величина перем нная, и притомъ иеопрехЗленно умень- 
шающаяся, что не иначе возможно какъ только тогла, когда мы имфемъ пос- 
тоянНно х=у, т. е когда 4=В. 

Предложензе 20. Если дв перем®ниыя величины, сохраняя между 
собою постолыное отвошене, стремятся къ извёстиымъ предёламъ, то и 
эти предзлы имЪютъ между собою тоже отношен!е. . 

Доказат. Пусть прехВлы перемЗнныхъ булуть Аи В, то сами пе- 
ремЁнныя будуть А--х и Ву. Чо условю мы имЗемъ: 


А-нх 
Ву 


гдВ а есть величина постолиная. 


= а, 


Это уравнеше можно написать такъ: 
А— Ва-=ау—, 


въ этомъ нослёдиемъ уравнен1и первая часть есть величина постоянвал, 
® вторая перемЁннал, неопредёленио уменьшающанея, а это возможно 
тоаьхо тогда, когда ау—х=0, т. е. когда: 


в 

Методь предъьювь. Когда хотнть найти зависимость между величи- 
нами, которыя ие легко сравниваются, то находять тайн простВйиия ве- 
хичины, которыл бы можио было легко еравинвать и которыхь бы данныя, 
дли сравнешя величины, были предлами. Если таюя простВйийя вели- 
чины иайдутся, то задача относительно данныхъ везичинъ рёшеиа. Въ 
самомъ дЪлВ, зависимость между найденными простЬйшими выражается, 
въ большей части случаевъ, уравнешемъ, въ которомъ 06 части суть пе- 
рем%нных величииы, имЗющуя извзстиые предфлы, сл®довательно въ силу 
предложен (19) это уравнеше существуеть и между предёлами взатыхь 
простёйшихь величийъ. 

Бриложимъ сказанное къ кругу. 
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Предложене 21. Окружиости, двухъ, круговъ относятся между, собою 
какъ ихъь радуен. 

Доказат. Пусть 7 и г, будуть ражуеы, а Ои О, длина окружнос- 
тей. Впишемъ въ об эти окружности правильные многоугольники съ од- 
нимъ и тзыъ же числомъ сторонъ. Пусть Ри Р, будуть периметры этихъ 
многоугольниковъ, то мы будемъ имЗть (вн. 6, примч. 17, пред. @): 


ре 


р г. 


Эта пропоршя имЗетъ м%сто какое бы ни был число сторонъ вин- 
саниыхь многоугольниковъ, но, съ увеличенемъ числа стороиъ, многоуголь- 
виковЪ, периметры ихъ стрематся къ своимъ предфламь О и О,, сл№лдова- 


тельно (пред. 20) таже пропорщя будеть имфть м%ето и между предзлами, 
т. е. мы будемъ имфть: 


Сльдстве. Предъидущую пропорцию можно написать въ сл%дующей 
форм»: | | 
0_0, 0_ 0, 
7х, 2 9.’ 


изъ которой видно, чию отношеще окружности кь дламетру есть постоян- 
ное число для всъть круювь. Это число назвали, какъ мы видЪли уже 
выше, чрезъ х, т. е. мы всегда имЗемъ для везхъ круговъ. 


© =^, или О==9ту. 
2 


Предюжеще 22. Площади двухь круговъ отиосятся между собою, 
какь квадраты ихъ радусовт. 

Доказат. Пусть г ит, будуть рамусы, а Пи П‚ площади кру- 
говь. Впишенъ въ оба круга правильные многоугольники съ однимъ и 
тВыъ же числомъ сторонъ и означимъ площади этихъ многоугольниковъ 
чрезъ Ри Р,, то цы, будеиъ имть: 


Эта пропорщн будеть имЪть м$ето какое бы нябыло число сторонъ 
зиисанныхь многоугельниковъ, но, съ увехичешемьъ числа сторонъ много- 
41 
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угольникопь ихъ площади стремятся къ площадниъ круговъ. которыя суть 
ихъ предфли, саФфдорательно мы будемъ имть (пред. 20’: 


т. е. площади двухь кровь относятся между гобою, какъ квадразны иль 
радусовь. . 
Слыстве. Если прехънлущую пропоршю напишемъ въ фор%: 
П_П, 


Пе 
1 


г г 


то видимъ, чию отношеше площади круп кь площади увадрата. построен- 
наю на раднует, есть число постоянное. 
с. Ч 

Легко показать, что отношене „г есть ничто иное какъ т. Въ са- 


момъ дЪлЬ, мы видфли, что площадь круга (прибав. УТ, пред. 1) равна пло- 
щади прямоугольнаго треугольника коего одинъ катетъ равенъ окружиостя. 
в другой ражусу круга, но окружность круга равна 27, сл8ловательно плю- 


щадь круга будеть равна лу’. Откуда Е ое 
Предложене 23. Площадь сектора равна дуг сектора, умноженной 
на половину радуса (фиг. 296). 
Фиг. 296. 


А. „В 


„Доказат. Мы видЪли (вн. 6, пред. 33), что площади двухъ секто- 
ровъ относятся между собою какъ соотвЪтствуюния дуги, сл®довательно: 


Площ. круг. : Нлощ. сек.==0Ок. : дуг. АВ 
ИЛИ 
пи’: Площ. сев. =2лт : дуг. АВ, 
откуда: 


Площ. сек.==дуг. АВ. 2 . 
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Остается теперь показать какими способами новые теометры вычис- 
хили приближенное отношен!е окружности къ даметру. Такихъ спосо- 
бовъ есть иъсколько, изъ коихъ главные суть слёдуюние: сн0собь перимет- 
ровъ, способь изопериметровь ч способь площадей. 

1. Слособь периметровь. Этотъ способъ употребилъ, какъ мы видёли, 
Архимедъ, овъ самый простой и самый естественный, хотя ведетъ къ до- 
польно сложнымъ ариеметическимъ вичисленниъ. Новые геометры, не 
прибавили къ нему ничего особенпаго, приложили только свом болфе со- 
вершенпые ариометическе и алгебраничесые премы. 

Мы выше видфли, что окружность есть предвль, къ которому стре- 
мятсл, съ увеличенехь числа сторонт, правильные виисанные и описан- 
ные многоугольники, оданъ увеличиваяеь, а другой уменьшаясь. ОСл$дова- 
тельно, вычиеляя периметры такихъ многоугольниковъ вес съ большимъ и 
болышимъ числом сторонъ мы получимъ рядъ чисель попарно, между 
каждою парою которыхъ будетъ заключаться чиеловая величина окрух- 
сети. ° 

Если х есть ралуеъ даннаго круга, & и„ есть сторона правильнаго 
виисаннаго многоугольника съ я сторонами, то стороны и.„ и А.» виисан- 
наго и описаннаго правильныхь многоугольниковъ съ удвоенныхЪ числомЪ 
сторонъ будуть: 


в 27а: 
ани 4. , А:и= ВЕ АН 


У 
Иринимая радуеъ круга за единицу, предъидуйя формулы сдЗлаются: 


„=И 2— у 4— а! з А:н= и: ===. 1 
а а у (1) 


Если ращусъ круга равенъ единиц, то окружноеть будетъ 2к, ел3- 
довательно число т будетъ всегда заключаться между  полупериметрами 
виисаннаго и описаннаго многоугольниковъ. Такъ какъ сторона вписаннаго 
шестиугольника равна радусу круга, то его полупериметръ ееть 3, а какъ 
сторона описаннаго квадрата равна даметру круга, то его полупериметрь 
равенъ, 4, слЗдовательно число = больше 3 и меньше 4, т. е. 3<к<4. 

Полагая для краткости: 


н.=} Уз, и, =} Уз, =! У 4, ... 
н замфчая, что и,=1, найдемъ: 


} | 12 
а,=И2—у3, А м _ : ву 
! 12 


м 


Ул 


а„=У 2—2 з А,= ы. , 2" р) 4м. ь 


== 48 
@„— у 2—2, ’ А. = ее ’ 2к " 
з 88 
ит. д. 


Такимъ образомъ, начиная съ шестиугольника, мы можемъ вычислить 
посл хдовательно периметры вписанных и описанныхь миогоугохьниковъ 
съ 12, 24, 48, 96, и т. д. сторонами. Между парою такихъ периметровъ 
лежить всегда число 2 или окружность круга, коего радусь-—1. Если 
возьмемъ у3—1,732050807568817 *, то найдемъ послВдовательно: 


а, ==0,517638090205 12а» =6,2116571 
и, =0,966925826289 | 124, =6,4307806 
и, =0,261052384440 ‘24, =6;2652572 
и, =0,991444861874 24А„ =6,3198199 
а, =—0,130806258460 48а. ==6,2787004 
и, =0,997858923234 484, =6,2921724 
а =0,065438165643 96а» =6,2820639 


и, =0,999464587476 96.4„ ==6,2854992 
а.» ==0,082723468258 192 а,., =6,2829049 
и, =0,999866137909 1924,., =6,2837461 
а. =0,016362279208 384 а. ==6,2881152 
и, =0,999966535917 384 А. =6,2833260 
а. ==0,008181208052 768 а ==6,2831678 
и, =0,999991683444 768А„., =6,0839903 
@,вав ==0,004090612582 1536 чз =6,9831809 
и, —0,999997908359 1536.4,» =6,2831941 
аз —0,002045807361 3072 в, —6,2881842 


о, =0,001022653814 6144`4 1. 266,0881850 
и, =0,999999869272 6144.А... =6,2831858 
а,„в-=0,000511326924 12988 а, „„н=6,2831852. 


| 

-ш, =0,999999477089 30784, =62881875 
=, =0,999999967318 | 12288 А ‚„и-=6,2831854 

] 


+ Мепонев 4е РАсбйеные див Версев, 1747, рав. 443. 
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Если разсмотримъ периметры вписаннаго и опиеаннато многоугель- 
ников, то увидимъ, что по мЁрь возрасташя числа сторонъ периметры 
нхвютъ все боле и боле общихъ десятичныхь знаковъ, такъ что пери- 
метры—12288 угольниковъ отличаются только седьмой десятичной цифрой, 
сяАдовательно первыя семь цифръ обийя обоимъ периметрамъ нринадле- 
жать, очевидно, окружности, т. е. число 6,283185 выражаеть приближенное 
числовое значене окружности, когда рамусъ-—1, съ погрёшностью мень- 
шею одной миллюнной радлуса. 

Если возьмемъ средне число между периметрами ваисаннего (и опи- 
саннаго 12288-угольниковъ, то получимь число 6,2831853, которое 
выражаетъ окружность вЗрно. включительно до носл№дней цифры, т. е. мы 
нузеит: 

21—6,2831853 
куда: 
'—=3,1416926 


съ погрёшностью меньшею 0,000001. 
Если окружность круга иримемъ за единицу, „то изъ формулы 
Ок.—2жу найдемъ: 


‘д ыы 5-031808699 


число, выражающее хаметръ круга, кеего окружность}. 

Можно уменьшить въ двое число извлеченй корней, вычисхяя выЗсто 
сторонъ многоугольниковъ хорды ВС ин В,С дугъ, кополняющихь дуги 
АВ, АВ,, ло полуокружности (фиг. 397). 


Фиг. 297. 


Въ самомъ дЬлЬ, ‘пубь А-а, АВ, =в„, АВ,=м», ВО, 
В,0=.., В,О=„ и АС=2, то мы навдемы 


З-на, туд 


326 
Я ВАКЪ 0.,=У2—У4— а, 10: 
и„=У8—Ь, , 4—2 — 6, 


если вифсто *.» подставимъ его предъидущее выражене въ выражене для 
Ь.„, то получим: 


| „— У 2-6, . 


Точно также навдемт: 


ыы 5, „= 9-НЬ.„ 
итлх. 


Полагая а„—1 найдемъ 6,—у3 =1,7320508075. Очевидно въ этомъ 
случа а,—а., а 8, 6», В», будутъ хорды соотвётетвующия многоуголь- 
микамъ съ 12, 24, 48 ит. д. сторонами. Если ихъ означимъ чрезъ В,, 
$,,, 6,, ит. д., то найдемъ: 

$, =И2-1,7320508076==1,9318516525 
В, =У2-+1.9818516625=1,9828897237 


ъ,, =У2-1,9828897227=1,9951178465 
В, —=И21.9957178165==1,9989291749 
Б=УИ1 9989291749 =1 ,9997822758 

ь ИТТ в6 1, 99УЗЗОбТВ, 
5, „=У2-+1,9999330678= 3,9999330678 


откуда иаконець: 
а 4--В „= У 4— 3.99993 30678= 


я = 0,0000669322=—0,00818121. - 


Умножая это посхВднее число на 768, получимъ перкметръ 768 
угольниив вписаннаго, затзмыъ найдемъ периметръ 768 угольника описаи- 
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наго, откуда, какъ было сдЪлано выше, опред®лимь п съ извЪетнымъ 
приближенемт. . 
Способъ периметровъ можеть быть изыЗненъ слёдующимъ образомъ: 
Если означимъ чрезъ р, и Р, периметры двухъ правильныхь много- 
утолъниковъ р, вписаниаго, в Р, описаниаго, а чрезъ р, и Р, также пе- 
риметры внисаннаго и описаннаго многоугольниковъ, но съ двойнымъ чис- 
ломъ сторонъ, то какъ мы вилли выше, будемъ имЪть что: 


1/1 1\ 1 1 
РВ --ь ==, 1 
(> в. Ри УР, р, я 


слБдовательно, числа: 


(2) 


начиная съ третьяго, суть поперем®нно средне-ариеметичесяя и средие- 
геометричесмя между двумя предшествующими каждому изъ нихъ. 
Если чиеля: 


означимъ чрезъ: 


а, @, @,.. у а 
& чиста: 

111 

р’ °” 
чрезъ: 


и, и,, “., * * 39 
то рядъ (2) едлается: 


а, , а, м, а, Ш, Ч, №, ... (3) 


а формулы (1) вообще будуть: 
а— з (ани 1), и, — Уз, ми. 


1 

Числа а,, а,, а., .. › возрастая неопредвленно, остаются воегла< р, 

а числа и, ц,, и,, .., уменьшаясь неопред®хенно, остаютея>`. › т. в. 
1 

чиело— будетъ всегда заключаться между двумя послЗховательными чис- 


Ох 
з8ми ряда (3). 


308: 


Но цы вахфли, чт, каждая, иръ разносрей м: — п, , Ч — в, .., Ча 
меньше одной четверты непосредственно своей предъидущей (приб, рад. 18), 


а: 


откуда видимъ, что разность и„—а„ съ возрастанемъ числа я” убываетъ 
неопредвленно. 


р возьмемъ кругъ, коего релусь= >, те мы будемь  имВть 
1 
= ‚те. > будеть предёлъ ряда, составленнаго изъ чиселъ обрат- 


ныхь периметрамт, правальныхь вписанныхь и описанныхь мНногоугольни- 
ковЪ, коихъ число сторонъ позрастаетъ все удваиваясь. Если теперь возъ- 
мемъ периметры квадратовъ оннсаннаго и виисаннаго, то найдемъ, что: 


1 
и если еще замфтимъ, что т есть средне-вриеметическое между О н-о, 
а : есть средне-геометрическое между тми же числами, то будемъ 
визть слёдующее предложене: 


Предложете 984. Число =. есть предлъь къ которому стремятся. члены 


ряда построеннаго слёдующимъ образомъ: начиная съ Ои = состав- 


ляютъ поперемВнно то средне-вриеметическое, то средне-геометрическое 
изъ двухь непосредственно предшествующихь членовъ. 


Если, начиная съ Оби 5, составииь такой рады т наем; 


Число сторонъ. Аповемы: Радусы: 
4 а.—=0,2500000 Г щ=0,3535534 
8 а,=0,3017767 Г =0,8066407 
16 а,==0,8142087 [| м,=0,8203644 
32 а.—=0,3162867 | —=0,8188917 
64 а, =0,3180541 и,—0,8184377 


128 а,==0,3182459 и, —0,3188418 


1 
< Заключается между числами а, и м, и какъ эти два числа имфютъ по 
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1 .. : 
три общих десятичныхт, знаковЪ, то г вычислено вфрно до 0,001, т. е. 


съ погрёшноетью меньшею 0,001 хожно приняты 


1 =0,818. 
и 


Откуда ЕТ —3,142 вёрно до одной сотой, т, е. к==3,14 съ 


погрёптноетью меньшею 0,01. 


Легко видть, что погр®шность, едвланная вЪ вычиелеши — , будетъ 


въ десять разъ меньше погр®шности х. Въ самомъ Е ие что 


1 
приближенная величина тк есть к—о, то Ее ее Е 5... ©л8до- 
1 [1 
вательно цогр®шность ири вычислени — Х будеть меньше —;, если ее иа- 


`- 


зовемъ чрезъ В, то: 


| <-> или  @<т?8 


по х>3 и <4, сяфдовательно тёмъ бол6е о<108. Откуда видимъ, что, 
1 
ВыЧисливЪ р до т--1-—0ой десятичной цифры, мы въ х можемъ только 


разсечитывать на т десятичныхь ЗНаковъ. 
2. Способь изопериметровь. Положимъ, что окружность круга Ох.=2, 
то изъ формулы Ок.—=97, мы будемъ имВть: 


1 
т. е. число —_ есть рамусъ при. коего окружность равна 9. Сл хователь- 
но ат а и рамуеъ +, всякаго правильнаго многоугольника, коего ие- 
1 
риметръ равент 2, суть лриближенныя величины 3 ИЗЬ воихъ первая 


меньше, & вторая больше, такъ какъ окружность вписанная въ такой 
многоугольникъ меньше 2, а описанная больше 9, слёдовательно ихъ ра- 
мусы а и и должны заключать между собою рамусь х, окружности равной 


1 
2, т. е. чисю —. 
т 


1 
Возьмемъ квадратъ, коего сторона= ``”, его периметръь будетъ=2, 
1 : : 2 
& аповема а’ а его рамуеъ, т. е. половина дагонали и,— ": 


Въ пред. 13 мы видЪли, что если а»-1 И и»: суть аповема и радусъ, 
42 
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какого нибудь правильнаго многоугольника, & „и и, суть аповема и ра- 
дуеъ правильнаго многоугольника съ двойнымт числомъ сторонъ, но коего 


периметръ равенъ периметру предъидущаго многоугольника, то: 
1 Е 
== 5. (@н-Нш-1) щ—=У чл 


Съ помощью этихь формулъь мы построимъ рядъ: 


о, @,, №. @, Ч, 6 Ч, И, - - 
1. а 
4 4 ` 
только въ этомъ послёднемъ ряд (а) а, п. а,, -.. суть аповемы, а 
у и, №, . - СУТЬ радусы правильныхь изопериметрическихь многоуголь- 
никовъ, между тёмъ, какъ въ ряда (8) в,, а,, .. суть числа обратныя пе- 
риметрамъ описанныхъь правильныхь многоугольниковъ, & и, , %,, . . числа 
обратныя периметрамъ виисанныхъ. 

3. Способъ площадей. Въ пред. 12 мы видЪли, что если р» н Р» суть 
площадн правильныхь виисаннаго и описаннаго многоугольниковъ съ ® сто- 
ронами, а р, н Р„ площади правильныхь вписаннаго и описаннаго мио- 
гоугольниковъ, но съ двоичнымь числомъ сторонъ, то мы имземъ: 


‚ = 


тождественный съ рядомъ (3) пред. 23, если начнемъ съ а, = 


а: 1 1/1 1 
Р»и= Ур Р. и Е 2(ы=») (1) 
или 
Ч р Ё 
:и— Г] В, Р,.= аи (2) 
в: Ув Е Р-р, 


Такъ какъ площадь круга, коего ражусь есть г есть 17’, то поло- 
ЖИВЪ г=1 мы найдемъ что ил. кр—л. Но ниложадь правильнаго, вписан- 
наго въ кругъ, многоугольника меньше пхотади круга, а площадь описая- 
ваго больше, слЬдовательно число п лежитъ между площадями вписаннаго 
и описаннаго многоугольниковъ около круга, коего радусъ-1. Слфдова- 
тельно, если съ помощью формуль (1) и (2) будемъ вычислять площади 
многоугохьниковтъ, вписаннаго и описаннаго, коихъ число сторонъ возра- 
стаетъ удваиваясь, то будемъ имфть два приближеня числа к одно боль- 
ше а другое меньше, общля цыфры этихъ приближен будуть принадле- 
жать числу т. 


Если формулы (1) напишемъ въ форм: 
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иго а е (3) 
Фан р Ьь * Р»ь ры, Р, 


и лостроимъ виисанный и описанный квадраты въ круг то найдемт, что 
шощадь вписаннаго будеть-=2, а описаннаго будетъ-=4. Означимъ ихо- 
щадь внисаннаго квадрата чрезъ р,, а опиезинаго чрезь Р., то: 


р.—=, Р.—=4, 
откуда: 
т а 
р, о Р, 4’ 


сКдовательно, если чрезъ р, означимъ площадь винсаннаго воеьмиуголь- 
вика, то набдемъ изъ (3): 


1 —У2 
р 4’ 
Если положимъ р. ==а,== г ; 1 "= мы ‚ то получимъ изъ фор- 
Ь 4’ в, 4 
нуль (3) радъ чиселъ: 
Ч, И, @,, 7, @, 7, с бы, Я, (4) 


1 
найденныхь выше, между каждою парою которыхъ лежитъ число . 


Мы видимъ также, что разъ числа ряда (4) прелставляють обратныя 
числа перихетрамъ вписанныхь и описанныхь правильныхь миогоугольни- 
вовъ, другой разъ, эти числа суть аповемы и радусы изопериметрическихь 
хногоугольниковъ, и трет разъ он суть числа, обратных площадяяъ пра- 
вильиыхь вписанныхь и описанныхь многоугольниковъ, слёдовательно раз- 
личиые по мысли премы въ сущиости пичёмъ не отличаютсл между собою. 

Лежавдръ дли вычысвеня к употребиль формулы (2): 


ое _ 2, 
№ =— У» р Р..= Р Ин г 


Полагая радлусъ круга-=1, илощади квадратовъ вписаннаго и опи- 
саннаго, какъ мы видёли, будуть 2 и 4, слВдовательио, площади р» и Р, 
вписаннаго и описаннаго восьмиугольниковъ будуть: 


я 16 
р=У8==2828421, Р== УЕ — 3,3187085, 
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изъ этихъ послЪднихъ значен!й найдемъ площади вписаинаго и описан- 
наго шестьнадцатиугольниковъ и т. д. 


Вотъ таблица до 32768-угольниковъ вписаниыхь и описанных: 


Число сторонъ. Многоуг. вписанный. Многоуг. описанный. 


4 20000000 4,0000000 

8 2,8284271 3,3137085 

16 3,0614674 31895979 

32 31214451 | 31517249 

64 31365485 3,1441184 
128 3,1403811 3,1422936 

256 3,1412772 3,1417504 

512 | 3,1415138 | 31416321 

1024 3,1415729 ! 3,1416025 

2048 31415877 : 31415951 

4096 3,1415914 , 3,1415933 

8192 | 31415993 : 31415998 

16384 | 31415925 ‚ 31416997 

32168 | 3,1415926 


3,1415926 


ивъ этихъ таблиць видимъ, что плошадь круга или х будеть—=3,1415926 
съ погрешностью меньше 0,0000001. 


Изъ этото пидимъ, что вычисленше л, кромЪВ ариометическихь труд- 
ностей, другихъ не представляетъ. Геометры старалиеь по возможности со- 
кратить ариометичесвн вычисленя и въ Этомъь отношени достигли са 
лующихъ результатовъ, которые пренадлежать Спеллгуеу и Гюгенеу: 

Изъ послздней таблицы видимъ, что для врпыхъ семи десатич- 
ныхь знаковъ л надобно вычислить площади многоугольниковъ вписанныхь 
и описанныхь отъ 4 до 32768 сторовъ, Снехмуеь и Гюгенеь дали фор- 
мулны, по которымъ для получевн вфрныхъ семи десятичныхь знаковъ на- 
добно вычислять площади или периметры съ гораздо менынцимъ  числомъ 
сторонъ. 

Предложене 95. Если р, р, ра,.. . буть площади виисанвыхь 
правильныхь многоугольниковъ, коихъ число еторонъ возрастаетъ удвая- 


ваясь & Р, Р,Р,,.. , площади такихъ же многоугольников описан- 
ЖЫХЪ, 10: 


$33 


р—Р:> 


з 


р, —_рРъ 
е. Р-Ь> р] 


Р— 
р-н - <Ер.<Р— = Е 


т'х Кр. есть площадь круга (фиг. 298). 
Доказат. Пусть секторь ОАС будегь Эи-ая часть круга, углы 
СВА, АСЕ, ЕБА пусть будуть прамые и точка С пусть будетъ средина 
‚ дя ХС, то мы, очевидно, имЗемъ: 


вро=№, ребе №, рее. 
2 2% 


2% 
Фиг. 298. 
[2 
* ю.. но’ ей 


Ироведеиъ НО || ДЕ, то АНПС равень и подобень половин 
АСС. КромВ этого мы имен: 


АНра_ НР Н8 
АВОС` ВО’ В’ 
Но мы имЗемъ: 


ир_рв' 1 
Вр 00:74’ 
Такъ какъ : о ; лая Ъе о 5’ потому что а и Во, 
слЬдовательно: 
АНО@ _1 
АВОб >в 
ИЗ 
АО@с 


^8рб> + 
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2.—9.> ВЕ ы 
Зам чая, что ОЕ-ЕРО< ЕЕ, мы имфемъ: 


АРЕЕ ЕЕ’ 1 
АВЕС СЕ’7 4’ 


АВЕС _ВЕ _СЕ 
^В0б- ВО (Е*, 


откуда, перемножая, получимъ: 


Р-Р, >. 


Такъ какъ по мёрЁ возрастатя числа сторонъ иногоугольниковъ пло- 
щади ихь приближаются неопредЗленно кь площади круга, то р в Ро 
ие будуть отличатся оть круга и мы получимъ: 


В— Ри = № 
1 

рр > р 

> (> Ир) 

Ре РР 4 РР. 162 р: 


1 1 
25—Ть т (р.—р:)> ва Во 


| 1 
Силадывая эти неравенстви п замВчая что рх. =Ир., а + — 


1 1 4 
Нет + их =ъ, вайдемъ: 


4 
Кр.——р, > 3 (р,— вн). 


Изъ иеравенствъ: 
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Р—Р.> в 
Р-—Р,> 5 Ф-ь) 
Р-Р> в 


складывая найвдемтъ: 


Р—Кр.> р (Ер.—р.) 


прибавляя къ обфимъ частямъ по Кр.—?,, получиыъ: 


Зе 2 
Р —Р,> 2 (Кр.—р,), Кр—р.< 3 (Р, —р.). 
Сяздовательно: 


4 2 
г (р-р) <Кр-р, < (Р-р) 


Кр.>р-- и, 


(&’) 
Вр.<Р— с, 


Если озназимъ чрезь р, 2,.., Р.Р, .. , периметры много- 
угольниковъ коихъ площади мы означили чрезь 7. 2,,.., В, В, - 
то будемъ имЪть: 


| Та 1. 
2.— о РВ! ”, Р= 5 Р, ”‚ Кр © ОБ. 


Вторая и третья изъ этихъ формулъ очевидны, & первая получмтся, 
зам чая, что: 


А060=АбАО-- Ав 5. 46. С. 
Если формулы (а’) измнимъ въ 


Крор- С Вь 


Кр<Р— И 
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| То 
ар., ?,, Р,, Кр. замЪнимъ ихъ выраженями р.= 9 №". Вр. т. 


Р з = =. Р, , Кр= 5 0х. ”, то найдемъ, 40: 


Ок.> р 5” 
р' : (5) 
Ов.<Р!-- и 


Формулы (а) и (№') значительно сокращаютъ вычислейя, такъ какъ 
он% даютъ болёе тзеные предВлы. 

Примтр» 1. Изъ таблицы (стр. 339) мы видииъ, что надобно было 
вычислить площади многоугольниковъ вписаннаго ин описаниаго съ 32765 
сторонами, чтобы получить вфрныхъ семь десятичныхь знаковъ, т.е. приб- 
лижене до 0,0000001. Па формуламъ же: 


Кряекв+ В 
Кр=к<Р.— _— 


гдВ 7—1, слВдовательно Кр.—=^, достаточно вычислить площади многоуголь- 
никовъ вписаннаго и описаннаго, только до 512 сторонъ, чтобы получить 
приближене до 0,000001, между тёмъ какъ площади вписаннаго и описан- 
наго 512-угольниковъ даютъ приближен!е только до 0,001. 

Въ самомъ дЁлЪ, если мы вычислили площади вцисаннаго и описан- 
наго 512-угольниковъ, то имемъ изъ таблицы (стр. 332): 


р.==3,1415138 , 
2.==3,1419772, Р=3,1411504, 
откуда: 


ВР. —0,000788, ее =0,0001577, 


слВловательно: 
®>3,1415996 


" 1<3,1415921 
врно до 0,000001. 
Прнм»рь 2. Изъ таблицы (стр. 332) видимъ, что надобно было вы- 
числить пернметры вписаннаго и описаннаго 12288-угольниковъ, чтобы 
получить приближене до 0,000001, между тёмъ по формуламъ: 
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Ок=9т>р,— вв 


Ок.-=2*<Р!— = . 


Достаточно вычислить периметры вписаннаго и описаинаго 384-уголь- 
ника. Въ самомъ дЪлВ, если мы вычислили периметры вписаннаго и опи- 
саннаго 384-угольииковъ, то мы изъ таблицы (стр. 394) имЗемъ: 


р, ==6,2831152, 


р'=6,2899049, Р,=6,2833360, 


откуда: 
=. =0,0002103, тв ==0.0001403 
слВдовательно: 
2х >6,2831853 
25<6,2831857, 
откуда: 


1—3,1415926 
вЪрно до 0,0000001. | 

По способу изопериметровъ, какь ввдно изъ таблицы (стр. 328), вы- 
числивъ числа обратныя периметрамъ многоугольниковъ до 128-угольниковъ 
вписанныхь и описаиныхь, мы получили для п приближене только до 0,01. 
СаБдующий премъ, съ помощью той же таблицы, дастъ п вЪрно до 0,00001. 

Въ шестой книгВ въ 12-уъ прымВчанш въ предложени с), мы пока- 
залн, что если даны два числа а» и и„, то рядъ чисехь, ал, цз, @нз1, Инь, 
Чнь2, М"+2, .. о, Полученный схВдующимъ образомъ: 


аи» зы @я--1 Ни» 
р) — вн, а =, АЕ атаьья,.. 


стремится въ числу: 
2 


Въ томъ же примфчани мы вилВли, что разноеть 5 между средие- 


ариометическимъ и средне-геометрическимъ двухъ чисехть а и |.) меньше 
(—5) 
86 - 


Вспомиивъ это, вовьмемъ радъ (3) стр. 327: 


в, №, 5, М, бб, Ш, @, №, 
43 
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ВЪ этомъ ряду, члены а, а, а.,.. суть ередне-вриеметическя числа 
непосредственно хвухъ предъилущихт, & члены и,, и, и., .. суть средине- 
геометричесвя числа также двухъ непосредственно предъидущихъ. Между 
каждою парою членовъ предъидущаго ряда -лежить, какъ мы видёхи, число 


1 1 

т; или члены этого ряда неопредвленно приближаются къ -х 3Ъ КОиХЪ 
| 1 1 С 

а, а... воегда = ‚ан, и, . . веегла> ие Разность и— а» СЪ 


возрастенемъ числа в иеопредВленно убываетъ, такъ какъ мы видВхи что: 


Если желаемъ вычислить х вфрио до т-ой десятичной цифры вклю- 
чительно, то мы должны вычислять члены рнда а, в, а, и, .. дю 
тВхь поръ инока: 


5 < (и Аг а) 1 


8, 10", 


тогда въ предваахъ этого приближены мн можемъ средие-геометричестя 
ЧИСЛА Иль, Миа, . , ЗАМЪетить средне-ариеметическими анз1, @н+9, -., 
сядовательно предёлъ, къ которому стремятся члены а», ани, @нуз, 
@н-+з, . . ‚ будетъ: 


1 2 
Е 5 (№). 


Примьч. 1. Мы видфли, что таблица (стр. 328) хаза л только до 0,01 вёрио, между 
твиъ какъь съ помощью предъидущаго свойства таже таблица дать л до 0,0000]. 
ЗВь самомъ д, ызъ таблицы мы имфемъ: 


м, = 0,8184377 | 
___ % — 0,8180541 


у,— и — 0,0003836 
сабдовательно: 
(м,‚—@,)* (0,0004) 16 1 


За, 8.0,318 ^ 55 ° 10: 


Сядовательно будемъ имть семь ьёрныхъ деслтичныхь зивковъ: 
1: +1 ав) == 0,8180541-4-0,0002557 — 0,3183098, 
откуда: 


я == 3,141598 
до 0,000001. р 


‘и 
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Это ы все что можно сказать о сиособахь, предложенныхь теометранм дхн лычис- 
ея приближеинаго отношеня охружноств къ даметру. Миф кажется, что пренодаватель 
элементарной геометрия въ нашихь глуначяхъ должеяъ обратать особенное ввимае зос- 
патанниковъ ив эти способы и вычислешя, твкъ кавъ это единственный примёръ въ эле- 
чентарной геометрИи, гдЗ онъ можеть развить способъ вычисленя величияъ по прибянже- 
ил. Замёчу ори этомъ, что именно эта часть у ивсъ проходится весьма необстоятельно 
и какъ бы мимоходомъ, иоэтому воспитаниики пе ымёютъ ии мальйшаго повятя о прибли- 
зешихъ, 


Предложене 26. ДвЪ дуги, соотв тствуюния равнымъ центральнымъ 
тмамъ въ различиыхь кругахъ, пропорцюональны радусамъ  кругопт, 
(фиг. 299). 

Доказат. Въ самомъ дЬлЪ, означимь чрезъ в и 3, длины дугъ, № 
чрезъ ” и”, радусы соотв тствующихь круговъ. Такъ какъ углы въ од- 
вомъ и томъ же круг® пропорщцюнальны дугамъ (ки. 6, пред. 33), то мы 
будемъ имВть: 


у 3 _ 2А0В _3, _ ДА'ОВ 
бе 44 И м- 4 
Фиг. 399. 
в’ 
ЗВ 
# 
0 р 'А 


8 ОА=,, ОА’, , дуг. АВЕ, дуг.А'В=в,, но ДАОВ=ДАОВ, 
слВховательно: 

Е 

Злл ^Этх, ? 
откуда: 


ИЕ 
8 г 


Возьмемь уголь АОВ, и означимъ чрезъ & чиело или мфру угла, 
когда уголь ЛОС примемъ за единицу (фиг. 300). 


То мы булемъ имзть (кн. 6, пред. 33): 


САОВ 8 
2400 —®””з, 


340 


гя® дуга АВ, дуга АС-=5,, сяЗдовательно: 
Фиг. 300. 


В 


о А 
6=$,6 (1) 
Если за единицу угловъ возьмемъ уголь, который соотв тствуеть дугЪ 
равной радусу круга, то $,==7, слдовательно: 

. $=.о ` . (@) 
гдВ © есть число выражающее м%ру угла соотв тетвующаго дугВ $, когда 
38 единицу угловъ принимается уголъ соотв тствующи дуг равной, по длянз, 
радлусу круга. 

Если въ формул (1) примемъ за единицу дугу $,, соотвётствующую 
углу равному единиц, то будемъ имЪть: 
8= 5. {3) 


Если радусь круга примемъ за единицу, то формула (2) обращается 
въ (8). 
Въ этомъ случаБ мы будемъ имВть: 


44=21=6,283184, 24=1=3,141597, = =1,510796, Е ит.д. 


Такова мВра угловъ въ теорш, въ практикВ же всякую окружность 
дВлять на 360 равныхь частей, которыя называють зрадусами, сд»дова- 
тельно градусъ есть величина иеопредленная и зависить оть радуса 
круга. Прямой угохь заключаеть 90 градусовъ, два прямыхъ 180, три пря- 
мыхЪ 270 и четыре прямыхъ 360. Градусы означаютъ символомъ 25°” или 
25 градусовъ. Каждый градусь дфлять на 60 равныхъ частей, кото- 
рыя называются минутами и изображаются такъ З1', т. е. 31 минута; на- 
конець каждая минута дфлитея на 60 равныхъ частей, которыя на- 
зываются секундами’ и означаются такъ 21", т. е. 21 секунда. СлБдовз- 
тельно 25°, 31', 21” будетъ обозначать уголъ въ 25 градусовъ, 31 минуту 
м 21 секувду. 


КНИГА Х. 
Опрех% лен! я. 


1. Соизмпримыми величинами называются ташя, которыя имФютъ 
одну общую мЗру. 

2. А несозмьримыми называются ташя, которыя общей м%®ри не 
ВВЮтЪ. 

3. Прямыя ливи называются сонзморимыми вь степени, если по- 
строенные на нихъ квадраты изифряются одною и той же площалью, т. е. 
иуВютъ общую мёру. 


Примич. 1. Подъ степенью (дгувиев) Евилидъ разумфетъ только вторую степень. 


4. А несоизмюримими въ степени называются тавя прямых, построен- 
ине на которыхъ квадраты не ныВютъ общей м#ры. 

5. Съ произвольно взятою прямою существуеть безчисленное множе- 
ство другихь прямыхъ соизмёримыхъ или несоизмримыхь съ нею и при- 
томъ одн% изъ никъ соизм$римы или несоизиёримны какъ по длин такъ 
и въ степени, & друйя соизмЁримы только въ степени. Взятая прямая на- 
зывается роцбональною лишею ($755, бдотоу). 

6. Решональными литями называются также и т», которыя соизы- 
римы съ взятою прямою во длинз и въ степени, илн только въ степени. 

1. Иррашонатеными прямыми называются тавя, которыя несоизы®- 
римы съ взятою прямою. 

8. Ввадратъ построенный на взятой прямой называется раешональнымь. 

9. Площади соизуВримыя съ этимъ квахратомь называются также 
рапональными. 

10. Площади несоизмЗримыя съ этимъ квадратомъ называются ир- 
заюнальными. 
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Примтч. 2. Мы будемъ говорить, что прямая хвадратить данвую площадь, если 
построенный ив ней квадратъ равенъ этой площади. Евкзидъ употребляеть для этого вы- 
женя глаголъ Фили аь (степенять). Мы будемъ еще говорить, что прямая квадратигнь 
надъ друюю прямою, если квадратъ построенный ив первой превосходить киадратъ, по- 
строеныый иа второй на извёстную илощадь. Эта посяфдная площадь есть всегда квадрату. 


11. Если прямая квадратитъ иррапональную площадь, то она называется 
чррашональною. Если иррацюнальная площадь есть квадратъ, то иррашюо- 
нальная прямая есть его сторона. а если иррацюнальная площадь есть 
какая нибудь фигура, то иррашональная прямал есть сторона квадрата, 
площадь котораго равна площади ирраптональной фигуры. 


Предложон} я. 


Предложеше 1. Если отъ данной величины АВ отымемъ чаеть боль- 
шую ея половины, а отъ остатка отымемъ его часть большую его воло- 
вины и будемъ продолжать такое дЪйсте неопредВленно, то наконець 
получимъ такой остатокъ, который будетъ мене, какой угодно малой, дан- 
ной величины ( (фиг. 301). 

Доказат. Возьмемъ величину ДЕ>АВ и кратную величины С. Пусть 
части кратности будуть ОЕ=Р@=бЕС. 

Такъ какъ ШДЕ>АВ, то, отымая оть ДЕ его часть Е@ =: ОЕ, а 
оть АВ, ВН> } АВ, очевидно получимъ остатки НА и @Ш изъ коихъ 
@)>НА. Съ этими остатками поступимъ также какь и съ величинами 
ЛЕи АВ, т. в. отъ @Р отыменмь @Е=}; 0, и оть НА отымемъ 
НТ} НА, то опять получимъ остатки ТА и ЕО изъ коихъ ТА< ЕО, 
но РО=С, слВдовательно ГАЖС. 


Фиг. 301. 
Н л 
в —— | | 7. 
Г и 
Е а ее 
а Ее 


Предложене 2. ДвЪ перавныя величины АВ и СР будуть несожи*- 
римы, если отымая отъ большей меньшую, отъ меньшей первый остатокъ. 
оть перваго остатка второй и т. д, иикогда ие получимъ такого остатка, 
который бы содержался безь остатк» въ непосредственно предъахущемъ 
оетаткВ (фиг. 302). 

Доказат. Положимъ, что величины АВ и СО соизмыВримы и пусть 
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Е будеть ихъ общая мёра. Наложимъ меньшую изь величинъ АВ ва СР 
столько разъ, чтобы остатокъ СР быль меньше АБ. Этоть остатокъ ОЕ 
наложниь ва АВ, столько разъ, чтобы получить остатокъ А6<РО ит. д. 
пока не получимъ остатокь Аб«< РЕ. 


Фиг. 303. 
с 
в—— Ща 


Е_ 


РО ИОН 9. 
Е 


Такъ какъ ЕЁ ивиёряеть АВ, а АВ изм рнеть ОЕ, то Е ивмёряетъ 
ОЕ, во Е измЁряетъ в ЮС, сл®довательно оно измряеть и ЕО. Е из- 
мФраетъ РС, а ЕС. измВрлеть В, слдовательно Ё измЁряетъ и 46. Но 
АС по условю меньше Е, слВдовательно невозможно, чтобы Е изм рнло 
АС. Если это невозможно, то невозможно, чтобы величины АВ и Ср 
имБли общую мЗру. 

Предюжене 3. Найти общую наиболыпую мфру двухъ данныхь ©о- 
измФримыхъь величинъ АВ и СШ (фиг. 303)? 

Ръшене. Случай 1. Если меньшан величииа АВ изм®рнетъ большую 
СЪ, то она, какъ изымЗряющая и сана себя, и есть общая м®ра; но он8 м 
найбольшая, такъ какъ вехичина большая оть АВ измЗрать ее не можетъ. 

Случай 2. Если величина АВ не ивы ряетъ величнны СХ) то, такъ какъ 
онф соизыВримы, отнимая оть большей меньшую, отъ меньшей первый оста- 
токъ и т. д. мы получимъ такой остатокъ, который измФряеть непосред- 
етвенио предъидушй. 

Пусть АВ изифряеть ОЕ ин остатокь СЕ<АВ, а остатокъ СЕ 
пусть измряеть ВЕ и остатокь АР<СЕ, наконецъ пусть АР’ содержится 
безъ остатка въ СЁ. Я говорю, что АЕ и будетъ общан найбольшая ира 
данныхъь величинъ АВ и СО. 


Фиг. 303. 


Въ савомъ дл, АР изыфраеть, ЕС, а ЕС ивмфраеть ВЕ, слВдхо- 
вательно АР чзуВряеть ВЕ, но АЕ изм#ряеть саму себя, сл&довательно 
АЕ ивифряеть и всю величину АВ. Но. АВ изубряеть РЕ, ся®дова 
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тельно АЁ, изуВряя АВ, измвряеть и ДЕ. Но АЕ изм#ряетъ и СЕ, с1%- 
ховательно АР изифряеть и всю величину СГ. Если АЕ измёряеть АВ 
и СХ, то она есть ихъ общая м№ра; я говорю, что она и иайбольная. 

"Для этого положимъ, что есть большая отъ АЁ общая м®ра @. Такъ 
вакъ С измЪряеть АВ, а АВ измфряеть ДЕ, то и @ изм ряеть ДЕ. Но 
С также изыЗряеть и СО, слЁдовательно оно измряеть и СЕ. @ изм%- 
ряеть СЕ, & СЕ изм®ряеть ВЕ, слЪдовательно С измёряеть ВЕ, во @ 
измЗряеть АВ, слфдовательно оно изм ряетъ и остатокъ АЕ, т.е. большая 
величина С измВряетъь меныцую АР, что невозможно. СОхёдовательно най- 
большая общая м3ра величинъ АВ и СП есть АЖ и другой большей 
быть не можетъ. 

Сльдетве. Изъ сказаннаго слдуетъ, что величина, изу рающая двё 
везнчины, изу8ряеть и ихъ найбольшую общую м$ру. 

Предложен +4. Найти общую найбольшую нЪру трехь данныхь ве- 
дичииъ 4, В, С (фиг. 304} 

Рьшеше. Найдемъ общую вайболывую мВру величинъ „1 и В (кн. 10, 
прел. 3) и пусть она будетъ О. 

Случай 1. Если ТП) измЪряеть и велвчину С, то очевядно, что О 
есть общая м%®ра трехъ величинъ А, В, (; я говорю, что она и найболь- 
шая. Въ самомъ дВл, пусть, если возможио, Ё будеть еще большая 06- 
щая м%ра. Такъ какъ Е измвряеть величины 4, Ви С, то она изм$- 
ряетъь Ли В, а сл8довательно и величину ЛД (кн. 10, пред. 3, сяЗлд.), 
откуда вытекаеть, что большая ЕЁ изн®ряеть меньшую Г), что невозможно. 


Фиг. 304. 


а р: 


Случай 2. Если Г) не изыЪряетъ величины С, то общая найбольшая 
ура Е, величинъ Си Л), будетъ общая найбольшая м%ра всЪхъ трехъ 
величинъ 4, В, С. 

Въ самомъ дл, общая иайбольшан мВра величинь АД, В, С изм%- 
ряетъ величины А и В, слВдовательно измзряеть и ихъ общую найболь- 
шую мфру Г), но она измёряеть и С, слЪдовательно измфряетъь Си ЛД, 
которыя поэтому суть величииы соизмЁримыя. 
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Такъ какъ Е есть общая найбольшая мфра величинь Си Д, то 
Е измфряеть Ш, а Ш) изывряеть А и В, сяЪдовательно Е измВряеть 4, 
ВвС несть ихъ общая `ы#ра, я говорю, что она и найбольшая (фнг. 305). 


Фиг. 805. 


ыы 


Если возможно, то пусть Е будетъ еще большая общая м$ра. Такъ 
какъ величина Р изм®ряеть Аи В, то она измЁряеть и Г) (ки. 10, 
пред. 3, схВд.), а также и (, слВловательно Си Д, а если Е измфряетъ 
С и Дето измВряеть и Е, т. е. большая величина изм8раеть меньшую, 
что невозможно. СхВдовательио величины 4, В, С другой общей найболь- 
шей мзры, исключая Е, имВть не могутъ. 

Сльдствзе. Ивъ сказаннаго слёдуеть, что общая, измрающая три 
величины, мЗра измвряеть и найболылую общую ихъ ы%ру. 

Точно также можно найти общую найбольшую мЪ№ру большаго числа 
величинъ и приложить къ ней предъидущее слЗдстве. 

Предложене 5. Соизмримыя величины А и В относятся между со- 
бою какъ нВкоторыя числа (фиг. 306). 

Доказат. Тавъ какъ величины А и В соизм®рины, то ов8 им®ютъ 
общую найбольшую мФру, которая пусть будетъ С. Пусть С содержатся въ 
А эт разъ, а въ В п разъ, напримфрь 4 раза въ А и 3 раза въ В, то 
мы будем$ имфть: 


. НИЕ ы й у Е" | * 
А:0=т:1, С:В=Е:н, | ^ “| ба", *9 
откуда: р фл ее 


0 4-щг С 
А: В=т: я. . 1 ЕЕ А к 
2 
Фит. 306. 
А | ВЕРЕЯ НЫЕ РННЕННН | 
с 


Примтч. 3. Если С есть общая найбольшая ыЪра величияь Ан В, то мы имемъ: 
44 
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А—тС — В—п.С, 


откуда, раздёляя, получимъ: 
А: Вт: м. 


Предложене 6. Если величины А и В относятся между собою какъ 
чиела т къ я, т. е, если А: Вт: п, 10 А и В соизмВримы (фиг. 307). 

Доказат. РаздВлимъ величину А на столько -равныхъ частей сколько 
едивицъ въ числ 2 и назовемъ я-тую часть А зрезъ С. Составимъ изъ 
С такое вратное Е, сколько единицъ иъ числВ п, то булемъ имЗть: 


А:0О=т:1, 0: Е=1:ъ 


откуда: 
А: Е=т:п 
но по положеню: 
мт | А: Вет: п 
сяздовательно: 
А:Е=А: В 


откуда В=Е (кн. 5, пред. 9). 
Но С изм ряеть Е, т. е. В, а также имфряеть и А, сяАховательно 
величины 4 и В соизмфримы. 


Фиг. 307. 
А 1 1 1 ЕЕ 
В | Г ' 
Го ИИ 
Е ' : 


Сльдствье. Изъ этого предложеня слФдуетъ, что если даны два 
числа т и в и прямая лишн А, то всегда можио найти другую прямую 
лини Е такую, что (фиг. 308): 

Фиг. 308. 
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Если теперь построимь прямую В средне-пропоршональную” между 
Аи Ет. е., если: 


А: ВВ: Е. 


то фигура построенная на „4 относится къ подобной фигур®, построениой 
ва В, какъ квадраты, построенные на 4 и В, т. е. (ки. 6, пред. 20): 


Фиг. А: Фиг. В=ПА: ОВ, 


но []В—=А. Е, слФдовательно: 


фиг. 4: Фиг. В=А: Е, 
или | 
Фиг. А : Фиг. Вт: п. 


Предложене 7. НесоизмВримын величимы Аи В не мотгутъ отно- 
‹иться между собою какъ числа (фиг. 309). 


Фиг. 309. 
у ЕН 


В— 


Доказат. Еели-бы величины А и В относились какъ числа, то 
{в. 10, пред. 6) он бы были соизмВримы. 

Предложене 8. Если величины Аи В не огпосятея между собою 
какъ числа, то онф несбизмфримы (фиг. 310). 


Фиг. 310, 
А 


Не. 


Доказат. Если бы А и В бызи величины сонзм$римыя, то он® отио- 
сились бы между собою какъ числа (кн. 10, пред. 5}. 

Предложение 9. Квадраты, побтроенные на соизыфрихыхъь по длииЪ 
зимахь Ми В, относятся между собою, какъ квадраты чиселъ, а квад- 
раты, относящ1еся между собою какт. квадратвыя числа, имЗютъ стороны 
по длин соизмфримыя. Набротивъ, кьадраты, построенные нз несоийзиВри- 
чыхь по длинё литяхь А и В, не иогутъ отпосится между собою, какъ 
квадратжыя числа, в квадраты, не относяпйеся между собою какъ квад- 
ратвых чисза ичЪютЪ стороны по длин несоизхВгимыя (фиг. 311). 


Доказат. 1. Такъ какъ’ по условю лини А и В ‘соивиЗримы, то 
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(ки. 10, пред. 6) он» отиосатся между собою какъ иЪкоторыя числа т 
ии, т. ©: 


Фиг. 311. 


Но мы ныфемъ (кн. 6, пред. 20): 
04:0 8=2 (А: В) 


и ь 
От: (я==2 (т:м) 
сл довательно: 
ПА: ОВ : я. 
2. Положимъ теперь, что мы имфемъ: 
ПА: ОВ=иР : 
Я говорю, что мы будемъ имфты: 
| А: В=т: п. 
Въ самомъ хВлЁ: 
04:0 В=2 (А: В) и т: п=9 (т:»), 
сл довательно: 


А: В=т:н, 
т. е. А и В соизиВримы. 

3. Если прямыя А и В по длинВ несоизмфримы, то квадраты, по- 
строенные на нихъ, не могутъ относиться между собою какъ квахратныя 
числа, въ противномъ случа прямыя А и ВБ были бы по длин соизиь- 
римы (ки. 10, пред. 9, случ. 1:. 

4. Если квадраты, построенные ва прямыхь Аи В, не могутъ отио- 
ситься между собою какъ квадратныя числа, то А и В будутъ несоизиз- 
римы, въ противномъ случа онЪ бы относвлись между собою канъ квад- 
ратныя числа (ки. 10, предл. 9, случ. 2). 

Сиьдстве. Изъ доказаннаго слёдуетъ, что вс сонзыбриныхя по длинв 
пряхыя лини соизуфримы и въ степени; но ие вс соизмВримыя лини въ 
степени соизифримы н но длин. ДалВе также видно, что не веВ иесоиз- 
мВримыя по длин лины иесонзмыримы и въ степени; но вс кесоизуФри- 
мня въ степени ливи несоизм$ризы и по длин». 
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1. Евадраты соизмВримыхъ по длинЪ лин! относятся между собою 
Бакъ квадратныя числа, т. е. какъ числа, схВдовательио они` совзыримы 
(кв. 10, пред. 5). 

2. Если прямыя лини соизмВримы въ степени, то ихъ квадраты от- 
носятся между собою какъ числа (кн. 10, пред. 5}, но эти чиела могутъ 
быть или полные квадраты или просто вамя нибудь числа. Въ первомъ 
случа, прамыя какъ стороны квахратовъ будуть по длин соизмрины, а 
во второмъ случа онЪ будутъ по длин% несоизиримы. СлВдовательно ©о- 
изыфримыя въ степеии прямыя лини, тогда только соизмВримы и по длинз, 
когда ихъ квадраты относятся между собою какъ квадратныя числа. 

3. Не вев несоизмВримыя ливи по длин несоизиВримы и вЪ сте- 
цени, такъ какъ прямыя лин соизм8римыя въ степени могугь быть по 
длинВ иесоизиЗримы. 7 

4. Ве несоизмВримыя въ степени прямыя лийи несоизмр.мы и по 
длин. Въ самомъ дЪлВ, если бы он% были соизм®римы по длинВ, то онЁ 
бызи бы соизмрихы н въ степени, что противурчить положеню. 


Предложеве 40. Если изъ четырехъ пропорщональныхь  величинъ 
А, В, С, Ш первыя дв соизмВримы, то и послВден будуть соизмВрины, 
а если первыя дв несоизмримы, то и посл дн:я будуть также иесоизи- 
рамы (фиг. 312). 
Фиг. 312. 


Доказит. Если Ан В соизмВримы, то ов относятся между собою 
вакъ числа (кн. 10, пред. 5), но мы имЗеиъ: 


А:В=0:, 


сл3довательио и Си Д отиосатся между собою, какъ т®же числа (кн. 10, 
пред. 6), а слВдовательно и онф соизиВримы. 

Но если 4 и В весоизыричы, то он ие могуть относится между 
с0бою какъ числа (кн. 10, пред. 7), слдовательно не могутъ относиться ` 
чежду собою какъ числа н величивы Си Г), слВдовательно он несоиз- 
УЗрюмы (кн. 10, пред. 8). 
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Предложен: 11. По даной прямой! лиши А найти де} друмя, изъ 
коигъ: одва.быле, бы: неона рима только: по длиив, & другая" м въ ст6- 
пени (фиг. 313)? 

Фиг. 318. 
р ЕЕ ВЕНУ 


ОЕ ИНН ВЫ 


ЕЕ: аа ЕТЕ Г 


Риюбщене 1.. Возьмем ‘два числа т и п, которшя не отибсятея между 
собою кажъ квахратныя числа; слВдовательно не суть’ чиеха подобныя; 
поетронмъ пропорию: 

т:=04:0) 


я товорю, что Аи О будуть прямыя несонзифримыя только но’ дхин%®. 
Въ сажомь ХВЬ ТАКЪ какъ’ 


т:н=0А: ОО 


то [4 и (1) относятся между собою не какъ квадратных числа, а про- 
сто какъ числа, сл»довательно (кн. 10, пред. 9) А и Д несоизыЗримы. 


2. Возьмемь прямую Е средие-пропорщюнальную между Аи О, 
т. е., что: 


А:Е=Е: О 


я говорю, что прямая Е будеть несоивмфрима съ А не только по длин», 
но и въ степени. 
Въ самомъ дзхВ, такъ какъ: 


А:Е=Е: 
то (кн. 6, пред. 20); 
А: 7=ПА:0Е 


слВдовательно [].4 и СЕ относатсл межлу’' собою, какъ иесоизмричыя 
числа ЛА и Д, а поэтому 4 и Е несоизмримы и въ стецеии. 


Примич. 4. Составиыя числа, т. 6. чисаь разлатающиеся па мабжителя Евклыхь из- 
зываеть. млощифныхк (ёлглдог) потому, что, будучи разложепы на 258 множи- 
теди, могутъ выражать площадь фигуры. Иодобныме числами овъ иззывзеть тая, нъ во- 
торыхъ множители пропорцюнальны. Напримфръ, если число А.-т.я, в В-р.4 и пра 
этомъ мы им\емъ: 

т:п_7:9 


891 
то числа Ди В подобны. Я гозорю, что тар нивда относятся ; между <ебою ‚какъ квад- 


ратяым числа. Въ самомт дЪлЬ: 


В 
У 
но по условю. мы имземъ: 1 у 1 


сафловательно: 


Е =" Е | в А. о 


Предложене 12. Если величины А и В порознь соизмЁримы съ ве- 
лАчииою (, то он соизиримы и между собою (фиг. 314). 


Доказат. Такъ какъ А и С, ВиС соизы8римы, то онЪз относятся 
хежду собою какъ числа, поэтому пусть: 


4: От:п п С: Взяр:4 «0 
Вазьмемъ три числа х, 8, # въ слВдующей зависимости: 


тии: и р:94=8: 


Такъ какъ: 
А: О=т:п и п: и=Р:8 
то: 
А: (= :3 
точно также мы найдемъ, что: 
С: В=з:6 
откуда: 
А: Вы: 


сяфдовательно Ли В относятся между собою какъ числа, поэтому он% 
соизиВримы. 


Фиг. 314. 


Е 


(и—=6, и=4, у==2, 9525, 728, =, #5). 
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Предложене 13. Если изъ двукъ величинъ А и В одна, наприыВръ 
А, соизмЗрима съ третьею (С, а другая несоизмВрима ст, С, то Аи В не- 
соизм8римы между собою (фиг. 315). 

Доказаит. Положимъ, что величины Аи В будуть соизмЗримы. Шо 
условю А соизм8рима съ С, и величина В будетъ соизмрима еь С 
(кв. 10, пред. 12), что противурёчитъ положению, сл ховательно величины 
А и В несоизмримы. 

фиг. 315. 


Е ЕЕ = Эт 


С 


В ее ом. жи. о 


Предложете 14. Если изъ двухъ соизмВримыхъь между собою вели- 
чинъ Аи В одна, наприм8ръ А, несоизмВрима съ третьею (С, то и другая 
В будетъ также несоизмВрима съ С (фиг. 316). 

Доказат. Положимъ, что вехичина В соизмрима съ С, то какъ по 
условно А несоизм8рима съ С, а В соизмЁрима, то (кн. 10, пред. 12) и 
величины Аи В будутъ несоизизримы между собою, что противурВчитъ 
положеню, слВдовательно вехичина В будетъ несоизмВрима съ С. 


Фиг. 816. 


у ЕВЕ Е НИЕСНЕСНИВ 


Слъдстве. По двумъ даннымъ не равиымъ прямымъь АВ и С найти 
иа сколько квахрать построенный на большей АВ превосходятъ квадратъ, 
построенный на меньшей С (фиг. 317)? ы 

Рьшене. На прямой АВ опишемъ полуокружность АДВ и впишемъ 
въ нее хорду АД=С (ки. 4, пред. 1); соединимъ Г) съ В, а говорю, 
что квадратъ построенный на ОВ и будеть искомая величина. 

Въ самомъ хьхь, въ треугольник АДВ уголь АШВ есть прямой 
(кн. 3, пред. 31), ся&ковательно (кн. 1, пред. 47): 


04В—0^0=С ВО 
но АД=С, сл довательно: 


С48В—016С=0Вр 
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р -`_\. Найти прямую, квадратъ которой былъ бы равенъ сумм№ квакратовъ, 
нбстроенныхъ на двухъ данныхъ прямых АВ ин ВО (фиг. 311) 


Фиг. 317. 


Ф 


А! 
с я ` 
—4 
Рииене. На сторонахъ прямого угла надобно взять отрзки АД) и 
ОВ н соединить прямою АВ; квадратъ, построенный на АВ, и будетъ 
искомый. 


Въ самомъ дл, мы имемъ (кн. 1, пред. 47): 
Паро В=о АВ, 


Предложене 15. Если изъ четырехъ пропорцюнальныхь прямыхъ 
А, В, С, О, первая А квалратитъ надъ второю. В па квалрать, коего“ 1-7 е ны 
сторона Е соизмФрима или несоизмВрима съ А; то н третья прямая СГ. нор ка пи 
квадратитъ иадъ четвертою О па квадратъ, коего сторона Е будетъ со- +7", чл. 
измфрима въ первомъ случа н несоизм®рима во второмъ съ третьею пря- 
мою С’ (фиг. 318). | 


Фиг. 318. 
р ин НЕ ИНН в Ра 
Веоаеа вине 
он ИЕН Е 


Доказат. Такъ какъ по условю мы им\емъ: 


А:В=С:р 
то (кн. 6, пред. 22): 
ПА :28=0С: СР 


Но кромВ того мы еще имфемъ по условю: 


04=0 8-0 Е 06=0)--оОЕ 


схВдовательно: ° 
О8В--СЕ: О В=0-—ОР: ОБ, 
45 
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откуда (кн. 5, пред. 17): 
ОЕ: 0 В=0Р: ОО, 


= изъ этой пропорщи слФдуетъ (кн. 6, пред. 22): 


Е: ВЕ: или В:Е=):ЕР 
но 
А: В—=С: Л, 
ел%ховательно: 
А: Е=С: Е, 


откуда видамъ, что если Е есть прямая соизмфрамая или несоизм®рамая 
съ А, то и прамая Е будетъ соизмфрима ила несоизм8рима съ прямою С 
(кн. 10, пред. 10). 

Предложенще 16. Если сложимъ дв соизмфримыя величины АВ и 
ВС, то цзлая АС будетъ величина соизмфрнмая съ каждою изъ частей 
АВ и ВС; или, если цзлая АС будетъ сонзифрима съ одною изъ частей 
АВ илв ВС, то и эти части будутъ соизмВримы между собою (фиг. 319). 


Доказат. 1. Если АВ н ВС соизм®рины, то онз имВютъ общую 
найбольшую м%ру Ш), которая, мзыЗряя величины АВ и ВС, очевидно из- 
м%ряетъ и цёлую ведачину АС. Сл ховательно вс три величины АВ, 
ВО, АС будутъ соизмримы. 

Фиг. 319. 


В 
ДМ 


р РСА 


2. Если цВлая АС соизмЗрима съ ея частью АВ, то эти величины 
нызютъ общую найбольшую мру 0), которою, очевидно будетъ изирать- 
сл к остатокъ ВС, но она измЗряеть АВ, слВховательно АВн ВС © - 
узи римы. 

Предложен 17. Если сложимъ двЪ несоизи$римыя величины АВ и 
ВС, то цьлая величина АС будеть несоизмы8рима съ каждой АВ а ВС; 
или, если цёлая АС будетъ несоизиВрима съ одной изъ частей АВ иди 
ВО, то и эти части будуть несоизы®римы между собою (фиг. 320). 

Доказат, 1. Пусть величины АВ и ВС будуть несоизм®римы иежду 
собою. Если бы цёлая АС была соизмёрима, напримфръ съ АВ, то ов® 
иыЪли бы общую найбольшую мёру Ш. Очевидно мзра Ш, измёряя АС и 
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АВ, будеть изифрать и остатокь ВС, саЪловательио величины АВи ВС 
будутъ соизмВримы, что противорёчатъ положеню. 


Фиг. 320. 


В 
АА 


о 


2. Пусть теперь цзлая АС будеть величина нееоизмВримая съ АВ. 
Если бы части АВи ВС были соизмримы между собою, то и цзлая АС 
была бы величина соизм®римая съ каждою АВ и ВС, что противорв чить 
позоженаю. 

Сиьдстве. Если на прамой АВ построимь прямоугольнивь АЛ, 
коего дополнеше ВЛ) есть квадратъ, то стороны прямоугольника бухутъ 
АС и СВ (фиг. 321). 

Въ самомъ дл, 4)-=АС.СО, но ВГП есть по услошю квадратъ, 
сфдовательно СЮ=СВ, откуда: 


АОЕАС. СВ. 
Фиг. 321. 
© 


река 


ИНредюжене 18. Если на большей ВО изъ двухъ хаввыхъ прямыхъ 
ВС и А постронмъ прамоугольникъ, равный четвертой части квадрата, 
построеннаго на меньшей прямой Л, при томъ такъ, чтобы его кополие- 
не было квадратъ н вкром того сторовы по длниЪ соизиВрины; то боль- 
шая прамая ВО квадратитъь надъ меньшею ЛА на ввадратъ, коего сторона 
есть величина соизифримал по длинё съ ВС. Обратно, еслн на прямой 
ВС построимъ прямоугольникъ, равный четвертой части квадрата, построен- 
наго на Л, при томъ такъ, чтобы его дополнене было квадрат н кромЪ 
того если ВС квалратитъ налъ А на квадратъ, коего сторона соизмЁрима 
съ ВС; то стороны, построенваго прямоугольника будутъ соизи®римы меж- 
Х собою (фиг. 322). 

Доказат. 1. Раздвлииъ пряную ВС въ точкЁ Е пополамъ в сллаемъ 
РЕЗЕР, то будемъ ныфть РО-=ВЕ. Такъ какъ (кн. 2, пред. 5); 


ВО. рО-+-ПЕБ=СО ЕС 
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4(2В.20)+4С ЕРОЕС. 
Но по условию: 
4(Б). ПС -ПСПА 
& ино построению: 
4ПЕО=ОХОЕ и 40] ЕО=О ВО, 


потому что: 
2Ер=ОЕ и ЗЕС=ЬО 
сздовательно: 
| 74-- ОРЕ=ОВО 
откуда: 


08С—04=о0фЕ 


т. с: прямая ВС квадратить надъ А на СОР. Остается показать, что 
ВС и ОЕ соизмВримы. 

По условю прямыв ВО н ЮС совзмВрнмы, слЁдовательно соизч- 
римы и прямыя ВС и ОС. Но ОС=ВЕ, слУловательно: 


ОС: ОС-ВЕ=—:2 


откуда видниъ (кн. 10, пред. 6), что ХС н ОС+ВЕ совзмВримы, но ОС 
соизирима съ ВС, слЪдовательно ВС и ПО+ВЕ также соизмфримы 
(кн. 10, нред. 6). Если наконець ВС и ЮС+ВЕ соизиричы, то (кн. 10, 
пред. 16) соизмфримы и прямыя ВС и ОЕ. 


Фиг. 3929. 


2. Если въ шюедъилущехь построен: 
080-—ПА=02ЖО 


иразыя ВС и ПЕ соизмВримы, то соизифримы (ьн. 10, пред. 16) и пря- 
зна ВС и ОО+ВЕ. Но ВЕ=ОС, слЪдовательно прямыя ВЕ+-РЬСи ОС 
соизифримы, & также соизу$римы и ирлмыя ВС и ОС, откуда вакомець 
соизуВримн и прямыя ВД и ПС. ` 
Предложен 19. Если на большей ВС изъ двухъ прямыхь ВС и А 
построимъ прямоугольникъ, равный четвертой части квадрата, построеннаго 
на меньшей прямой 4, и притомъ такъ, чтобы его дополнете было квад- 
ратъ, н кромВ того еторовы ВЛ) и. ОС но длипВ иесоизмВримы, то большая 
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иримая ВС ьвадратитъ надь А на квадрать, коего сторона несоизирима 
по длин съ ВС. Обратно, если на прямой ВС построимъ пряноугольникъ, 
равный четвертой части квалрата, построеннаго на А и при томъ Такъ, 
чтобы его дополнеше быль квадратъ, и кромВ того, если прямая ВС 
квадратитъ надь А на квадратъ, коего сторона несоивифрима съ ВС, то 
<тороны ВО-и ОС, построеннаго прямоугольника, булуть но длин несо- 
измфричы между собою (фыг. 323). 
Фиг. 323. 

Е Е О 


Доказит. 1. Построеше, подобное иредъндущему даетъ: 
080—пПаА=0 Е. 


Но условно прямыя ВЛ и ОС несоизиримы, слВховательно (ки. 10, 
пред. 17) несоизм$римы и прямыя ВС и ПС. Тавъ какъ ПО-=ВЕ, то: 


ГС: рО+ВЕ- 29 


сяВдовательно (кн. 10, пред. 6) ОС и ОО-ВЕ соивыримы, откуда (кн. 10, 
пред. 14) прямая ВС несоизм®рима съ ОО-- ВЕ, и ваконець (ки. 10, 
пред. 17) несоизм$римы н прямыя ОГ н ВС. 

Сл8ховательно прямая ВС квадратитъ мадъ А на квадрагь, коего 
сторона ЮР несоизмЁрима по длин съ ВС. 

2. Если въ предъидущемъ цоетроеви: 


180-—ПА=0ОЕ 


прямыя ВС и ОЕпо длин несоизуфримы, то иссомзи5римы и ВС н РС+-ЕВ 
(ки. 10, пред. 17). Но прямыя ОСи ОС-+-ВР соизивримы (кн. 10, пред. 6), 
стбдовательно (кн. 10, пред. 14) ВО и ОС несоизиВримы, въ схВдетие 
чего стороны ВР и ШС по длииЪ несоизыфримы (ки. 10, пред. 17). 

Замьчаше. Было показано (кн. 10, пред. 9, слд/, что прямых, со- 
измфриныя по длинВ, всегда соизм8римы и вЪ степени, но ирямыя, соизыЪ- 
Вимыя въ стенени. не всегда соизи$рииы по длинЪ, ов по длин® могутъ 
бить соизмримыми и несоизмёримыми. Изь зтого аветвуеть, (кн. 10, 
опред. 6), что: 

1. Пряная лана, но длин соизуФримая съ извфехною рашональною 
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ливею, ращовальна ин называется еоизувриною по длинв и въ степени 
съ взнтою прямою. 

2. Прямая лишя, въ степени соизмримая съ нзвфетною рашональ- 
иою лишею, если въ тоже время и по длин съ нею соизмёрима, то 
также называется ращональною; но если она по длинВ несоизуфрима, то 
будетъ называться ращональною, ио только въ степени соизи®римою. 


Предложене 20. Прямоугольникъ, инфюцщий рацюнальныя ио длииф 
соизиЗримыя стороны, будетъ рацюнальный (фиг. 324). 


Доказат. Пусть АВ и ВОС будутъ рацюнальныя, по длин% соизмфри- 
мыя стороны прямоугольника АС; я говорю, что этотъ прямоугольникъ 
будетъ ращональный. 

Фиг. 824. 


Е 
А 
Построимъ на пряной АВ квадрать АД, такъ вакъ прямая АД 
рашональна, то рашоназень и квалратъ 47) (кн. 10, пред. 8). Но по 


условю прамыя АВ и ВС соизм®римы, а АВ--ВО, слВдовательно соизм}- 
римы в пр амыя Вр и ВС. Но мы имемъ (кн. 6, пред. 1): 


ВО: ВСЕЕАО: АС 


- слВдовательно (кн. 10, пред. 10) площали АД и АС соизмВримы. Но такъ 
какъ АР есть ращональная площаль, то (ки. 10, пред. 9) и площадь 
АС рашональна. 

Предложене 21. Ращюнальный прнимоугольникъ АС, построенный на 
рапюнальной прямой АВ, будеть имВть ращональную, по длинВ  соизм$- 
римую съ ней, высоту ВС (фиг. 335). 

Доказат. Постронмъ на пряной АВ квалрать АД, этотъ квадратъ 6у- 
деть рацюнальный. Такъ какъ по условию прямоугольнниъ АС рашональный, 
то онъ соизмримь (кн. 10, пред. 19, замБч.) ст квадратомъ АД. Но 
мы имфемъ (ки. 6, пред. Г): 


АО: АО—= ВО: ВС 


слвдовательно (вв. 10, пред. 15) прямыя В и ВС сожвмвримы. НЮ 
ВО=АВ, слВдовательно АВ и ВС соизиЗримы. По условю АВ есть 
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рашовальная прямая, сл®довательно п ВС будетъ рапональная, по ддин® 
соизмЗримая, прямая еъ АВ. 


Фиг. 325. 
о. 
А 


Смьдстве. Праман А, квадратящая иррещональную площадь фигуры, 
сама иррашональна (фиг. 396). 
Фиг. 326. 


Е: 


Въ самомъ дВаЪ, если бы прямая А была ращональна, то (кн. 10, 
прел. 8) [}.4 быль бы рацоналентъ, сл®довательно и площадь фигуры, раз- 
ной ему, была бы рашональною, что противорёчить ноложен!ю. 

Предложене 92. Прямоугольникь АС, коего стороны АВ и ВС 
суть рацональныя прямых, соизуфримыя только въ степени, будетъ ирра- 
цюнальнымь и прямая, квадратящая его площаль будетъ также иррацю- 
нальною и называетсл среднею прямою (фиг. 327). 

Доказат. Построимъ на АВ квадрать АД, этотъ квадратъ будетъ ра- 
щональный. Такъ какъ по условю АВ и ВС соизм%римы только въ степени, 
и АВ=ВЛ, то В) и ВС иесоизм®римы по длин®. Но мы имЪемъ 
(кн. 6, пред. 1): 

ВО: ВС=АО: АС 


откуда видниъ (кн. 10, пред. 15), что АД и АС несоизм®римы и какъ АД) 
есть рацональный квадратъ, то АС будеть ирращональный ирямоуголь- 
никъ. Сл»ховательно прямая, квадратящая его площадь, будеть также 
ирращональная (кн. 10, пред, 21, слВд.). 


фиг. 327. 
2 В [4 
А 


Зампчане. Сфеднею эта прямая ивзывается потому, что квадратъ, 
построенный на ией, равень прямоугольнику АВ. ВС, т. е. она есть 
средне-пропорщональная линйя между ращюнальными по длин® только ис- 
соизиВримими лишями АВ и ВС. 

Смыстве. ДвЁ прамыя АВ и ВС относатея нежду собою такъ, какъ 
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квадратъ, построенный на одной изъ иихъ, наприивръ на АВ, относится 
къ ирямоугольнику, коего стороны суть эти прямыя (фиг. 327). 

Доказат. Построимъ на прямой АВ квадрать и дополнимь его 
прямоугольникомь такъ, чтобы АС-=АВ. ВС. Мы имфемъ (кн. 6, пред, 1‹ 


Вр: ВО=ПАВ: АС 
по В)=АВ, слдовательно: 
АВ: ВО—=ПАВ: АВ. ВС. 


Предложен 23. Пряиоугольникъ ВО, построенный на ращональной 
прямой ВС, равный квадрату, построенному на средней прямой А, будетъ 
имть высоту ОС, ращональную по длинВ несонзмВримую съ ВС (фиг. 328). 

Доказат. Пусть []4А=@Е=Е.ЕЕ. Такъ какъ А есть средняа 
прямая, то (вн. 10, пред. 22) прямыя @Е и ЕЁ соизиВримы только въ 
степени. 


Фиг. 338. 
р т 
р. с 
=—_ 
|= я 
с В 


По условю [Г] А=ВО, слЬдовательно прямоугольникъ В)=бЕ а 
такъ какъ они и равноугольны, то (кн. 6, пред. 14): 


ВО: ЕВ-ЕЕ: СР 
откуда (кн. 6, пред. 22): 


ПВО: ПЕЗ@=ОЕЕ: 0 СО. 


Но прямыя ВС и ЕС  ращональны, а потому квадраты СВСи 
НЕ@ соизмримы, схЗдовательно соизмримы и квадраты СЕЁ и ‹.СП 
(кн. 10, пред. 10). Но квадрать Г.ЕР рэшональный, слЗдовательно и СП 
также рашональный. Откуда и сторона его СТ) есть ращональная прамая. 
Такъ каБъ стороны ЕЁ и ЕС соизмВримы только въ степени, а чы 


, ичЪемъ (кн. 10, пред. 29, сд»лд.): 


ЕЕ: ЕВ=СЕЕ: ЕР. ЕС 
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то ОЕЕ несоизмВримъ съ прямоугольникомъ ЕЁ. ЕС (кн. 10, пред. 10). 
Но мы имЪемъ: } 
ЕР. ЕбВ=(]А—ОО. СВ 


и какъ по предъидущему ПЕЕ и [ПСР соизмфримы, то (кн. 10, 
пред. 13) СО несоизмримъ съ прямоугольникомъь ОС. СВ. Но (вв. 10, 
пред. 22, схВд.): 

0 СО: ОС. СВ=рС: СВ 


сх довательно, СД) и СВ по длин иесоизыВримы. А потому прямая ОО 
ращональна и съ прямою СВ по длинВ иесоизм рима. 

Предлюжеще 24. Каждая прамая В соизмфримая съ среднею прамою 
„А есть сама средняя (фиг. 329). 

Доназеит. Построимъ на равональной прямой СШ прямоугольникъ 
СЕ, равный квадрату, построенному на`.4. Стороны СР и РЕ, построен- 
наго прямоугольника, будутъ по длин несоизм®римы (ви. 10, пред. 23). 

Фиг. 329. 


Е р Р 


в 


АЕ 


Построииъ на СШ прямоугольникь ОЕ, равный квадрату, построен- 
ному на В и пусть его другая стороиа- будеть ОЕ. 

По условю Ди В соизиВримы, ся довательно (кн. 10, пред. 9, слд.) 
и квадраты 04, ОВ также соизивримы. Но ПА=СЕ, ОВ-—ОЕ, сл®дова- 
тельно и прямоугольники СЁ и СР также соизмримы. Но (кн. 6, пред. 1): 


СЕ: СЕЕШ: ОЕ 


сл$довательно и прямыя ЕД и ОР соизирины (кн. 10, пред. 10). Но ЕД есть 
ращюнальнан прямая, по длинв несоизмримая съ СТ), сафдовательно (кн. 10, 
пред. 13) прямая ОР ращюональна и по длин несоизмрима съ прямою СХ. 
Откуда видимъ, что прямыя СР и ОР рацюнальны соизмЗримы только въ сте- 
пени. Но ОЕ есть ращональный прямоугольникъ (кн. 10, пред. 22), а мы 
имфемъ ОВ=Ср.ЮОР, слВдовательно, прямая В ирращоюнальна (кн. 10, 
пред. 29) и есть средняя. 
86 
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Сиьдетве. Изъ этого предложешя слВдуетъ, что фигура, т. е. ея 
плошадь, соизм®риман съ площадью средней фигуры, сама есть средняя. 
Въ самомъ дВлф, прямыя, квадратяшйя 00% площади, соизмримы только 
въ стенени, н какъ одна изъ нихъ есть средняя, то и кругая будетъ так- 
же средняя. Что было сказано относительно рашональныхь лин, то мож- 
но сказать и о среднихъ, именно: каждая прямая хлишя, соизмВрииая съ 
среднею, есть сама средняя и съ ней и по длинВ ны въ степени вы%ст%, 
или только въ степени соизм$рима. 

Предложеще 85. Прямоугольникъ АС, имвющИй стороны среднзя, по 
длинв соизмФримыя прямыя АВ и ВС, есть самъ средщи (фиг. 330). 
`  Доказат. Пусть АВ в ВС будуть стороны прямоугольника средня 
и по длинВ соизи$римыя прамыя; я говорю, что прямоугольникь АС есть 
средних. 

Вь саноиъ. яёлВ, построимъ. на прямой АВ квадрать АД, который бу- 
деть средн. Такъ какъ АВ и БС соизм#римы, а АВ=ВП, то ВС и 
ВО также соизм®рины. Но мы имфемъ (кн. 6, пред. 1): 


ВО: ВС=АО: АС 


слФдовательно АД и АС соизмВримы. Но АД есть ереднй  квадратъ, 
сяФдовательно и пракоугольникь АС есть средн (кн. 10, пред. 24). 


Фиг. 330. 
р в с 
А 


Предложене 26. Прямоугольникъ АС, коего стороны суть средня, 
только въ степени соизуфримыя лийи АВ и ВС, будеть или рано- 
нальный или средний (фиг. 331). 

Доказат. Пусть АВ и ВС будутъ стороны прямоугольника АС. Если 
он средя, только въ степени соизызримыя, то прямоугольникь АС 6у- 
детъ или рацюнальный или средний. 

Построимъ на АВи ВС квадраты АД и ВЕ, эти квадраты будуть 
средне. Возьмемъ ращональную прямую Р@ и построимь на ней прямо- 
угольникъ СН, равный квадрату АГ); пусть его другая сторона будеть ЕН. 

На стороиз НХ построимъ прямоугольникъь С.Г равный прамоугольнику 


АС и пусть другая его сторона будеть НТ. Наконень построимъ ва МТ 
прямоугольникъ ИК, равный квадрату ВЕ и пусть другая его сторона будотъ 
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ТК. Стороны ЕН, НТ, 1К, построенныхъ ирямоугольниковъ @Н, ГЛ, МК, 
составляютъ одну прямую лин (кн. 1, пред. 14). 
Фиг. 331. 


Е е_ и тк 


с: хи 


Такъ какъ квадраты АД и ВЕ суть средше, то и равные имъ иря- 
моугольники СН и МК суть также средние, но сторона ЕР@ по условю 
рашональна, слВловательно ЕН и 1Ж также реащональны по длин неео- 
ивувримыя прямыя съ Р@. Но площадь АГ соизмВрима съ площадью ВЁ, 
слёдовательно и площадь @Н соизм®рима съ площадью МК. Такъ какъ 
мы имфемъ (кн. 6, пред. 1): 


СН: МК=ЕН:1К 


то (кн. 10, пред. 10) ЕН и ЛК соизм®римы. Олфдоватезльно прямыя ЕН 


и 1Ж рацональны и по длинЪ соизмримы, откуда и нрамоугольникъ 
ЕН.1К рацональный. 


Такъ какъ В)=АВ и ВС-ВМ, то мы имЪемъ: 
ВО: ВС=АВ: ВМ 
но (кн. 6, прех. 1): 


ВО: ВСО=АШ:АС и АВ: ВИ=АС: ВЕ 
слховательно: 
АФ: АС=АС: ВЕ. 


Но Ар-=@Н, 40—=1ТТ, ВЕ=МК, сл8довательно: 


аН: Г[1=ТГ: МК к ЕН: НЕ=НТ:1К 
откуда (вн. .6, пред. 17): 
ОНЕ=ЕН. ТК. 


Мы выше показали, что прямоугольникь ЕЯ. ТК рацюнальный, сл%- 
довательно и [НТ рацюнальный, а слВдовательно его сторона НТ ращо- 
нальва. 
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Если ЯТ соизмёрима съ НТ, т. е. если НТ соизирима съ Р@, то 
прамоугольникъ Г.Л будетъ рашональный; если же ЯТ и Р@=НГ иесо- 
измвримы, то прямыя НГи НГ, суть ращональныя, только въ степени со- 
изыфримныя линш, сл®довательно прямоугольник Г (ки. 10, пред. 22) бу- 
детъ средней. Откуда видимъ, что прямоугольникь 4А0=—1. есть или раци- 
нальный или средниг. 

Предложене 27. Избытокъ средняго прямоугольника АВ надъ сред- 
нммЪ прямоугольником АС ие можеть быть рацюнальною площадью 
(фиг. 332). 

Доказат. Похожимъ, что это возможно и пусть избытокъь ОВ будеть 
ращональная площадь. Возьмемъ ращоназьную прямую ЕР и построимъ на 
ией прямоугольныкь ЕН равный прямоугольнику АВ, пусть его другаа 
сторона будеть ЕЯ. Оть ЕН отымемъ прямоугольникь Р@=АС, то 
ВО=ТИ. Но мы допустили, что ВШ есть ращовальный прямоугольникз. 
слЪдовательно и прямоугольникъ 1Н будеть также ращональный. 


Фиг. 332, 
Е сн 
| м 
А и РУ т 

Такъ какъ, по условю, прямоугольники АВи АС суть средше, то 
и равные имъ прямоугольники ЕН и Р@ суть также средне. Но сторона 
ЕЕ есть ращональная прямая, схвдовательно и стороны ЕН и ЕС суть 
рапональныя прямыя (кн. 10, пред. 23), по длин иесоизмВримыя съ ЕЁ. 
Но 1НЕВО и одна изъ сторонъ 14=ЕРЁ рацюнальна, схЪдовательно и 
другая сторона @Н рашональна (кн. 10, пред. 21) по дланВ несоизмВримая 
съ ЕЕ. Откуда видимъ, что стороны Е@ и @Н несоизмВримы, потому 
что несоизм8римы прямыя Е@ и ЕР (кн. 10, пред. 13). Но мы имЗемъ 


(кн. 6, пред. 1): 
ЕС: СН-=О[ЕС: ЕС. ОН 


откуда видимъ (кн. 10, пред. 10), что СЕЯ и прямоугольникь Е@. СН не- 
соизмримы. Такъ какь ПЕС и О@Н рацюнальны, то СЕ@ соизыЪримъ 
- въ СЕЧ-НОВН и прямоугольникь Е@. СН соизмримъ съ 2(Е@. @Н), 
схВдовательно (кн. 10, пред. 17): 


СЕС-+-С СН несоизм®р, съ 2(Е@. ВН) 
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асяфловательно ЕЕ ОН несоизи®римъ съ СЕ @-+Г.@Н--2(ЕС.ВН)—= 
=_ЕН (кн.2, пред. 4). Итакъ площадь  Е@--ОСН несоизм®рима съ пло- 
щадью С. ЕН. Но площадь -.Е@-+:.@Н рашональна, слдовательно квадратъ 
_ЕН и его сторона ЕН иррацовальны; мы выше показали, что ЕН рац1о- 
наАЛЬНА, & Теперь, что она ирращональна, ся ховательно наше похожене, 
что избытокь ОВ есть рацональная площадь, невозможно. 

Предложене 98. Найти дв средн прямыя, соизм$римыя только въ 
степени, которыя бы были сторонами рашональнаго прямоугольника 
(фиг. 333)? 

Рилиеме. Пусть А и В будуть хвЪ ращовальныя только въ степени 
соизм8римыя линш. Построямъ прямую С средне-пропорцональную между 
Ди В (вн 6, пред. 13) и прямую Л) четвертую пропорцюнальную къ тремъ 
прямымъ Л, В, С (кн. 6, пред. 12). Такъ какъ прамыя Си Ш суть среда, 
только въ степени соизм®римня, то С. Г) будетъ рашональный прямоугольникъ. 


Фиг. 333. 


Такъ какъ прямыя А иВ суть ращональныя соизмВримыя только въ 
степени, то прямоугольникь А. В-=СС будетъ среднй, & также и прямая 
С. По построею мы имЗемъ: 


А:В=о:р 


сл®довательно (кн. 10, пред. 10) прямыя С и Л соизмЗримы только въ степени, 
во прямая С’ есть средняя, схЗдовательно (ки. 10, пред. 24) и Л есть сред- 
няя. Итавъ прямыя Си Л) суть средёёя только въ степени соизыримыя. 
Изъ пропорщи 4.: В=С:Ш мы имземъь А:С=В:), о А: С=С: В, 

слВдовательно: 

С: ВЬ=В: Г, 
откуда (кн. 6, пред. 17): 

ПВ=С.р. 


Но ОВ есть рацональный квадратъ, сх»довательно и ирямоуголь- 
никь С.Г) есть также ращюональный. 
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Предложене 29. Найти двВ среднея прямыл, соивм®римыя только въ 
степени, которыя были бы сторенамн средняю прямоугольника (фиг. 384) 


Фиг. 334. 


ьь 


Рьзщене. Возьмемъ три прамыя, только въ степени совзм®римыя лн- 
ши, А, В, С. Постронмъь средне-иропорцюнальную прямую Г) между А и В 
(кн. 6, пред. 13) и четвертую пропорщюнальную Ё къ тремъ прямымъ В, 
Си] (ви. 6, пред. 12). Такъ какь О и Е суть средня, только въ степени 
соизмримыя, прямыя (кн. 10, пред. 25), то прямоугольникь Д.Еесть средвйй. 

Такъ какъ Ан В суть прамыя ращональныя, только въ степени 
соизыримыя, то (кн. 10, пред. 22) А.В=О0ОЛШ есть средый квадратъ. 
Такъ какъ прямыя В и С соизмзримы только въ степени и мы имземъ: 


В:0=):Е (а) 
то Ди соизмримы только въ степени (вн. 10, пред, 10). Но Л) есть средняя 


прямая, сл довательно (кн. 10, пред. 24) и прямая Е есть также средняя. 
Изъ пропорщи (а) мы имЗемъ: 


. В: П=С:Е 
но мы еще имЗемъ: 
В: 0—=О:А 
ся»довательно: 
р: А=с:Е 


откуда (ки. 6, пред. 16) А.С=).Е Но А.С есть средн прямоуголь- 
никъ, схздовательно и Д.Е есть также среднй (кн. 10, пред. 22). 
Сльдстве 1. Найти два квадратныхь числа, которыхъ бы сумма 
была число квадратное (фиг. 335)? 
Рьшеюме. Возьмемъ два подобныя площадныя числа АВи ВОС (кн. 10, 
прим ч. 4) или два квадратныя. Мы видЪли, что произведеше АВ. ВС та- 
кихъ чиселъь есть число квадратное (кв. 10, примВч. 4): 
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Пусть два взятыя числа АВи ВО будуть оба четныя или оба не- 
Фиг. 335. 


четныя. Ихъ разность АС въ обоихъ случаяхь будетъ четная. РаздВлимъ 
эту разность въ точкЪ Ш пополамъ, то мы будемъ имзть (кн. 2, пред. 6): 


АВ. ВО-ООр=ОВО 


слдоватехьно квадраты искомыхъ чиселъ суть АВ. ВС и НОО. 
Примърь. АВ—=18, ВО=8, эти числа подобны, такъ какъ мы имфемъ: 


АВ=18=3.6 ВО=8—=2.4 


3:6=9:4 
стВдовательно: 
АВ. ВС—=144, СШ=5 


144+26=169, 12°+5'=13?. 


Изъ этого видно, что можно вайти два числа ВГ’ и СГ», коихъ раз- 
ноть АВ. ВС есть число квадратное. 

Сльдстве 2. Найти два квадратныя числа коихъ сумма не есть число 
квадратное (фиг. 336)? 

Рьъшене. Возьмемъ всё данныя предъилущаго сл®дствя, то мы бу- 
хемь имЪть, какъ выше: 


АЗ. ВО-ООП=0В1. 
Фиг. 336. 
Р] ! ГОО ОИ | ! В 
а НОЕР [#4 


Если отъ СШ отымемъ единицу ДЕ, то получимъ: 
АВ. ВОНОСЕЗОВО 


я говорю, что АВ. ВО--ОСЕ ие есть число квадратное. 
Въ самокъ дВлЪ, если бы АВ. ВС+-ОСЕ было число квадратное, то 
сторона квадрата, выражабмаго этимъ числонъ, была бы или больше, изи 
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равна, или меньше числа ВЕ, непосредственно меньшаго числа ВД. Я г 
ворю, что не одно изъ этихъ положен не можетъ имфть м%ета. 
1. Не можеть имЪть м%етя похожен:е: 


АВ. ВСО+-СОЕ>ОВЕ 


такъ какъ ближайшее большее оть СВЕ число С.В болыше предъиду- 
щей суммы. 
2. Невозможно также и положен!е: 


АВ. ВСНОСЕ=Н ВЕ. 


Въ самомъ двд, 4А—=20Е, А(=2ПС, В0=20Е, т.е. @С ъь 
точкВ Е длится пополамъ, сяфдовательно (кн. 2, пред. 6): 


В. ВС-ОСЕ=ОВЕ 


во по положеню мы имземъ: 
АВ. ВС+-ООЕ-СВЕ 


сяфдовательн0 (В=АВ, что невозможно. 
3. Наконецъ невозможно и положене: 


АВ. ВО-ОСЕ«ЧВЕ. ` 


Въ самомъ дл, мы имфемь АНЬ=—=оРЕ, ОН=ЗСЕ, сл%довательво 
НС въ точк8 Е дЪфлится пополамъ, откуда (ки. 2, пред. 6): 


ВН. ВС-ОСЕ=ОВЕ. 


Но какъ Г.ВЁ есть ближайшее менынее оть СВЕ квадратное 

число, то: 
АВ. ВО-ОСЕ=ОВЕ 
откуда: 
НВ. ВО+-ССЕ=АВ. ВС+-ОСЕ 
& это невозможно. 

Итакь АВ. ВО+-ОСЕ квадратиымъ числомъ быть не можеть; сл$дс- 
вательно всегда возможно найти два квалратныхь числа, коихъ сумма не 
есть число квадратное. 

Предложене 30. Найти дв рашональныя, соизмВримыя только въ 
степени, прямыя лиши, изъ коихъ большлая квадратить иадъ меньшею ва 
квадрать, коего сторона по длинВ соизи8рима еъ большей (фиг. 337)? 
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Рынеше. Пусть . АВ будеть, какая нибуль рапональная лил, & 
("Ри БЕ два квалратныя числа (кн. 10, пред. 29, слЗд.), коихъ разность 
СЕ не есть число квадратное. На АВ какъ на маметрВ опищемъ полу- 
кругь АЕВ и сдЬлаемъ (вн. 10, пред. 6): 


ШО: СЕЕСАВ: ЗАЕ 


виитемь вт, полукругъ хорлу АР и соединимъ точку Р съ В. Я говорю, 
что искомыя ращональныя пряхыя суть АВи АЕ, а ЕВ есть прямая по 
длин еоизумВримая сь АВ и коей квадратъ есть разность квадратовъ по- 
строенныхъ на АВи АЕ, т. е. АВ квадратить надъ АЕ: 


САВ-ПАЕРЗОВЕ. 
Фиг. 337. 


Такъ какъ: 
Слав: ОАЕ=ОС: СЕ 


а СП и СЕ не суть оба квадратыыя числа, то (кн. 10, пред. 6) ПАВ и 
АЕ соизифримы, а такъ какь АВ рашональный, то СВЕ, а сл%дова- 
тельно н лия АЕ также рацюнальна; слЬдовательно АВ и АР несо- 
изуБримы по длинЪ (кн. 10, пред. 9). СлЗдовательно нрячыя АВ и АР 
суть ращюнальныя соизмВримыя только въ степени. 
Изъ пропорщи: 
5 ФС: СЕ=ОАВ: САЕ 


слвлуетъ (кн. 5, пред. 19, и кн. 1, пред. 47): 
Ср: РЕ=ПАВ: ПВЕ 


1 Ср и ДЕ суть числа квадратных, слФдовательно (кн. 10, пред. 9), 
нрахыя АВ и ВЕ соизиЪримы по длинф. Но мы нмфемтъ (кн. 1, пред. 47): 


048=бАЕ+-ОВЕ 
откуди: 
048—04АЕ=0ВЕ 
что и требовалось доказать. 
47 
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Предложенще 31. Найти двЪ рацювальныя прямыя соизиВримыя только 
въ степени, изъ коихъ большая квадратить надъ меньшею на квадратъ, 
коего сторона по длииЪ несоизмрима съ большей (фиг. 338) 

Рьшене. Пусть АВ будетъ, вакая нибудь рашональная лиша, а 
СЕ в ЕД два квахратныя числа (кн. 10, пред. 29, сл$д. 9), коихъ сумма 
не есть число квадратное. На АВ какъ на л1аметрЁ опншемъ нолукругъ 
АТВ (кн. 10, пред. 6, сл®д.) и сд®лаемъ: 


ОС: СЕ=ДАВ: ПАР. 


Впишемъ въ полукругь хорду АР и точку Е соединимъь съ точкою 
В. Я говорю, что искомыя рацюнальныя прямыя суть АВ и АР, и ЕВ 
по. хлинВ несоизмфрима съ АВ. 


Фиг. 338. 
р 
А 7. 
—ч 
(2 Е ыл) 


Легко видЪть, какь выше, что АВ и АР суть ращовальных только 
въ степени соизхЗримыя лини. Но мы имфемъ: 


РС: СЕ=СДАВ: ЧАР 
и (кн. 5, пред. 19 и кн. 1, пред. 47): 
ср: РЕЕДАВ: ОВЕ 


текъ какъ СЛ) и ПЕ не суть оба числа квадратных, то АВ и ВР несо- 
ивм®римы (кн. 10, пред. 9). Но мы имЗемъ: 


ПАВ-ОАЕ=СВЕ 


ся довательно АВ и АР суть исхомыя прямыя. 

Смьдствё. Большая изъ двухъ прямыхь лин АВ и ВС относится 
къ меньшей, какъ прямоугольникъ содержанийся между обфими къ квад- 
рату построенному на меньшей (фиг. 339). 

Доказат. На прямой ВС построимъ квадрать ВЕ и кополнимъ его 
до прямоугольника АЛ), то (кн. 6, пред. 1): 


АВ: ВС=АТ: ВЕ х 
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Но Ад=АВ. ВО-=АВ. ВС, такъ какъь ВО—ВОС; слВлховательно: 
АВ: ВС=АВ. ВС: ПВС. 


Фиг. 339. 
р_ 
А. . В [4 


Предложене 32. Найти дв средтя прямыя соизмЗримыя только въ 
степени, которыя были-бы сторонами рацюнальнаго прямоугольника и при 
томъ такъ, Чтобы большая изъ искомыхъ прямыхъ квадратила надъ мень- 
шею на квадратъ, коего сторона соизызрима по длинЪ съ большею 
(фит. 340) 

Фиг. 340. 


высь 


Рьшене. Пусть А и В букутъ двЪ ращюональныя прямыя соизмримыя 
только въ степени (вн. 10, пред. 30), изъ коихъ большая А квадратить 
надъ меньшею В на квадратъ, коего сторона по длинЪ соизмВрима съ 4. 
Построимъ прамыя С и Д по слВдующимъ усломямъ (кн. 6, пред. 19, 13): 


А:С=С:В, С:В=В:) 
откуда: 
00=А.В,  ПВ=с.р 


я говорю, что Си Д суть искомыя прямыя. | 

Въ самомъ лвл, такъ кавъ А. В есть средний прямоугольникъ (ки. 10, 
пред. 22), то и []С есть также средний, а слЗдоватально и прямая С’ есть 
средняя. 

Такь кавъ (В=С0.Ф и ОВ есть рацюкальный, сл®довазтедьно и 
прямоугольникъ С.Г) есть также ращональный. 

Но мы иыВемъ (кн. 10, пред. 31, сях.). 


А: В=А.В:0В 
А. В=0С, С. 7=С В 


А: В=0С:0,р 
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ио кромВ этого мы еще ныЗемъ (кн. 10, пред. 31, сл®д.): 


С: 1=010С:0.2 
откуда: 
А: В=0: Р. 


Изъ этой пропорши (кн. 10, пред. 10) видичъ, что Си Д суть пря- 
мыя соизи8римыя только въ стенени. Но С есть средняя, слВховательно п 
Л есть также средняя (кн. 10, пред. 34). 
Изъ пропорщи: 
А:В=сС: р 


ся®дуетъ также (кн. 10, пред. 15), что С квадратитъ налъ Г) на квал- 
ратъ, коего сторона ссизмёрима по длинз съ С, ибо тоже иметь мЪето 
для прямыхъь Ди В. : 

Замьчане. Точно также мы найдемъ эти линш, если большая лолдва 
квадратить надъ меныпею на квадрату, коего сторона по длинв несоизи{- 
рима съ большею, если ирямыя А и В будуть такъ взаты, что А квадра- 
титъ надъ В на квадратьъ, коего сторона по длииВ песонзм®рима съ А. 

Лемма. Изъ трехъ прямыхъ АВ, ВС, СГ всегда первал такъ относится 
къ третьей, какъ прямоугольникъ, содержащийся между первою и второю. 
въ прямоугольнику, содержащемуся между второю н третьею (фиг. 341. 

Доказат. Изъ точки А къ прямой АВ позставимъ перпендикулярь 
АЕ, сдЪлаемъ АЕ-ВС и чрезъ точку Е проведемъ параллельную Еб 
ЕЪ прямой АО; чрезъ точки В, Си Ш проведемъ лини ВЕ, СН и Об 
параллельныя АЕ. 


Фиг. 341. 
Е РИ 2 __©: 
у, % в с д 


Такъ какъ (кн. 6, пред. 1): 


АВ: ВС=АЕ:ВН и ВО: СО=ВН:С6 ` 


АВ: СО=АЕ: СС. 
Но АЕ=АВ. ВС и С@=0Ф. ВС, потому что: Е 
АЕ—=ВС, СНЕАЕ-—=ВС 
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сВковательно: ‹ 
АВ: Ср=АвВ. ВС: ВС. 


Предложене 33. Найти двЪ средмя только въ степени соизмримыя 
пряяыя, которыя были бы сторонами средняю прямоугольника и изъ коихъ 
большая квадратила бы надъ менышею на квадратъ, коего сторона по длин ` 
соизмВрима съ большею (фиг. 342)? 

Рышене. Пусть А, В, С будутъ три рацюнвальпиыя только въ степени 
соизуВримыя прямыя (кн. 10, пред. 30), изъ коихъ А квалратитъ надъ С 
на квадрать, коего сторона по длин} соизмВрима съ 4. 


Фиг. 3429. 


А, о ы ЕЩ. За Ты Вы 


= 


ака 
Построимъ Ди Е такъ (ки. 6, пред. 13 и 12), чтобы: 


А:0р=о:8В, О:В=С:Е 
слЬховательно: 
‘‚'02=А.В, В.С=О.Е. 


Я говорю, что Ди Е суть искомыя прямыя. 

Въ самомъ дВлЬ, (ки. 10, пред. 22), такь какъ А.В есть средняя 
площадь, то и СД есть также среда, слВдовательно и прямая Л есть 
средняя. Но мы имемъ: 


А.В:В.С=А:С 


А.В=О,, В.0=О.Е 

сл®довательно: . ‘ 

А:0=0ПО:О.Е 
но (вн. 10, пред. 31): 

0ОО:О. Е=О:Е 
сл довательно: 

А:0=Р:Е. 
Такъ вакъ, по усломю, прямыя А и С соизмЁримы только въ сте- 

цени, то (кн. 10, пред. 10) и прямыя Ди Е соизм®римы только въ сте- 
пени. Но ЛД есть средняя прамая, слВдовательно и Е есть также средняя 
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(вн. 10, пред. 24). Итакь прямыя Ди Е суть средмя только въ стенеин 
соизм®римыя. ДахВе, такъ какъ: 


В.С=0).Е 
а В.С есть средйй прямоугольникъ, то (кн. 10, пред. 22) и О.Е есть 
также средней. 
Изъ пропоршя: 


А:0С=О:Е 


также слёдуетъ (кн. 10, пред. 15), что Д квадратять надъ Е на квад- 
рать, коего сторона по длин соизыВрима съ О, ибо это же имфеть м®сто 
по уеловю для А и С. 

Зампчаше, Также точно найдемъь прямыя лини, @ели большая 
должна квадратить надъ меньшею на квадратъ, коего сторона по длинЪ 
несоизм®рима съ большею, взявъ Аи В такъ, чтобы А квадратила надъ 
В ив квадратъ, коего сторона по длин® иесоизм®рима съ (А. 

Лемма 1. Если въ прямоугольномъ треугольник® ВАС (фиг. 843) опу- 
стим изъ вершины прямаго угла А перпендикулярь АД на гапотенузу 
ВО, то: 

Фиг. 343. 


1. Мы имЗемъ: 
СВ. ВП=ПАВ 


такъ какъ (кн. 6, пред. 8, сл®х.) мы имземъ: 
ВС: ВА=ВА: ВП. 


2. Мы имЗемъ еще: 
В0.СО=О0 лс 


такъ какъ (кн. 6, пред. 8): 


ВС: ОА=0СА: СТ. 
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3. Мы ииземъ: 
Вр. БСП] Ар 


такъ какъ (кн, 6, прел. 8): 
ВО: Ар=Ар: ГС. 
4. И наконепь мы имЗемтъ: 
ВО. Ар=вВА. АС 


такъ какъ (кн. 6, пред. 8): 
- ВС: АС=АВ: АД. 


Или, если построимъ прямоугольники СЕ и АЁ, то каЖдый изъ 
нихъ-=2 Л ВАС, слВдовательно СЕ-АЕ, т. е.: 5 


ВС. АТ=АВ. АС 


Лемма 2. Есхи прамую линю АВ, въ точкВ Е раздёлимъ на двЪ 
неравных части АЕ и ЕВ, то большая АЕ такъ относитея къ меньшей 
ЕВ, вакъ прямоугольники, содержащеся между цзлою АВ и меньшимъ 
отрёзкомъ ЕВ (фиг. 344). 

Доказат. На данной прямой АВ построимъ квадратьъ АЛ и чрезь 
точку Е проведемь ЕЁ || АС, то (кн. 6, пред. 1): 


АЕ: ЕВЗАЕР: ЕВ 


Фиг. 844. 
А ®__ В 
С т > 


Но АР—=АВ. АЕ, ЕВезАВ. ВЕ, тавъ какь АВ=АО-—=ВГ. Ся до- 
вательно: 
АЕ: ЕВ=АВ. АЕ: АВ. ВЕ 


Лемма 3. Есхи изъ двухъ неравныхь прямыхь АВи ВС, меньпую 
ВС, въ точк» Г), раздёлимъ пополамъ, то прамоугольникь, содержашийся 
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между АВ и ВС равенъ двойному прямоугольнику, содержащемуся межху 
большею АВ и половиною меньшей ВС (фиг. 315). 
АДоказат. Изъ точки В возетавимъ перпендикулярь ВЕ=АВ въ 
прямой АС и построичъ прамоугольникъ ВС. 
Такъ какъ (ки. 6, пред. 1): 
ов: рС=ВЕ: Ос 
то: 


ВС: рС=вВа: ов 


Фиг. 345. 
Е ЕС 


. А вос 
откуда, заыЁ чая, что ВОЛОС имфемъ, ВС=2ОС. 

Но Ва=АВ. ВС, РО=АВ. ВГ, потому что АВ-=ВЕ и ВО=ОС, 
слЗдовательно: 

АВ. ВО=ХАВ. ВП). 

Предложене 34. Найти двВ прямыя соизмЪримыя только въ сгецени. 
которыя бы были сторонами средвяго прямоугольника п коихЪ вмБет® взятые 
квадраты составляли бы ращональную площадь (фиг. 346)? 

Рыисшс. Пусть АВ н ВС будуть рашовальныя прямыя тольБо въ 
степени соизмВримыя (ки. 10, пред. 31), изъ конхь АВ квадратить вадъ 
ВС на квадрать, коего сторона по длин несоизмВрима съ АВ. Раздфличь 
ирамую ВС въ точкВ Д пополамь и на АВ (кн. 6, предл. 28) построизъ 
прямоугольникъ АЕ. ЕВ равный четвертой части (СВО, т.е. С] ВДОа 
коего дополнеше есть квадратъ. На АВ, какъ на даметрВ опишем ш- 
лукругь 1ЕВ. Изъ точки Е позставимъ перненднкулярь ЕЁ и проведелъ 
прямыя АЁи ЕВ. Я говорю, что АРи ЕВ будуть искомыя прямыя. 


Фиг. 346. 


Е 


А ЕВ Ф С 


Въ самомъ да, по построеню (кн. 10, пред. 19) АЕ несоизирима 
еъ ЕВ. Но мы имфемъ (кн. 6, пред. 1): 
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АЕ: ЕВ=ВА. АЕ: ВА. ВЕ 
но (кн. 10, прел. 33) В. АЕ=САР и ВА. ЕВ=ОТВ, слВдовательно: 


АЕ: ЕВ=САЕ: СЕВ 


слЪдовательно (ки. 10, пред. 10) ОА и СЕВ, & также Аи ЕВ въ 
«тепени несоизм®римы. 

Такъ какъ АЙ есть рашональная прямая, то []АВ есть рацюональ- 
вая илощадь, но (ки. 1, пред. 47): 


0ОАВ=ПАЕ+ЦЕВ 


схвдовательно и []АЁНОЕВ есть рацюнальная площадь. 

Далфе, (кн. 10, пред. 33, лемма 1) АЕ. ЕВС ЕЕ, а по построению 
АЕ. ЕВС] ВО, сл№довательно ЕЕ-=ВШ и ВС=3ЗЕЕ, откуда (кн. 6, 
прел. 1) АВ. ВСО=ХАВ.ЕЕ), но (кн. 10, пред. 22) АВ. ВС есть сред- 
ни прямоугольникъ, слЪдовательно и АВ. ЕХ есть также среднёй: но мы 


ичфемъ (ки. 10, пред. 33): 
АВ. ЕЁЕ—=АЕ. ЕВ 


слфдовательно и прямоугольникь А. ЕВ есть среднй. 

Предложеще 35. Найти двВ прямыя лини, несоизыримыя вЪ степеви, 
когорыя были бы сторонами рацюнальнаго прямоугольника и коихъ сумма 
квадратовъ была-бы средняя площадь (фиг. 347)? 

Рьшене. Пусть АВ и ВС будуть двз средёя прамыя (кн. 10, 
цех. 32) соизм5римыя только въ степени, содержащ!я рашюональный прямо- 
утольникъ и изъ коихъ АВ квадратить надъ ВС на квахратъ, коего сторона 
по длин несоизм8рима съ АВ. РаздВлимъ прямую ВС, въ точк® Е, по- 
поламъ, и на АВ построимъ (ви. 6, пред. 28) праямоугольникь АР. ЕВ, 
равиый квадрату ОВС, коего дополнеше есть квадрать. На АВ, какъ 
на ддаметр\, опишемъ полувругь АДВ, изъ точки Ё возставимъ перпенди- 
кулярь ЕЛ) и проведемъ хорды АД н ОВ. Я говорю, что АР иВ 
суть искомыя прямыя. 

Фиг. 341. 


т 


А. ЕВ Е С 


Въ самочъ лЬлВ, по построеюю (ки. 10, пред. 19) прамая АР ие- 
соизмБричь съ ЕВ, слВдовательно (кн. 6, пред. 1, и кн. 10, пред. 10); 
48 
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АВ. АР неосоизмфримъ съ АВ. ВЕ 
Но мы имемъ (кн. 10, пред. 33, лемма 1): 
АВ. АЕ-САР и АВ. ВЕ=С ВО 


слфдовательно и АД несоизм*римъ съ []ВО, откуда и прямыя АД и 
ВЛ иесоизмВримы. 


Такъ какъ []АВ есть средн ввадратъ, а мы имфемъ (вн. 1 пред. 47): 
ПАвВ=пАр--ПОВ 


поэтому и ПАД--ОДВ есть средняя площадь; сл довательно, квадраты, по- 
строенные на прямыхь АД и ШВ составляютъ среднюю площадь. 
ДалВе, по построению, мы имфемъ АР. В—={Г ВЕ и (вн. 10, пред. 33) 
АТР. ЕВ=СШЕ, сл8ховательно ВЕ-=ОЕ, откуда ВОС ВЕ=ЭШЕ; сж- 
ховательно: 
АВ. ВСО=ЖАВ.ШЕ) 


иЗЪ этого видимъ, что прямоугольник АВ. ВС соизизримъ съ прямоуголь- 
никомъ АВ ПЕ. Но, по построеню АВ. ВС есть площадь рацюнальная, 
слЪдовательно н площадь 4В.ШОР есть также площадь рашональная. Но 
мы имЪемтъ (Ен. 10, пред. 33): 

АВ. РЕ=дАр.ОВ 


саЪдовательно0 и АД.ОВ есть ращональная площадь. 


Предюжене 36. Найти двЪ прямыя, весоизмВримыя въ степени, на 
которыхъ сумыа построенныхъ квадратовъ была бы средняя площадь и ко- 
торыя содержали бы средн прямоугольникъ, несоизы®римый съ среднею 
площадью (фиг. 347)? . 

Рьшеше. Пусть АВ в ВС (вн. 10, пред. 33) будутъ двз средыя прамыя 
только въ степени соизиёримыя, заключающя средый прямоугольникъ и 
изъ коихь АВ квадратитъ надъ ВС на квахдратьъ, коего сторона несоизы$- 
рича съ АВ. 

Сдфлавъ тоже построене кзкъ въ предъидущемъь предложени, най- 
демъ. что АД и ОВ суть искомыя прямыя. 

Въ самомъ дя, АЕ несоизмВрима съ ЕВ, слЪдовательно Ари ОВ 
несоизмфримы въ степени; во [АВ есть средвй, слФдовательно и 
ПАД-НОФВ есть средняя илощадь. 

Но мы изя&сь имЗемъ ВО=ООЕ, слВдовательно 1В. ВО=2(АВ.ЕО), 
но такъ какъ АВ. ВС есть средний прямоугольникъ, тои АВ. Е) есть 
также средн. Но мы имЖемтъ: 
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АВ. Ер=Ар.ОВ 


слВловательно Ар.ДОВ есть средний прямоугольнивъ. | 

По услошю АВ и ВС несоизмЪримы, но ВС и ВЕ соизмВримы, сл}- 
довательно, АВн ВЕ несоизм%римы, откуда (кн. 6, пред. 1 и кн. 10, пред. 10) 
САВ и АВ. ВЕ несоизм$римы. Но мы имфемъ: 


048=ПаАр-оОрВ 


АВ. ВЕ-АВ. ЕР=АО.ШВ 


сх#довательно, площадь []АД-НОЛВ несоизмрима съ площадью АО. ОВ. 


Шесть отЪ сложен! происшедшихъ ирращональностей. 
Предложене 37. Если сложимъ двВ ращональныя, только въ степени 
соизмВримыя лини АВи ВС, то цЪлая лишя АС будетъ иррашовальная 
и называется биножальною (фиг. 348). 


Фиг. 348. 
В 
они 


Доказат. Такъ какъ прямыя АВ и ВС соизмВримы только въ сте- 
пени, то сами онЁ иесоизыримы. Но мы имЗемъ (кн. 6, пред. 1): 


АВ: ВС=АВ. ВС: ОВС 


слвдовательно (кн. 10, пред. 10) прамоугольникь АВ. ВС несоизы8римъ 
съ квадратомъ []ВС. 

Кром этого (кн. 10, пред. 6), прямоугохьникь АВ. ВС соизмВримъ съ 
(АВ. ВО) и (кн. 10, прел. 16) квалрать [ВС сонвмрамъ съ САВ--ОВС, 
слфдовательно площадь 2(АВ.ВС'’) несоизмрима съ площадью (1АВ-НГОВС, 
а слЪховательно (кв. 10, пред. 17) и площадь [)АВ-+2(АВ. ВСН] ВО= 
=0О С (вн. 2, пред. 4) несоизм® рима съ (А В-НОВС. Но ЦАВ--ОВО есть 
рашональная площадь, слёдовательно площаль [-].АС есть нррашюональная, 
откуда и прямая АС есть также ирратональная. 

Предложене 38. Если сложимъ дВВ средня, только въ степени соиз- 
мзримыя, прямыя АВ и ВС, которыя содержать рацюнальную площадь, 
то цВлая прямал АС булеть иррацюпальная и называется мервою биме- 
Фальною (среднею) (фиг. 349). 
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Доказат. По условю прямая АВ несоизуфрима съ прямою ВС и 
площадь []АВ-Н0ОВС несоизмЗрима съ 2(АВ.ВС) (кв. 10, пред. 13, 
слзловательно (кн. 2, пред. 4) и площадь: 


ЗАВ--АВ. ВСУ ВОС=ОАС 


несоизм®рима съ площадью АВ. ВС, но АВ. ВС есть рацональная пло 
щадь слздовательно []АС есть ирращопальная площадь, & слфдовательно 
и прямая АС есть ирращональная. | 

Фиг. 349. 


В 
Амдо ——0 


Предложешще 39. Если сложимъ двВ среднёя, только въ степени ©0- 
изыфримыя прямыя АВ и ВС, которыя содержатъ средний прямоугольняьтъ, 
то цёлая прямая АС будетъ иррацювальвая н называется второю бим- 
Офальною (среднею) (фиг. 350). 

Доказат. Пусть ОЕ будетъ, какая нибудь, ращональная лия #8 
которой построимъ прямоугольникъ: 


РЕ=Ер.Ов 


равный квадрату, построенному на АС и прямоугольникь ЕНЬЕО. БН. 
равный сумм квадратовъ, построенныхъь на АВ и ВС, т. е. ЕН=(0АВ+ 
—-ОВС. 

Такъ кавъ (кн. 2, пред. 4): 


пАС=СлАВ-+Г:ВС--ХАВ. ВС) 


то НЕ-2(АВ. ВС). Но, АВ и ВОС, а также и ГАВ, ОБС и 
2(АВ. ВС) суть среднёя, слВдовательно, ЕН и НЕ суть тавже срен/л. 
По условю ДЕ есть рашональная прямая, слВловательно (кн. 10, пред. 231 
ТН и НС суть тавже ращональныя по длинЪ несоизмВримыя прямыя съ 
ОЕ. Такъ какъ АВи ВС соизиЗримы только въ степени, а мы имфемъ 
(кн. 6, пред. 1): 

АВ: ВС=САВ: АВ. ВС 


слёдовательно (кн. 10, пред. 10) ЧАВ н АВ. ВС несоизи8римы. По уе- 
ловю ПАВ соизм8римъ съ Е АВ-ОВО и АВ. ВС есть площадь соизу$- 
римвя съ 2(АВ.ВС), слВдовательно и Г. АВ+ОВО есть площадь несо- 
изифримая съ 9(АВ. ВС), т. е. ЕН несоизм®рима съ НЕ, а также и ОН 
несоизирима съ НС. 
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Откуда видимъ, что Д@а и НС суть ращональпыя прямыя только 
иъ степени соизуВримыя. Сл5довательно (кн. 10, пред. 37) О@ есть ир- 


Фиг. 350. 
Г, н_сС 


Е т Р 
д 
А в с 
ращональная прямая, откуда, такъ какъ ОЕ есть рацюнальная прямая, 


то ЕД.ШО (ки. 10, пред. 21), т. е. ОЕ или [ДАС есть площадь ирра- 
овальная, а слЪдопательно и прямая АС есть иррацюональнал. 


Приипя. 5. Евелидъ потому прямую АС называеть сторою медальною, что въ 


этомь случаЪ прамоугодьиикъь АВ. ВС есть среды, а ие рашональный, какъ въ предъ- 
плущемъ предложен. 


Предложенще 40. Если сложимъ лвЪ въ степени несоизм8римыя пря- 
хыя АВ и ВС, воторыя заключаютъ средый прямоугольникъ и построев- 
ные на которыхъ квадраты составляютъ рацонахьную площадь, то цзлая 
прямая АС будетъ нррашональная ин называется найбольшею ирращональ- 
ною (фиг. 351). 

Доказат. Тавкъ какъ АВ. ВО есть средн прямоугольнивъ, а также 
(кн. 10, пред. 24) и САВ. ВС), а САВ-+-ЕВС по условю есть рацюо- 
кальная площаль, то 2(АВ. ВС) несоизмрима съ площадью ПАВ-НО ВОС, 
слВдовательно (кн. 10, пред. 17) ПАВ+ОВС-+(АВ. ВС)=ОАС (вн. 2, 
пред. 4) несоизмВрима съ ПАВ-+-С ВО, откуда, твкъ какъ ОАВ-НОВОС есть 
ращональная площадь, то ОДС и прамая АС суть величины иррашональныя, 


Фиг. 351. 


и ес 
В 


Примъч. 6. Найбольшею ирращональною прямую АС Евклидъ называеть потому, 
чо АВ н[:ВС>92(АВ .ВС). 
Въ самомъ дёлЪ, АВ ие можетъ быть равна ВС, ибо мы бы имфли: 


2С48+СВ0—2(АВ. ВС) 
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сяжховательно пуощадь АВ. ВС была бы ращюнальная, что противорфчить  позожмй. 
Поэтому положиыь АВ> ВС и отложимь ВП--ВС (фиг. 369). 


Фиг. 359. 


д ! | [4 
р В 


Мы имфемъ (кн. 9, пред. 7): 


САВ+ПВО—=ЖАВ. ВР)+ ЦАР 
во ВГ-=ВС, слвховательно: 
ПАВ-+ОВО—ФхСАВ.ВО)-пАр 


откуда: 
048+С8ВС>ЖАВ.ВС). 


Предложеще 41. Если сложимъ двЪ несоизифримыя въ степени пра 
мыя АВ и ВС, заключающия рашональный прямоугольникъ и коихъ суча 
квадратовъ даетъ среднею площадь, то цвлая прямая АС будетъ ирраду- 
нальная и называется рацональною и среднею степенящею (фиг. 353). 


Фиг. 353. 


око 
В 


Доказат. Такъ какъ по условю ПАВ-НОВС есть средняя площадь. 
и (АВ. ВС) есть площадь ращональная; то [1 АВ-НОВО инесонзм риа 
съ 2(АВ.ВС), слЪдовательно и (ви. 2, пред. 4 и кн. 10, пред. 17) (04С 
несоизм$римъ съ 2(АВ. ВО). Но АВ. ВС) есть рашюнальный пра 
угольникъ, слёдовательно [].АС есть иррацюнальный квадратъ, а слЁдов- 
тельно и прямая АС есть иррацюнальная. 


Примвч. 7. Прямую АС Евьлидь иазываетъ рацюнальною и среднею степевлаго 
потому, что построениый на ней квалрать равеяъ двумъ фигурамъ изъ коихъ одна рад 
нальмая, & другая средиля. 


Предложене 42. Если сложимъ двЪ несоизмримыя въ степеня пря 
‚ мыя АВи ВС, коикь сумма квадратов ееть средняя илощадь и которы 
заключаютъ среднюю площадь несоизм римою съ предъидущей, то цёлая пря 
мая АС иррацлональна и называется второю среднею степенящею (фиг. 351). 


Доказат. Пусть ДЕ есть какая нибудь, ращональная прамал, #\ 
которой построимъ (вн. 1, пред. 45) пряиоутольникь ОДЕ-ЗЕД.ШС равный 
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сумм  квадратовь САВ--ОВСО, а также построим  прамоугольникъ 
СН =ЕО.@Т равный 2(АВ. ВС), слЪдовательно ОН=0\АС(ки. 2, пред. 4). 


Фиг. 354. 
р = ра 
и Ю. Н 
А в с 


Такъ какъ по условю ПАВ-НЗВС есть средняя площадь и равна 
площади ОЕ, то ОЕ=ЕО.ЮС есть также средняя площадь во ОЕ 
есть ращоинальная прямая (кн. 10, пред. 23), слфдовательно О@ рацю- 
нальна по длинё несоизмфрима съ ОЕ. По той же причинё СТ рацо- 
нальна по длин несоизмрима съ ОЕ. Теперь, такъ какъ ОАВНОВС 
несоизмримъ съ 2(АВ. ВО), т. е. ОЕ несоизи%рима съ СН, слВдовательно 
(кн. 6, пред. 1 и вн. 10, предл. 10) прямая О несоизмрнма съ @Т. От- 
куда видимъ что О@ и ВТ суть ращональныя прямыя только въ степени 
соизмВримыя, слёдовательно (кн. 10, пред. 37) двучлепь ОГ есть ирра- 
цональная прямая, откуда, такъ вакъ ДЕ есть рацональная прямая, то 
прямоугольникъ (кн. 10, пред. 39) ОН, т.е. САС будетъ иррацюнальный, 
& сл8довательно и его сторона АС также иррацональна. 


Примич. 8. Происхождене назван такое же какъ и выше. Мы ниже покажемъ, 
что всВ шесть выше показанпыхь иррацюнальностей могуть быть разложепи па т члены 
изъ ковхь онз саожепы. Но прежде мы предхожимъ сяфдующую теорему. 

Теорема. Если праную АВ раздёлимъ (фиг. 355) въ двухъ точкакъ С п Ш такъ, чт9 
^С>)В, то ин имфепъ: 


246-068>04АО-+0П ОВ. 


Доказат. РаздВатиъ пряную АВ въ точкЬ Е пополамъ. Тажъ какъ АО>ЛОВ, то, 
отвпмая но 7С, найдемь АД>СВ; по АЕ—=ЕВ, то, если оть АЕ отнимемь АГ), п оть 
ЕВ отнниень СВ, получииь ДЕ< ЕС. СлФдовательно точки Сп Ш лежать не въ рав- 
помъ разстояши отъ точкв Е 

Такъ какъ мы имфемъ (ки. 2, пред. 5): 


АС. СВ+. 1СЕ=СЕВ=дО.ШОВ--ПРЕ 
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то: 


АС. СВ<А. ТВ, 
саЗдовательно и 


(АС. СВ)<9(АР. ПВ). 


Но мы имфенъ (кн. 2, пред. +): 


2АС+7180+2(АС. СВ)=ПАВ-=ЦАР--ОРВ-+ЖАР. РВ) 
откуда: 


: 040+-208В>САВ- ООВ. 


Предложевще 43. Бинозальнан АВ разиэгаетсл только въ одней 
точЕВ С на евон составных части или члены АС и СВ (фиг. 356). 


Доказат. Пусть О будеть другая точка того ке свойства, т. е., что 
АЛ и ЛВ суть рацональных прямыл, соизмфрнмыя только въ степени; 
очевидно невозможно имфть АС=ОВ, такъ какъ мы бы имЗлнн АД=В(. 
слдовательно АС: СВ-=ВЛ:ДА и примая АВ была бы одинаково раз- 
дълена въ точкахь Си ДО, что мы устраняемъ. ОхВдовательно точки Св 
Л лежать не въ равныхъ разстояшяхъ отъ средины прямой АВ. Сл 
вательно мы имЪемъ (кн. 10, пред. 42): 


ВАСНЕСВ»Е Ар--оОВ. 
Но мы имфемъ (кн. 2, пред. 4): 


САс-ЕОВ-+ЖАС. СВ)=ВАВ=САО--орВ--кАР. ОВ). 
откуда: | 


САб+ССВ—{бАр-ОрВЕХАР. РВ-—ЖАС. СВ. 


Но квадраты рашональны, слВдовательпо и ихъ разность, т. е. р 
цюнальна и разность прячоугольниковъ, что (кн. 10, пред. 27) певоз 
хожно. Сл®довательно биномальная АВ ви въ какой другой точкЪ, исключая 
С, на свои члены разложитея не можетъ. 

Предложен 44. Перван бимелальная АВ можеть разхВлится 
свои члены АС н СВ только въ одной точкВ С (фиг. 357). 

Доказат. Пусть нервая биномальная АВ раздфлнется, еслы возмож 
еще въ другой точкВ Л) па свон члены АД и ОВ. Если АР и ПВ 
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дуть члены биномальной АВ, то они будуть соизмёримы только въ сте- 
пени и будутъ вавлючать ращональный прямоугольникъ. Поэтому мы будемъ 
оплть имЪты: 


2(АР.РВ)—ХАС. СВ=САСНЕСВ4ЬАО--оОЬ 


изъ чего видимъ, что такъ какъ прямоугольинки ращональны, то и раз- 
ность квадратовъ будетъ ращональна, что невозможно (кн. 10, прех, 37). 
СлВдовалельно первая бимедальная можеть раздВлится на свом члены 
тольБо въ одной точЕ». 

Фиг. 357. 


р с 
4 в 


Ирсдложене 45. Вторую бимежальную АВ можно раздВхить на 
ея члены АС и СВ только въ одной товкВ С (фиг. 358). 

Докалат. Положимъ что есть другая точка Ш), въ которой прямая 
такъ дёлител на части А) и ОВ, что онЁ суть средёя только въ сте- 
пенн соизыВрниыя праямыя и заключающия среди прямоугольникь; но въ 
тоже время АС не равно В), а АС>ОВ, поэтому мы будемъ мыть 
(кн. 10, пред. 42, ежВд.): 


чАб-есв>сАр--првВ. 


Возьмемъ рашональную линю ЕЁ и построимъ иа ней (Ем. 1, 
пред. 45) прямоугольниви: 


ЕЕЗОАВ, Е@=ПАС+ОСВ, ЕК=ОАО-оОВ 
то ели оть ЕГ отымемъь ЕС, и отъ ЕТ отымемъ ЕК, то получимъ: 
НЕ=(АС. СВ), Г1-=Ж(АР. ГВ). 


Такъ какь (кн. 10, пред. 38) Г'АО-:СВ-Е@=—ЕЕ. ЕН есть 
среднля площадь, & ЕЕ лившн рашональная, то (кн. 10, пред. 23) ЕН 
также есть лишая ращональная по длинв несоизмВриман съ ЕЁ. По той 
Же причин НМ есть решональная прямая по длин несоизмримая съ ЕК. 

ДалВе, тавъ кавъ (вн. 10, пред. 38) АС и СВ суть ередлая прамыя 
только въ степени соизм8римыя, то АС и СВ несоизмЪримы, но мы ихфехь 
(ки. 6, пред. 1): 

АС: ОВЕНАС: АС. СВ 
49 
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слФдовательно площали (вн. 10, пред." 10) -.АС и АС.СВ иесоизм®римы. 
Но ПАС соизмВриха съ ПАС-+-ОВС (кн. 10, пред. 16), потому что АС 
н СВ соизиримы только въ степени, а также АС.СВ соизмврима съ 
2(4С.СВ). СлЪдовательно САС-+-ЗОВ несоизмФрима еъ 2(АС.СВ), т. е. 


Фиг. 358. 
Хх НН м 


ЕР кс тг 


О ООН ООН 
А р с В 


цзомаль ЕС несоизмВрима съ площадью НД, сл довательно (кн. 10, пред. 23) 
несоизм8римы и ирямыя ЕН вн НМ. Откуда видимь, что прямын ЕН и 
НМ рашональны только въ степени соизм8римы. Изъ этого завлючаемъ 
(кп. 10, пред. 37), что прямая ЕМ есть биномальная раздёленная въ 
точк8 Н на свои члени. 

Точно также можно доказать, что ЕЁ и СМ суть рацюнальныя прямыя 
только въ степенн соизмВримыя, а слдовательно ЕМ есть биномальная 
раздъленная ня свон члены въ точкВ СЁ, и притомь ЕН не равна БМ: въ 
самомь дЪВлВ (кн. 10, пред. 43, сл№л.) САС--СОСВ>.АР-+ЕФОВ, во 
сАр--гРВ>АО.ОВ), а тВмъ болве ‹:А0+'СВ>ХАЛ.ОВ, т. е. 
ЕС> Г, а потому и ЕН>ЁМ. 

Изъ этого видимЪ, что если бы вторая бимеЙалная АВ была 
раздфлена не только въ точкВ С. но еще и въ другой точк8 Ю ва свон 
члены, то биномальная ЁМ была бы разлЪлена въ двухь точкахь Ни ЕЁ 
на свои члены, что невозможно (вн. 10, пред. 43) Схёдовательно виюрая 
бимефбальная можетъ быть раздВлена на свои члены только въ одиой точех%. 

Предложене 46. Найбольшая пррацональния АВ можеть быть раз- 
хЬзена на свон члены .1Си СВ только въ одной точкВ С’ (фиг. 389). 

Докакии. Положимъ, что 4В можеть быть также раздфлена и въ 
другей точкз Д на свои члены 41) и ОВ, которые, въ такомъ случаВ, бу- 
дуть месоизмВримы только въ степени, булутъ заключать среднюю  ило- 
щахь ин сумма ихъ квалратовъ будетъ ращональная площадь. 

Такъ какъ (ки. 2, пред, +): 


зАс-еОв -с(аВ-ООВ=ЖкА).ОЮВ—2АС.СВ) 
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и первая часть ращональна, слфдопательно рацюпнальна п вторая часть, 
т. е. разность среднихЪ прямоугольниковъ, что невозможно (ки. 10, пред 2%). 
Сяфловательно найбольния иррашональная на свон члепы можетт, бить 
раздвлена только въ одной ток». 


Фиг. 359. 


у) с 
А—— о АЕ: А а ее 


Предложене 47. Рашональная средняя стсиенящая пряман АВ можеть 
быть разд лена на свои члены АС’ и СВ только въ одной точкВ С (фиг. 360). 


Доказат. Допустимъ, что есть и другая такого же свойства точка О, 
то Ар и ОВ будуть прямыя несоизиВримыя въ стенени, заключаюцщия 
ращональную площадь и сумма ихъ квалратовъ будетъ средняя площадь. 


Такъ какъ (кн. 9, пред. 4): 


(Ар. РЬ-—2АС.СВЕОАС+-ОВ)—(ПАР-ОРВ, 


Фиг. 860. 


р с 
и 


н первая часть есть ращональная плошаль, то и вторая будетъ также ра- 
пюнальная площадь, что нелозможно, потому что сумма кпадратовъ есть 
площадь средняя (кн. 10, пред. 27). СлВдовательно, рауональная средняя 
степенящая можеть быть раздленз из свон члены только въ одной точ. 

Предложеве 48. Вторая средняя степенящая АВ ножетъ быть раз- 
дплена на свом члеиы .4Си СВ только въ одной точкЁ С (фиг. 361). 

Докизат. Лопустимъ что есть еще другая точка П), для которй АД 
и ОВ завлючають средшй прямоугольникъ и гоихъ сумма квадратовъ есть 
средняя площаль, но ири этомъ АС не равно ПВ, а ЛС>ОВ. 

Нусть ЕЁ есть, какая нибуль ращональная хин!я, построимъ ва ней 
прямоугольники: 


Е@=ПАС--Т СВ, НТ=ЖАС.СВ), ЕГг=ПАО--НООВ 


то мы будехъ имфты: 


Е1=С]АВ, ГЕЕЖАО. ОВ. 
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Такъ какъ по условю ПАС+-ОСВ=ЕС=ЕЕ. ЕН есть средняя 
площадь, в ЕЁ есть рацюиальная прямая (ки. 10. пред. 23). то ЕН будеть 


Фиг. 361. 
Е хи м 


ры кс Т. 
ПЕВРЕ ЕВ 
также рашональная прямая, по ллинЪ несоизыВримая съ ЕЁ. По той же 
причин ЯМ есть рацюнальная ирямал, по длинВ несоизмфримая съ ЕЁ. 
ДалЪе, такъ какъ площадь []АО--ОСВ иесоизм®рима съ 2(АС. СВ), 
т. е. ЕС несонзмрниа съ НГ, то (кн. 10, пред. 10) и ЕН несоизмфрима 
НМ. Сл»ловательно прямыя ЕН и НМ ращональны только въ степени 
соизмВримы, поэтому прямая ЕМ есть биномальная, раздфленная въ точкВ 
Н на свои члены. Точно также можно показать, что таже прямая и въ 
точЕВ С раздфлена иа свои члены, что быть не можетъ, такъ какъ ЕН ве 
равно СМ. СлФховательно, если вторая средняя степенящая прямая АВ, 
кром% точки Сеще въ другой точк} 7) раздЪлена на свои члены, то биномйальная 
ЕМ будеть раздфлена въ двухъ точкахъ Ни Г, на свои члены, что (вн. 10, 
пред. 43) невозможно. Сл довательно и то невозможно чтобы АВ была 
раздЪлена въ двухъ точкахъ на свои члены. 


Шесть порядкозъ биномальныхъ отрёзковъ прямой. 


1. Биномальный отр®зокъ, коего большшй членъ квадратить пахь 
„меныпимъ на ввадралъ, коего сторона ио длинз соизхЗрима съ болынихъ 
члономъ называется норвым» биномальнымь отрьзкомг, если больший зленъ 
соизм®римъ еъ данною ращональиою ланею. 

2. Онъ называется вторымь биножальнымь отризком, если мень- 
ий членъ по длипВ соизмВримъ съ даНВОЮ Ссоизм$римою лишею. 

3. Окъ называется  трыльниь пиномальнымь отрьзкомь, если ип 
одинъ изь членовъь не соизмЗрилъ по клинВ съ данною  ращональною 
линею. 
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4. Биножальный отрёзокъ, коего больший члеиъ коадратитъь надъ 
мезьшимт. на кнадрать, коего сторэна но длин песоизмВрима съ боль- 
шимъ членомт. называстся  четвертымь биполгальчымь отрпзкоме, если 
больший членъ сокзчбримъ съ данною ратональною линею. 

5. Онъ называется пялымь биномальнымь отръзкомь, если менышй 
членъ соизмВримъ съ данною ращомальною линею. | 

6. Онъ называется местымь биномтльнымь отрьзкомь если ни 
одинъ изъ членовъ не соизмВримъ по длин8 съ данною рацюнальною 
хинею. 

Предложеще 49. Найти первый биномальный отрЁзокъ (фиг. 362) 

Рьзиене. Возьмемъ два числа АС и СВ, коихъ сумма АВ относится 
къ ВС, а ие къ АС, какъ квадратныя чисха (кн. 10, пред. 29, слВл.). 
Пусть Г) будетъ данная рацональная линя, и ЕЁ прямая по длинь со- 
изызримая съ Л) и пусть (кн. 10, пред. 6): 


АВ: Аб=ЦЕЕ: СЕС 
я говорю, что прямая ЕС, составленная изъ отрёзковъ ЕК и РС и 6у- 
детъ искомый первый биномильный отртзюкь. 
Фиг. 362. 


12 с 4 


НАНА РТЫН 
в 


Е 


Въ самомъ хВхВ, такъ какъ: 
АВ: А0=ПЕР: (ЕС (1) 


то (ки. 10. пред. 6) ПЕЁ соизуёримь съ ОЕ@, но прямая ЕЁ соиз- 
мВрима съ Г), сл8довательно ращональна, дл потому ращональил и 
прямая РЕЗ, но (кн. 10, пред. 9) ЕЁ несоизхВрима съ ЕС. Откуда ви- 
димъ, что прямыя ЕР и РС ращюональны и соизиёримы только въ сте- 
пени. СхЁховательно (кн. 10, пред. 37) пряуая ЕС есть биномальный от- 
рёзокъ, коего члены суть ЕЕ и ЕС. 

Изъ пролорщи (1), 18 АВ> АС, сл$дуетъ также, что ОЕЕР> О ЕС. 
Если положимъ, чт» (ПЕЁ-—(ПР@=0О И, то найдемъ (кн. 5, иред. 19): 


АВ:СВ=СЕЕ: ОН. 
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Но АВ и СВ относятея какъ квадратныл числа, сл®довательно 
ОЕЕ и ОН также относятся какъ квадратныл числа, откуда (ки. 10. 
иред. 9) прямая ЕЁ сопзырния ст Н. Изъ этотл зидныЪ, что ЕЁ квад- 
ратитъ надъ РЕ@ на квадратъ, коего сторона но длинф соизм8рима съ И. 
но ЕЁ соизм®рима съ 0, слЁдовательио ЕС’ ость первый бинозвазльный 
отьрьзокь. 

Предложене 50. Найти второй бнномальный отр8зокъ (фиг. 363)? 

Рьшене. Возьмемъ два числа АС и СБ, конхъ сумма АВ относится 
въ СВ, но не къ АС, какъ квахратныя числа. Пусть Х будеть данная 
рацюнальная лншя и РО прямая по длинВ соизмбримая съ ШО, сд лаемъ 
(кн. 10, пред. 6): 

АС: АВ=С ОЕ: ГЕЕ. (1) 


Я говорю, что прямая ЕС, составлевная изъ отр№зковь ЕЁРи ЕС 
и есть вторея бнномальная. 


Фиг. 363. 
12 са 
Же —-1 ——вВ 
р о, 
Е 
вЫ в 
ь НН 


Изъ пропорци (1) мы видимъ (кн. 10, пред. 6), что [ЕЁ соизм- 
римъ съ [Е@; но прямая СЕ соизмВрима съ О, слВдовательно рашональиа, 
а потому рацщональна также и прямал ЕЁ; но (кн. 10, пред. 9) прх- 
ныя ЕЁ и Кб несоизм®римы. Откуда видимъ, что ЕР и ЕС суть пря- 
мия, ращональныя только въ степени соизиБримыя. Слфдовательно 
(вн. 10, пред. 37) прямая ЕС, составленная изъ отрёзковъ ЕРи РС 
есть биномальная, коей члены суть ЕЁ и РВ. 

Изъ пропорши (1), гл АСхАВ, слВдуеть также, что П@Р<«О ЕК. 
Положимъ теперь []ЕЁ-СЕ6=0ОН, то найдемт, (вн. 5, иред. 19). чго: 
АВ: ВО=СЕЕ: ЧН. 


Но АВн ВС относятся между собою какъ квалратныя числа. ел 
довательно ЗЁР и ‹'Ы относятся также между собою какъ квадратныя 
числа. СлВдовательно (ки. 10, пред. 9) прямыя ЕЁ и Н соизифримы. От- 
куда видимъ, что ЕЁ квадратить надь Ё@ на квахратъ, коего сторона Н 
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10 длниВ соизмВрима съ ЕО, но ЕЕ и Ш соизиВримы, слёховательно 
ЕС есть вторая биножальная. 

Предложене 51. Найти третью биномальную (фиг. 364)? 

Рьшене. Возьмемъ двл чнела ДС и СВ, коихъ сумма относитея къ 
СВ, но не ДС, какъ квалратныя числа, возьмемъ третье число Д, кото- 
ре не есть квадратное и ин къ одному изъ чисель -4С и СВ не отио- 
снтен какЪ квадратное число. Пусть еще будеть Е рецюнальнан прямая 
и крохВ этого пусть будетъ (кн. 10, пред. 6): 


р: АВ=ОЕ: ОР@ а) 
АВ: АС-ОЕВ: ОВ Н. (2) 


Я говорю, что прямая ЕН, составленная изъ отрёзковь РС и @Н 
н есть искомая третля июлиальная. 

Въ самомъ дЪхь, изъ пропорщи (1) видимъ, что СЕ и СЁ@ со- 
изуБримы, и какъ прямая Е ращональна, то н Р@ также рацюнальна, 
но (ки. 10, прел. 9) Еи ЕС по дливЪ несоизмВримы. 

Изъ пропорции (2) еще видимъ, что ОР@ и [ПО@Н соивыЪримы, 
сяВдовательно, какъ Р@ есть ращональная прямая, то в ЯН есть также 
ращональная, но (гп. 10, пред. 9) ЕН и @Н по длин несоизмФримы. Изъ 
этого видимъ, что прямыя И@ и @Н ращшональны и соизмВримы только 
въ степеши, а слЪдовательно (кн. 10, пред. 37) ЕЫ есть биномальная 
прямая, коей члены суть Г@ и @Н. 


Фиг. 364. 
12 @ а 
а ао Е ЕЕ т че ——В 
28 
Я. НЕ 
с 
Е —щЩН 
а аа 


Въ силу обЪихъь предъидущихь пропорщй (1) н (2) ‘ки. 5, пред. 22) 
хы пубемъ: 
р: А(=. Е: @Н 


сабдовательно (ки. 10. пред. 9) прямыл Ё и СН несоизыримы, дазЪе, такъ 
какъ АВ> АС. тои СЕС>ЪОСИ, Положимъ те о@-—сан=С у, 
то вн. 5, пред. 19): 


39° 
АВ: О(В=О РФ: СОТ 


слБдовательно (кн. 10, пред. 9) примыя Р@ и Г соизчВримы. Откуда нз- 
конецъ видимъ, что Р@ квадратить надь @Н на ввадратъ, коего сторона 
Г по длаинз соизуВрима съ Р@, а РС и СН съ прямою ЕЁ несоизмВримы, 
слЪдовательно ЕН есть третяя биножальная прямая. 

Предложенве 58. Найти четвертую биномальную (фиг. 365)? 

Рьшеюше. Возьмемъ два числа АСи СВ, коихъ сумма АВни къ одному 
изъ чисель АС и СВ не относится какъ квадратное число. Пусть еще 
Х будеть рацюнальная линя, а ЕР прямая по длинВ соизмфримая съ ДО, 
далЪе пусть будетъ (кн. 10, пред, 6): 


АВ: АС=ОСЕЕ: СОЕб (1) 


х говорю, что прямая ЕС, составленная изъ ЕЁ и Е@ есть четвертая 
биномальная. 

Въ самомъ дВлВ, изъ пропорщи (1) схвдуеть что СЕР и [ЕС со- 
измЪримы, схВховательно, такъ какъ ЕР соизм8рима съ О, а Г) есть ре- 
щональная прямая, то ЕЁ, а также и РС суть рашональнын  прамыл, 
ио (кн. 10, пред. 9) прямыя ЕЁ и ЕС несоизмВримы. Изт, этого сдЁ- 
дуетъ, что ЕЁ и Е@ суть ращюональныя прямыя, только въ степеня соиз- 
мЪримыя, откуда видимъ, зто (вн. 16, пред. 37) ЕС есть биномжальная 
прямая, коей члены суть ЕР и РВ. 


Фиг. 365. 
10 Св 
А-—— в 
Е 
в —-——8 
р. 
НН: Во 


Изъ иронорщи (1), гл8 АВ>АЦ, слВдуеть что и ПЕЕ>(СОРЕ6. 
Пусть будеть: 
ПЕЕ- О Р@=оО НЫ, 


то мы будемъ имЪть: 
АВ: ВО=СЕР: ОН 


саФдовательно (ки. 10, пред. 9) прамын ЕЁ и Н несоизм8 рамы. Изъ 
этого видимъ, что прямая ЕЁ квадратить недь Е@ на ввадратъ, коего 
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сторона Н’несонзм®рима съ Е@, но по условю ЕР и Ш соизыримы, 
ся»довательно ЕС есть чепвертая биномальная. 

Предложеще 53. Найти пятую биномвльную (фиг. 866)? 

Рьшетс. Возьмемъ два числа АС и СВ, коихъ сумма ими къ одному 
изъ чисель АС и СВ не относится какъ квалратныя числа. Пусть О будетъ 
данная рацюональная прямая и СР прямал по длин% соизм®римая съ О, 
пусть деле будетъ (кн. 10, пред, 6): 


АС: АВ-ОбСЕ: ОСЕР (1) 


я говорю, что прямая ЕС, составленная изъ отрзковь ЕРи СР и бу- 
деть искомая патая биномальная. 


Фиг. 866. 
9 са 
А | В 
р 
Е 
Е— : в 
Н: 


Изь пропорши (1) сл®дуетъ, какъ выше было показано, что прямыя 
СЕ и ЕЕ рашональны, соизмВримы только въ степени, сл#довательно 
(кн. 10, пред. 37) прямая ЕС есть биномальная, коей члены суть ЕЕ и 
СЕ. ДалЪе изъ той же пропорщи слФдуетъ, что ОбЕХОЕЕ. Если те- 
церь положимъ: 
| СЕЕ-ОСЕ=ОН 
то будемъ имЪть: 
АВ: ВО=ОСЕЕР: ОН 


сл ховательно прямыя ЕР и Н несоизмвримы (кн. 10, пред. 9). Ивъ этого 
сяздуетъ, что прямая ЕР ввадратить надь СЕ на ивадратъ, коего сто- 
рона Ы ло длин® несоизм®рима съ ЕЁ, и какъ прямыя СР и Ш соивы*- 
римы, то ЕС есть искомая пятая биномальная. 

Предложеще 54. Найти шестую биномальную (фиг. 367)? 

Рьшене. Возьмеиъ два числа АО н СВ коихъ сумма ни въ одному 
ивъ нихъ не относится какъ квадратныя числа. Возьмемъ третье число Г, 
которое не есть квадратное и не относится ни ЖЪ одному изЪ взятыхъ 
чисегь какъ квадратныя числа. Пусть еще С будетъ ращональная прямая и 
(кн, 10, пред. 6, слВд.): 

О: АВ=0Е: ОЕС (1) 
0 — 
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& также: 
АВ: АО=СЕС: ОН (© 


я говорю, что прямая ЕН, составленная изъ отрёзковь РС и СН месть 
искомая шестая биножильная. 


Фиг. 367. 

10 Сс 6 
= р В 

01 
р ое ОВЕН АЕЕнЕ НН 

[4 

ня : 
1 


Изъ пропорщи (1) сл#дуетъ, что прямая РС ращоинальна, во несо- 
изыфряма съ Е, а изъ пропорщн (2) слдуетъ, что @Н рашональна, но 
несоизм®рима съ Р@; слЁдховательно (кн. 10, пред. 37) прамая РС есть 
биномальная, коей члены суть ЕС и СН. 


Изь пропорщй (1) и (2) слЗдуетъ: 
О: АО=ПЕ: ОН 


сл$ловательно (кн. 10, пред. 9) прямыя ЕЁ и СН иесоизмВримы. 
Такъ какъь АВ> АС, тои Е > сен. Пусть [Е@—(0@Н={1, то: 


АВ: ВО=ОЕ@:ОТ 


слВдовательно (кн. 10, пред. 9), Рб ит несоизмримы. А потому ЕС 
квахратить вадъ @Н ‘на квадратъ, коего сторона Г несоизм®рима съ Еб. 
Но мы имВли, что Е и СН несоизмВрины съ Е сл»довательно ЕН 
есть шестая биномальная. 


Лемма. Совыфстимъ два квадрата АВ и ВС такъ, чтобы ихь сто- 
роиы ОВ и ВЕ составляли одну прячую ДЕ, то и стороны ЕВ и Вб 
составятъ также одну прямую ЕС (кн. 1, пред. 14). Построимъ паражхело- 
грамъ АС. Я говорю, что илощадь параллелограма ШС’ будетъ средне- 
пропорцюнальная между площадями квадратовь 1В и ВС, а площадь па- 
раллелограма ДС будетъ средне-пропорцональная между площадями АС и 
. ВС (фиг. 368). | 

1. Параллелограяъь АС есть квадратЪ. Въ самомъ дл, ПДВ—=ЕВ 
и ВЕ=ВС, сл®довательно и ДЕ=ЕС. Но мы имфечь ХЕ=АН=Юа 
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Е@—=А1=НС. СлЭдовательно АС есть равностороный  четныреугольникъ, 
но онъ прямоугольный, сл®довательно онъ есть квадратъ. 


Фиг. 368. 
Т сс 
В Е 
А. ЕН 


2. Мы имЪемъ: 
АВ: Оа=ос: ВС 
но 
ЕВ: ВС—=ФВ: ВЕ 


о мы также имВемъ (ки. 6, пред. 1): 


ЕВ: ВС—АВ: Об 


ОВ: ВЕ=ОС: ВС 
саздовательно (кн. 5, пред. 11): 


АВ: Дб=рСб: во 
3. Мы имЗемъ: 
. ` АВ: О6—=ос: ВС 


Такъ кавъ Ар=ШОВ=18 н 01=В@=60, то: 


Ао: рЕ-=1: @6 
откуда: 
АТ: Р-=10: С. 
Но ыы имЗемъ: 


АТ: ДЕЕАС: РО и 1С: @6=ОО: ВС 
сяфдовательно: 
АС: рС=ЬС: ВС. 

Предложеше 55. Площадь прямоугольника АВСО, завлюченнаго 
между разпональною лишею АВ н первою биномальною АО, ввадратитъ 
бипожальная прямая (фиг. 369)? 

Доказат. Пусть первая биномальная АЛ въ точкЪ Е будотъ разд$- 
лена на свои члены АЕ и ЕД, изъ коихъь АЕ большй; то (вн. 10, пред. 37) 
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отрфзки АЕи ЕД будутъ только въ степени соизыФримы, а таиже боль- 
ш члень АЕ по длинв соизызримъ съ ращюнальною прямою АВ и АЕ 
квадратить вадъ ЕЛ) на квадратъ, коего сторона по длин соизыВрима съ АЕ. 


Фиг. 369. 


В нтк с 2, о 

Разд®лимъ прямую ЕД въ точкЁ ХЛ пополамъ, и (кн. 6, пред. 28) 
поетроныъ прямоугольникт=з +] ЕД-=(С ЕЕ, коего дополнеше есть квад- 
рать, построенный на АЕ, поэтому, если А@. СЕ есть такой прамоуголь- 
микъ, то А@ и СЕ по длин соизыфримы (кн. 10, пред. 18). Чрезъ точки 
С, Е, Е проведемъ параллельныя @Н, ЕТ, ЕК прямой АВ или СГ. 

Построимъ (кн. 2, пред. 14) квадраты ВМ—=АН и МР=СТ ин шо- 
мЪстимъ ихъ такъ, чтобы прямыя ЁМ и ММ, а слВховательно и ОМая 
3МО составляли нрямыя хинш и дополнимъ параллеюграмъь ВР, то этоть 
параллелограмъ будетъ (кн. 10, пред. 54, слВдх.) квадратъ. 

Теперь надобно показать, что прямаа ГМ квадратить площадь АС 
м составлена изъ прямыхь СМ и ГМ только въ степени соизм®римыхь, 
слфдовательно Г.М есть биномельная. 


1. Такъ кавъ АС. 4Е=ПГ ЕЕ, то (ки. 6, пред. 17): 


АД: ЕЕ-=ЕЕЁ: СЕ 


саЪдовательно (ки. 6, пред. 1 
АН: ЕЕ=ЕК: СТ 


откуда кидимъ, что ЕК есть величина срехне-пропорщональная мехду 
ЧН и СТ, во АН=ВМ и СЕ=МР, слфдовательно ЕК есть средве-про- 
ворщонвльная между ВМ и МР. Но ГО (вн. 10, пред. 54, сл8д.) есть средие- 
пропорщюональная также между ВМ и МР, сл довательно ЕК==Г 9. Такъ 
какъ (кн. 1, пред. 36) ЕК=ЕС и (вн. 1, прех. 43) 190—=ОМ, то 
ЕС-—=ОМ. СлВдовательно ЕК-НЕС—=ЕС=Г®--ОМ. Но по условю мн 
хиземь АН=ЕМ вн СТ=МР. Слёдовательно: 


АО=ВР=СОГМ 
т. е. ЁМ кведратить нлощадь АС. 
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2. Такъ какъ прямыя АС и СЕ соизмВримы, (вн. 10, пред. 16) то 
ирамая АЕ соизмВрима съ обВими, а по условю АЕ соизмВрима съ АВ, 
стВдовательно АС’и СЕ соизмримы съ АВ, а также ращональны, слЪдова- 
тельно (ки. 10, пред. 20) АН и @Т рацюнальиы и (вн. 10, пред. 10) 
соизм®римы. Но АН—=ЕМ и С1-=МР, слВдовательно ЕМ и МР. т. е. 
0 6М и ОММ реинональны и соизиъримы. 

Такъ какъ (кн. 10, пред. 37) прямыя АЕ и ЕД несоизмфримы, а. 
АЕи АС соизыфримы, & также соизм$римы и ЕД н ЕЁ, то А@ и ЕР 
несоизмВримы, сл довательно несоизм$римы АН и ЕК, -т. е. ЕМ и ГО. 


Но мы имЗемъ: 
ВМ: Г0=оМ: Мо 


откуда видимъ, что ОМ и МФ, т.е. ГМ и ММ несоизм®римы, `сл®лова- 
тельно ЁМ и ММ только въ степени соизмФримы, а изъ этого сл$хуетъ, 
что прамая С.М, квадратящая площадь АС, составлена изъ двухъ ра- 
пональныхь прямыхъ, соизыВримыхь только въ степени, сх довательно она 
есть биномальная (кн. 10, пред. 37). ы 

Предложен 56. Нлощаль прямоугольника А ВСО, заключеннаго между 
ращональною прямою АВ и второю ри мальною АХ, кзадратитъ первая 
бнномальная (фиг. 370). 


Фиг. 370. 
5 а _Р 
с т М Е 
и: т кс Е о 


Доказат. СлЪлаемъ тоже построеше какъ и въ предъидущемъ пред- 
ложени, то разница будетъ только въ томъ, что здВеь меньийй члень ЕП 
будетъ соизифримъ по длинВ съ взятою ращональною прямою АВ. Точно 
также будетъ доказано, что прямая Г.М квадратить площадь АС. СхВло- 
вательно остается показать, что прямая Г.М составлена изъ среднихъ пря- 
мыхъ 2М и ММ, соизмримыхъ только въ степени и что ЁМ. ММ есть 
ращональная площадь, & саёдовательно ЁМ№ есть лервая бимедальная. 

1. Тавъ какь (кн. 10, пред. 37) пряхыя АЕ и ЕШ несоизмЗ- 
римы, а прямыя Е) и АВ соизмВримы, то (ки. 10, пред. 14) прямыя 
ЛЕ и АВ несоизиЗримы. 

Но, А@ в СЕ соизмВричы, слВдовательно (кн. 10, пред. 16) 


398 


АС и СЕ соизыВримы съ АЕ и рацюнальны какъ и сама пряман АЕ. 
Откуда слёдуетъ, что АС и СЕ съ АВ по хлинВ несоизуВримы. Сяфдо- 
вательно АВ, АВ, СЕ суть ращональныя, только въ степени соизы%ри- 
мыя лиши, а слёдовательно (кн. 10, пред. 22) АН и СТ т. е. ВМ и МР. 
а также ЁМ и ММ суть средная. 

Такъ какь АС соизмрима съ ЧЕ, то АН соизыЪрима съ СТ, т.е. ЕМ 
соизм8рима съ МР, т. е. СЁМ соизмЗримъ съ ММ. Сл%довательно пря- 
мыя СМ и ММ соизмыфримы въ степени. Такъ какъ АЕ несоизмВрима съ 
ЕО, з АЕ соизмВрима съ АС, и ЕЛ сонзмрима съ ЕЁ, то АС весо- 
ивмфрима съ ЕЁ, сяЗховательно АН и ЕК несоизмримы, т. е. ВМ и 79 
или ОМ и МО, или ГМ и ММ также несоизывримы. Слдовательно пря- 
мыя ГМ и ММ только въ степени соизмримы. 

2. Тавкъ какъ прямая ШЕ соизмВрима съ АВи ЕЁ, то ЕРия 
ЕТ соизм®римы и ращональны. Сх»довательно ЕК (кн. 10, пред. 20), т. е. Г9= 
==ГМ., ММ есть рашональная площадь. 

Изъ этого видимъ, что прямая СМ, ввадратящая площадь АС сос- 
тавленная изъ двухъ среднихь, только въ степени соизм#римыхь хин, 
содержащих рацюнальный прямоугольникъ, (кн.10, пред. 38) есть первая 
биномальная. 

Предложенве 57. Площадь прямоугольника АВСХ, заключениаго между 
рацюнальною прямою АВ и третьею биножальною АГ, квадратитъ вто- 
рая бимефдальная (фиг. 371). 

Доказат. СдВлаемъ тоже построене, какъ и въ прехъидущей тео- 
рем, то все останется какъ и тамъ, съ тою только разницею, что здесь 
члены АЕи ЕД не будуть соизмЪримы по дхин8 съ рашональною ли- 
нею АВ. Также точно какъ и тамъ можно доказать, что прямая ЁМ 
квадратитъ площадь АС и что ЁМ составлена изъ среднихъ ЁМ и ММ 
сонзыримыхъ только въ степени. Остается только показать, что 2М. МИ 
есть средняя площадь, а слЗловательно прямая ЁМ есть вторая биш- 
Оальная. 


Фиг. 371. 
ИН Е 
х Л 
А в 
В ТИ 
в ит вс и [2 


Такъ какъ прамая ДЕ несоизизрима съ АВ и Е1, но соизм5рнив 
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съ ЕЁ, то прямыя ЕГи ЕЁ несоизи»римы. Прямыя ЕГ и ЕЁ рацю- 
нальны, сяЪдовательно он соизмВримы только въ степени, Откуда ви- 
димъ, что ЕК, т.е. [9—=ГМ. ММ есть средняя площадь. 

Итакъ вядимъ, что прямая ГМ, квахратящая площадь АС, состав- 
лена изъ двухъ среднихъ прямыхъ, соизм8римыхъ только въ степени и 
заключающихь среднюю площадь, слЗдовательно она есть вторая биме- 
Огальная. 

Предложене 58. Площадь прямоугольника АВСО, завключеннаго между 
рапональною прямою АВ и четвертою биномальною МАШ, квадратитъ 
найбольшая ирришональная (фиг. 312). 

Доказат. СдЪлаемъ построеше такое, какое сдлано въ 55-мъ пред- 
ложени, то все останется какъ тамъ, только съ тою разницею, что больций 
чаень АЕ, который здЗеь по длин® соизызримъ съ рацюнальною прамою 
АВ, квадратить надъ меньшимъ членомъ ЕД на квадратъ, коего сторона 
по длин соизмЗрима съ АЕ, слЁдовательно (кн. 10, пред. 19) прямыя 
АС и СЕ несоизыримы. 

"Точно также какъ и тамъ можно доказать, что СМ ввадратить пло- 
щадь АС. Остается только показать, что прямыя СМ и ММ, составляю- 
пия прямую ГМ несоизмВримы въ степени и содержать среднюю нлощадь, 
но сумма ихь квахратовъ есть раиюнальная площадь, сл®довательно ЁМ№ 
есть найбольшая иррашональная. 


Фиг. 373. 
5 а_рР 
кр 
А [2 т 
в их кс в о 


Такъ какъь АС и СЕ несоизмВримы, то (кн. 1, пред. 6 и кн. 10, 
пред. 10) АН и СТ, т.е. ВМ и МР, т.е. СГМ и [ММ несоизм®римы. 

Такъ ккь АЕи АВ несоизм®римы, то АХ т.е ПЁЕМ-ОММ 
есть рацюнальная площадь. 

Такъ какъ ДЕ несонзмрима съ АВ, т. е. съ ЕГ, а соизмфрима съ 
ЕЁ, то ЕР и ЕГ несоизмВримы. Сл®ховательно ЕР и ЕГ суть ращональ- 
ныя прямыя, только въ степени соизм®римыя. Откуда видимъ (кн. 10, 
пред. 22), чо КЕ=РГО=ЕМ. ММ есть средняя площадь. 

Изъ показаннаго слфдуетъ, что прямая СМ, квадратящан площадь 
АС, составлена изъ двухъ прямыхъ иесоизмВримыхь въ степени, содер- 
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жащихь среднюю площадь и коихь сумма квадратовъ есть рашональная 
площадь, есть найбольшая нррашональная (кв. 10, пред. 40). 

Предложеще 59. Площадь прямоугольника АВСШ, зёключениаго между 
ращональною прямою АВ и нятою биножоальною АГ, кзадратить прямая 
степенящая рхийональную и среднюю площадь (фиг. 873). 

Доказет. Схвлаемъ тоже ностроене, что и въ 58 предложени, то 
все будетъ какъ и тамъ, но только злФеь меньший члень ЕШ соизиЗримъ 
съ прямою АВ. Точно также можно доказать, какъ и выше, что ЁМ 
квадратитъ площадь АС. Остается только показать, что ДМ и ММ иесо- 
измВримы Въ степени, содержать рашональную площаль и сумма ихъ квад- 
ратовъ есть средняя площадь, ся довательно СМ будетъ степенящая ра- 


чональную и среднюю площадь. 


Такъ накь АС и СЕ несоизыВримы, то АН и НЕ, т.е. ОЁМ а 
ОММ также несоизмримы. Слвдовательно прячыя ГМ и ММ иесоизм®- 
римы въ степени. 

Такъ какъ ЕД и АВ соизмримы, а АЕ и ЕД несонзмфримы, то 
АВи АЕ несоизмримы. СхЁдовательн0о АВ и АЕ суть рапюнальныя 
прямыя только въ степени соизы#фримыя. Откуда 41=[]ЁМ-+[] ММ есть 
средняя площадь. . 

Но такъ какь ДЕ и АВ соизмримы, т. е. ДЕ и ЕТ соизиримы 
и ДЕи ЕЁ также соизм®римы, то ЕГ и ЕЁ соизмВримы; но ЕГ есть рапю- 
пальная прямая, слфдовательно (кн. 10, пред. 20) ЕК==29—=ЕМ. ММ 
сеть ращональная площадь. 

Изъ этого видпмъ, что прямая СМ, квадратящая площадь АС, сос- 
тавлена изъ двухъ прямыхь ЁМ и ММ несоизм5римыхъ въ степени, ©о- 
держащихъ рацюнальную площадь н коихъ сумма квадратовъ есть средняя 
пилотадь, слЗдовательно (кн. 10, пред. 41) она есть стеленящая рацо- 
назьную и среднюю площадь, 

Предложене 60, Илощаль примоугольникв А ВСО, заключениаго между 
рапональною прямог» 1В и шестою бинозйальною АШ, ивадратитъь сте- 
пенящая дов среднёя (фиг. 374). 
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Доказат. Скёлаемъ тоже построеше что и въ 58-мъ предложенши, 
только здВсь оба члена по ллинё несоизмримы съ АВ. Точво также, 
ваБЪ и выше, можно доказать, что Ё.М квадратить площадь АС, Остается 
только показать, что ЁМ и ММ несоизмВримы въ степени и что сумма 
ихъ квадратовъ составляетъ среднюю площадь, но ГМ и ММ содержать 
среднюю площадь несоизм$римую съ суммою квадра-овъ, слФдовательно 
прамая ГМ будетъь степенящая дв средмя площади. 

Фиг. 3714. 
5 : а рР 
Е Е р 
А |Я 


в ит кс м 


Тавъ какь СА и СЕ несоизмВримы только въ степени, то СМ и 
ММ соизмримы въ степени. 

Тавъ какъ АЕ и АВ несоизмВримы только въ степени, то он рацо- 
надьны, откуда (кн. 10, пред. 22) АЕ=СЁМ-+СОММ есть средняя пло- 
ЩадЬ. 

Такъ какь Е)и АВво длин несоизмВримы, т. е. несоизх$римы ЕД) 
и ЕГа ЕД и ЕЁ соивиВримы по длин, то ЕГи ЕР негоизяв римы только 
въ степени. Схвдовательно ЕТи ЕЁ суть рацональныя прямыя соизу#римыя 
тельво въ степени. Откуда видимъ (кн. 10, пред. 20), чо ЕК-—=ГО= 
—=ЁМ. ММ есть средняя площадь. 

Но, такъ какъ ЕА по длинз несоизмВрима съ ЕРи АТ по длин» 
несоизмзрима съ ЕК, то 2М. ММ есть площадь несоизмВримая съ пло- 
щадью []ЁМ-НОММ. 

Изь этого видимъ, что прямая СМ, квадратящая площадь АС, сос- 
тавлена изъ двухъ прамыхь СМ и ММ несоизиримыхь въ степени, ко- 
торыхъ сумма квадратовъ составляеть среднюю площадь и когорыя сами 
содержать среднюю площадь несоизиримую съ предъидущей, а потому 
(кн. 10, пред. 42) СМ есть стеневящая двъ средмя. 

Лемма. Если прямую АВ раздВлимъ въ точкВ С ива два неравные 
отрёзка АС и СВ, то сумма квадратовъ, построенныхь на этихъ отр&е- 
хахь, больше удвоенпаго прямоугольника, котораго онё суть етороны 
(фиг. 375). | 

Доказат. РаздЪлимъ прямую АВ въ точек Г) пополамъ, то будемъ 
низть (кн. 2, пред, 5): | 

51 
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. АС.СВ--ОСр=0ПАО 
слдовательно: . 
Ас.Св<ОАо 
или 
(АС. СВ«ЗСАД. 


Фиг. 315. 


р с 
ие 


Но мы имЪемъ (вн. 9, пред. 9): 


САС+-ОСВ=ЖОАр-+0рС) 


ел ховатехьно: 
САС-+-ОСВ>5(АО. СВ. 


Предложенс 61. Прямоугольникь ДЕЕЗ, построенный па рацюналь- 
вой прямой ЕД, рапный ввадрату построенному ыа биножальной прямой 
АВ, будетъ имВть высоту ОС первую биномальную (фиг. 816). 

Доказат. Пусть биножальная АВ въ точЕЗ С рездЪлена на свои 
члены АС и СВ такъ, что АС есть больш членъ. На РЕ построимъ 
прямоугольники: 

ОН=О0АС и А=ОСВ 


то, потому что 2(АС.СВ-ЕЕГЕ (вн. 2, пред. 4), ПАВ=ОЕЕС. 
Раздзлимъ ЁС въ точкё М поподамъ и проведемь ММ параллельно 
ГК изн СЕ, то будечъ имёть АС.СВ=ГМ=МЕ. Теперь надобно до- 


казать: 
Фиг. 876. 


х Нк 
—_—_————_Ц—-—-[ыЫыЫы 
А с г. 


1. Что О@ есть биножеальная. Такъ какъ АВ есть бипомальная 
прямая, то (кн. 10, пред. 37) АС и СВ суть ращональныя, только въ 
степени соизмфримыя прямыя, слЗховательно []АС и ССВ рацюнальны и 
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соизиуВримы. Откуда видимъ (кн. 10, пред. 16), что (ЦАС+СОСВ веть 
площадь соизмриная какъ съ [].АС такъ и съ [ОСВ; сл8довательно 
040-0ОСВ=ркК=ЕО. ГГ есть рашональная площадь, но ЕД рацю- 
нальная прямая, слВдовательно (кн. 10, пред, 21) ДЁ есть рашюональная 
прямая соизмЗримая съ ДЕ. 

Такъ какъ АС и СВ рашональны и только въ степени соизмВримы, 
то 2(АС. СВ=ЕЕ=ЁК. Г6—=Е) . ГЕ есть средняя площадь, слфдова- 
тельно (кн. 10, пред. 23) Ё@ есть ращовальная прямая несоизифримая 
съ ЕД. Но рацональныя прямыя РЁ и ЕЛ соизм®римы, сл$ховательно 
(ки. 10, пред. 13) ДЁ и Ё@ несоизыримы. Изъ этого видимъ, что ДЁ и 
1/3 суть прямыя рашональныя и соизмВримыя только въ степени, & сл- 
ховательно (кн. 10, пред. 37) ОД@ есть биномальная. 

2. Что О@ есть первая биномальная. 

Такъ какъ, (140: АС. СВ=АС. СВ: О СВ (вн. 10, пред. 54, слВх. 2), 


т. е.: 
ОН: ГИ=Г\М:1К 


то (кн. 6, пред. 1): 
ДОГ: ГМ-=ГМ: П, 
слЪдовательно (кн. 6, пред. 17) ОХ. Г=ОЕМ=1 Ора. 

ДалЪе, такъ какъ [-]АС соизуВримъ съ [ОСВ, т. е. ВИ соизчВримы 
съ 1К, то (вн. 10, пред. 10) ДГи Г.Т соизмВримы. Но мы имфемъ (кн. 10, пред. 
60, схЁд.): 

040—0пов>2(ао. СВ) 


т. е. ДК>ГР, то ОГ>ГС. 

Откуда видимъ (кн. 10, пред. 18), что ОГ квадратитъ надъ С на 
ввахратъ, коего сторона по длин соизмВрила съ ОГ. Но РГ и Г@ уе- 
щональны, и ОЕ соизмрима съ ДЕ, слЬдовательно О@ есть первая бино- 
мальная. 

Предложене 68. Прямоугольникъ ДЕЕС, построенный на рацюналь- 
иой прямой ЕД, коего площадь равна площади квадрата построевнаго 
на первой бимефдальной АВ, иметъ высоту ДС вторую биножильную 
(фиг. 377). 

Доказат. СдЪлавъ тоже построеше, что и въ 61 предложены, слЁ- 
хуеть доказать: 

1. Что прячая Об есть биножальная. 

Такъ какъ АВ есть лервая бимеФальная, то (ки. 10, пред. 38) ея 
чаены АС и СВ суть средшя, только въ степени сонзуЗрихыя лиша, вакаю- 
чаюиия рашональный прямоугольникъ. Но: 


ПАВ--СВС=рЬЕ=ЕО. 0, 
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есть ередияя площадь, но, какъ ЕЛ есть рацюнальная прямая, то ДЁ будетъ 
также рацюнальная (Ен. 10, пред. 23) съЕЛ несоизмфримая прямая. ДалВе: 


(АВ. ВС)=ГЕ=ЕГ. Га=ЕФ. ГС 


Фиг. 311. 
ж_с 
р 1 
Е инки г 
ОА ООН 
2. с В 


есть рацюнальная площадь, схёдовательно (ки. 10, пред. 21) и @ б6у- 
деть ращональная прямая съ ЕД по длин соизмВримая. Откуда слВдуетъ 
(кн. 10, пред. 13), что ОЁ по длин несоизмВрима съ 2, сл№довательно 
ОГ и Г.С суть ращональныя прамыя, только въ степени соизмримыя, 
откуда (кн. 10, пред. 37) ОС есть биножальная. 

2. Что О есть вторая биножальная. 

Такъ кавъ (вн. 10, пред. 60, слёд.): 


04с-+-080>2(АС. СВ) 
ХЕ>ГР, то ОГ> Гб. 


Такъ какъ [АС соизыфримъ съ ВС, т. е. ОН соизирима съ 1К 
то и прамая ЛГ соизырима съ 7. Наконець мы имфехъ еще ОГ. [/1—= 
=0ЕМ=. ОГ. Слвдовательно (вн. 10, пред. 18) прямая ОГ. квадратить 
надъ прямою ГС’ иа кзадратъ, коего сторона по длин соизифрима съ ОГ. 
Но Г@ и ЕЛ соизмрнмы, & потому О@ есть вторая биномальная. 

Предложене 63. Примоугольникь ДЕЕРС, построенный на рацональ- 
ной прямой ЕД, равный квадрату построенному иа второй бимедальной 
АВ, иметь высотою О@ третью биножмальную (фиг. 378). 

Доказат. Все какъ въ 61 предложени, а схВдуетъ доказать: 

1. Что О@ есть биножальная. 

Такъ какъ АВ ееть вторая бимефальная, то ея части АС и СВ 
(кн. 10, пред, 39) суть средния, только въ степеия соизыфримыя прямця, 
заключающ!я средн прямоугольниеъ. Но мы имфемтъ: 

САС+-00В=ОЕ-=ЕД ОГ, 
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есть средняя плошахь, слФховательно, какъ ЕД рацюнальная прямая, то 
(кн. 10, пред. 23) ДГ, также ращональная прямая несоизм®римая съ ЕД. 
Фиг. 318. 


=) 
А. с в 


По той же причинз СС есть рацональная прямая съ ЕД несоизифримая. 
Скховательно прамыя ОГ и ГС рацональны по длин несоизыримы съ 
ЕО. Такъ вакъ (кн. 6, пред. 1): 


АС: (В=С АС: АС. СВ 


а АС и СВ несоизы®римы, то несоизмВримы также и []АС съ АО. СВ и 
САС-НОСВ несоизм#римы съ 2(АС.СВ), т.е. несоизм®римы ДК съ Г.Е, 
а также и ОГ съ ГС несоизмВримы. Откуда видииъ, что ОГ и ГС суть 
рашональныя прямыя, только въ степени соизмВримыя, слФдовательно 
(кн. 10, пред. 37) ОД@ есть биномальная праивя. 

2. Что О@ есть эпретяя биножальная. 

Точно также, вакъ и въ 61 предложени можно вакрючить, что 
От>ГЕ и что ОГа П, несоизмричы. Мы имемъ: 


ОТ. П-=ОЬМ=' 06. 


Ся®довательно (кн. 10, прел. 18) ОЕ ввадратитъ надъ СС’ на кпад- 
ратъ, коего сторона по длинЪ соизиВрима съ ОГ. Но мы видфли, что РЁ 
и Г@ по длинЪ несойзиёричы съ ЕО, слвдовательно ДС есть третяя 
биножальная. 


Предложене 64. Прямоугодьиикь ДЕРС, построеиный на рацюналь- 
иой прямой ЕЛ, равный квадрату построенному на большей иррашонаи- 
ной АВ, имЪетъ высотою Ю@’ четвертую биномальную (фиг. 379). 

АДоказат. Тоже построеше что и въ 61 предложен; а схВлуетъ 
доказать: 


1. Что ОС есть биножальная прямая. 
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Такъ какь АВ есть большая иррашональная, то (кн. 10, пред. 40) 
ея члены АС и СВ несоивыЪримы въ степени, онз содержать средмёй 
прямоугольникъ и сумма ихъ квадратовъ рацональна. Мы имЗемъ: 


040+-п0в=ОК=ЕО. ОГ 
Фиг. 379. 


ме 
2 я Е 


р. инк мг 


д @ё в 


сл$фдовательно ОК есть ращональная площадь, откуда (кн. 19, пред. 21) 
ШГ. есть ращовальная прямая соизм8римая по длин съ ЕД. Но: 


2 АС.СВ)=БЕ=ЕО. ГВ 


есть средняя площаль, а ЕЛ) есть ращшональная прямая, схЪдовятельно 
(кн. 10, пред. 23) прямая ГС ращональна ись ЕД несоизмфримая. Сл ко- 
вательно пряхня ДОЁи ГС несоизм\римы, а потому ДЁ и ГС рацю- 
нальны и только въ стенени соизифримы, слВловательно (кн. 10, пред. 37) 
ХС есть биномальная прамая. 

2. Что О@ есть четвертая биномальниял. 

Точно также какъ и въ предъидущемъ предложен можно закхю- 
чить, что 0Ё>ГС и ОГ. И-=0ОЁМ==[]1.. Также и зАбь ПАС и 


(СОСВ несоизмримы, т.е. ОН и ЛК несоизмВрими, а сл»довательно несо- 
изм римы и прямыя ОГи 11. Отвуда слВдуеть (вн. 10, пред. 19), что 
ЛГ ввадратитъ вадъ СС на квадратъ, коего сторова по длин несоиз- 
мфрима съ ОГ. Но мы видВли, что ОЁ и ЕД соизыВричы по длин, 
слФдовательно О@ есть четвертая биножальная. 

Предложен 65. Пряхоугольникь ДЕЕС, построенный на ращональ- 
ной прямой ЕД, равный квадрату ипостроенпому на ришональной средней 
стопенящей АВ, ичВетъ высотою Ю@ пятую биношальную (фиг. 380). 

Доказит. Охзлавъ тоже построеше, что и въ 61 предложении, а 
саЪдуетъ доказать: 

1. Что Об есть биножальная прямая. 

Такъ какъ АВ есть рашональная и средния степенящая, то (ки. 10, 
пред. 41) ея члены АС и СВ въ степени несоивы#рины и заключаютъ 
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ращональный прямоугольникъ, в сумма ихъ квадратовъ есть средняя пло- 
щадь. Площадь: 


ПАО-пов=ОК=ЕР. ЛГ 
Фиг. 380. 


Е нк и г 
и 3 
А с в 


есть средняя, сл®довательно (кн. 10, пред. 23) ДЁ есть рашональная пря- 
мая съ ЕЛ песонзмВримая. Но АС. СВ)=ЁЬР есть ращюональвая пло- 
щадь, елВдовательно (вн. 10, пред. 21) ЁС есть ращональвная прямая съ 
ЕР соизмримая. | 

Откуда прямыя ДГ и ГС несоизм$рииы. СлВловательно ОЁ и ГС 
суть прамыя ращональныя, только въ стевени соизмёримых, а потому 
(кн. 10, пред. 37) прямая ОС есть биномальная. 


9. Что О@ есть лятая биномальная. 


Можно показать какъ выше, что ОГ. ИСО ЕМ и что ОТ и 11, не- 
соизмЪрихы, поэтому (кп. 10, пред, 19) ДГ квадратитъь наль Г@, иа 
кзалрать, коего сторона по длин® несоизмёрима съ ОТ. Но было пока- 
зано, что прамыя СС и ЕД соизмВримы, сяВдовательно ДС’ есть пятая 
биномальная. 

Предложеще 66. Прямоугольникь ДЕРС, построенный на рацональ- 
ной прямой ЕД, равный квадрату построенному иа прямой АВ второй 
средней степенящей, имзетъ иысотою Д@’ шестую биножальную (фиг. 381). 


Доказат. Тоже построеве, что и въ 61 предложени, & слФдуетъ 
доказать: 

1. Что О@ есть биномеальная. 

Такъ какъ АВ есть вторая средняя степенящая, то (кн. 10, пред. 42) 
ея члевы АС и СВ несоизм римы въ степени и сумма вхъ квадратовъ 
есть средняя площадь и кром этого оп8 содержать прямоугольнивъ несо- 
измримый съ суммою ихъ квадратовъ. Прямыя ОДК и ГЕ суть средия, 
но ЕД рацюнальна, сл6довательио (кн. 10, пред. 23) ОЁ и Ё@ рацо- 
нальны и съ ЕД по длинВ несоизуВримы. Но площаль [ПАС+ОССВ ие- 
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соизмЗрима съ 2(АС.СВ), сл довательно ДК и ЁЕ несонзи%римы, а елЬ- 
довательно несоизиЗримы и прямыя ОГ, в ГС. Откуда видимъ, что РГ, 


Фиг. 381. 


и ГС только въ степени соизмфримы, & поэтому (кн. 10, пред. 37) пра- 
мая С есть биножальная. 

2. Что О@ есть шестая биномальная. 

Можио доказать, какъ выше, что ОГ. 11-—ЁМ и что РГ и 11, не- 
соизыримы, слФдовательно прямая ОГ, квадратить (кн. 10, пред. 19) вадъ 
1. ва квадратъ, коего сторона по длин несоизм рама съ ОГ. Но какъ ОЁ 
и Г съ ДЕ по клин несоизмВрвмы, то ДС есть шестая биномальная. 

Предложеще 67. Всякая прямая СП), по длинЪ соизмримая съ бино- 
мальною АВ, есть биномальная того же порядка (фиг. 382). 

Доказат. 1. Пусть прямая АВ въ точкЪ Е раздВлена из свон члены 
ЛЕи ЕВ и притомъ пусть АЕ есть большай членъ. Прямыя АЕ и ЕВ 
будуть радюнальны только въ степени соизхВримыя (кн. 10, пред. 37). 
СлВлаемъ (вн. 6, пред. 12): 


АВ: СР=АЕ: СР 
то будемъ имЪть также (кн. 5, пред. 19): 


ЕВ: Е=Ав: ср 


зам чан, что АВ и СШ соизиримы, мы будемъь имЪть (кн. 10, пред. 10), 
что АЕ съ СЁ и ЕВ съЁЕЛ также соизмВримы. Но АЕ и ЕВ ращональ- 
ны, слВдовательно СЁ и ЕО также ращональны. Тавъ какъ мы имземь 
(кн. 6, пред. 11): 

АЕ: СЕ--ЕВ: ЕО 
и откуда (кн. 5, пред. 16): 

АЕ: ЕВ—=СЕ: Е, 
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но, какъ АЕ и ЕВ только въ степени соизмёримы, то СЁи ЕД будуть 
также только въ степени соизмВримы. Откуда прямыя СЁ и РТ) ращональ- 
ны только въ степени соизм®римы, а поэтому (кн. 10, пред. 37) СР есть 
биномальная прамаз. 
Фиг. 389. 
Е 
ААВ 
Е з 
р 
2. Прямая АВ можеть быть или первою, или второю, или третьею би- 
номальною, т. е. квадратитъ, въ пропорщи: 


АЕ: ЕВЮЕ: ЕО 


АЕ надъ ЕВ, на квадрать, коего сторона по длин соизмЁрима съ АЕ 
или съ ЕВ, или ни одна изъ нихь по длин№ ине соизмЗрима съ дан- 
ною радональною прямою, слфдовательно (кн. 10, пред. 15) СЁ квадра- 
тить надъь ЕД на квадратъ, коего сторона що длин соизызрима съ СЁ 
и по той же причин СР или ЕД, или ни одна изъ нихь не соизмрима 
съ данною рапональною прямою; слВдовательно СШ визетВ съ АВ б6у- 
деть или первою, ихи второю, или третьею биномальною. 

Точно также можетъ быть доказано, что СД) виЪзстВ съ АВ будетъ 
четвертая, пятая Чли шестая биномальная. Сл\довательно прямыя АВ 
и СЛ всегда суть биномальныя одного порядка. 

Предлюжене 68. Прямая СГ) по длинв соизмфримая съ бимедальной 
АВ будетъ сама бимедальная того же порядка (фиг. 383). 

Доказат. 1. Пусть будетъ бимедальная АВ въ точкё Е раздВлена 
на свои составных части АЕ и ЕВ и притомъ такъ, что АЕ>ЕВ, то 
(кн. 10, пред. 38 и 39) прямыя АЕ и ЕВ будуть среднёя только въ сте- 
пени соизмримыя. Построимъ и здЗеь какъ выше пропорцию: 


АВ: (О=АЕ: СЕ 


то (кн. 5, пред. 19): 
ЕВ: Ер=АвВ: Ср 


Откуда видимъ, что тавъ какъ АВ и СГ соизыримы, то соизмфримы 
АЕ и СЕ, з также ЕВ и ЕГО. Но АЕ и ЕВ суть средщя, слф- 
довательно (ки. 10, пред. 24) СЁ и ЕД суть также среднзя. Такь какъ 
АЕи ЕВ суть прямыя соизыфримыя только въ степени, & мы имфемъ 
(кн. 5, пред. 1} и 16): 
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АЕ: ЕВ=оЕ: ЕО 


то и прямыя СЕ и ЕО соизмфрины только въ степени. Изъ этого вядимъ, 
что прамыя СЁ и ЕД суть средвя, только въ степени соизмёримныя, слВ- 
довательно (кн, 10, пред, 38 и 39) прямая СГ) есть бимефальная. 


Фиг. 383. 
Е 
М————Щв 
Е 
в 
2. Изъ пропорщи: 
АЕ: ЕВ=ОЕ: ЕГ 


сяфдуетъ (кн. 5, пред. 11 и кн. 6, пред. 1): 


САЕ: АЕ. ЕВ=ОСЕ: СЕ. ЕП) 
откуда (кн. 5, пред. 16): 
04Е: ОСЕ-ЗАЕ. ЕВ: СЕ.ЕГ 


но ПАЕ и [СЁ соизмВримы, слёдховательно соизмримы АЕ. ЕВ и 
СЕ.ЕГ. Прямая АВ можетъ быть первою, или второю биномальною, 
поэтому (кн. 10, пред. 38 и 39) АЕ. СВ будетъ или рацюнальная или средняя 
площадь. Откуда площадь СЁ. ЕЛ будетъ ихи ращональвая пли средняя, 
слдовательно прямая СШ вмЪстВ съ АВ будетъь или первая или вторая 
бимедальная. 

Предложене 69. Прямая СП по длинз соизыВримая съ наибольшею 
иррашональною АВ будетъ сама большею иррашональною (фиг. 384). 

Доказат. Пусть прямая АВ въ точкф Е раздЪлева на свои члены 
ЛЕ и ЕВ, то они (кв. 10, пред. 40) несоизи$римы въ степени, содер- 
жать средый прямоугольниЕъ и сумма ихъ квадратовъь есть ратональная 
площадь. 

СдЪлаемь тоже построеше, что и въ пред. 68, то: 


АВ: Ор=АЕ: СЕЗЕВ: ЕО (1) 
но АВ и СШ соизиВримы, слёдовательно соизмувримы АЕи СЕ, ЕВи 


ЕЛ откуда, такъ какъ АЕ и ЕВ несоизмВримы въ степеня, СЕ и ЕД 
также несоизуБримы въ степеня. 
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Изь пропорщи (1) мы имземь: 
АЕ: ЕВСЕ: ЕП 


откуда (кн. 5, пред. 18): 
АВ: ЕВ=Ор:ДЕ 


Фиг. 384. 


Е 


А 1 


В 


Е 
е——_ р 


откуда еще (кн. 6, пред. 22): 
АВ: ЕВ=(10О: СЛЕ. 
Точно также можно доказать, что: 
ПАВ: ПАЕ=ОС СО: ОСЕР 
слёдовательно (кн. 5, пред. 24): 
ПАВ: САЕ+НОЕВ=00): ОСЕ-ОЕР 
САВ: ПСР=ПАЕ+НОЕВ: ОСЕ-ОЕР 


ню ПАВ и (СШ соизыБримы,  сл®довательно соизм8римы площади 
- АЕНОЕВ, и СЕ-НОЕО, во ПАЕ+ОЕВ есть рацональная площадь, 
слЗдовательно и площадь ОСЕ--ОЕШ также ращональна. 

Точио также площади 2(АЕ. ЕВ) к 5(СЕ.РЛ) соизмфрамы, сл8до- 
вательно, такъ какъ АЕ. ЕВ есть средняя площадь, то СЕ. ЕП есть 
также средняя площадь (кн. 10, пред. 24, слЪд.). 

Откуда (кн. 10, пред. 40) СД есть наибольшая иррямональная. 


Предложене 70. Прамвя СП по длинВ соизиЗримая съ разональною 
и среднею степенящею АБВ, есть сама рамональная и средняя степенящцая 
(фиг. 385). 

Доказат. Пусть прямая АВ въ точьз Е раздЪлена на свои члены 
АЕ и ЕВ, то ови несоизыфримы пъ степени, содержать рашональный 
прямоугольникъ и сумма ихъ квадратовъ есть средняя площадь. 
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СлВлавъ тоже построеше, что и въ предъидущемъ предложении, точно 
также можно доказать, что СЕ и ЕД несоизм®римы въ степени, что ило- 
Фиг. 385. 


щадь ПАЕ+-ПЕВ соизм®рима съ площадью ОСЕ+ЦЕЛ и что прямо- 
угольникь АЕ. ЕВ соизмримъ съ СЕ. ЕД, сл”*»довательно ОСЕ-НОЕО 
есть средняя площадь, а СЕ.ЕД есть площадь рацовальная. Откуда ви- 
димъ (кн. 10, пред. 41), что прямая СШ есть рацональная и средняя сте- 
пенящая. 

Предложеще 71. Прямая СГ по длин® соизм8римая съ второю сред- 
нею степенящею АВ будетъ сама вторая средняя степенящая (фиг. 386). 


Доказат. Пусть прямая АВ въ точкВ Е раздвлена на свои состав- 
вые члены АЕ и ЕВ, то они (кн. 10, пред. 42) несоизифримы въ сте- 
пени и сумма ихъ квадратовъ есть средняя площадь, но они содержать 
среднюю площадь несоизиЗримую съ суммою ихъ квадратовъ. 


Фиг. 386. 


Е = В 


Е 
дыр 


Изь того же построен, какъ и выше, мы доважемъ, что СЕ и ЕО 
соизмВримы только въ степени, и что площади ПАЕ-НОЕВ и ОСЕ-НОЕО 
соизыримы, & также соизм$римы АЕ. ЕВ сь СЕ. ЕШ, что сл довательно 
ООСЕ--СЕХ есть средняя площадь, а также и СР. ЕЛ есть средная съ 
ОСЕ-НОЕХ иесоизм8римая площадь. Откуда видимъ (ки. 10, пред. 42), 
что прямая СЛ есть вторая средняя степенящая. 

Предложене 72. Если сложимъ рацональный прямоугольникъ АВ 
съ среднимъ СХ, то получимъ одну изъ схздующихь четырехь иррацо- 
нальныхь лин: или биножальную, или первую бимедальную, или наибольшую 
иррашонамную, или наконецъь рашюнальную и среднюю степенящую. 

Доказат. Пусть АВ будетъ или больше, или меньше СЛ), сл®дуеть 
доказать, что прямая, степенящая площадь АО, будеть одна изъ четы- 
рехъ сказанныхь ирращональностей. 
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Случай 1. АВ>ОГ (фт. 387). 


Фиг. 387. 
Е _ник 
Ги ||| 
вл ” 61 


Пусть ЕЕ будеть ращюнальная прямая, ЕС-ЕЕ. ЕН-=АВ и 
НЕ=ЕЕ . НЕ=С. Тзкъ какъ площадь АВ есть рашональная, то Е@ 
есть также ращональная, & также (кн. 10, пред. 21) и сторона ЕН рэ- 
щональна и соизы$рима по длин съ ЕЁ. ДалЪе, такъ вакъ СГ) есть 
средняя площадь то и НТ есть также средняя и (вн. 10, пред. 23) сто- 
рона НК рацщюнальна и по длинв несоизмрима съ ЕЕ. Площадь АВ ра- 
цюнальна, и СП средняя, схЁдовательн0о0 АВи СШ весоизм®римы, по- 
этому и ЕС и НТ также несоизыёримы. Но мы имВемъ (кн. 6, пред. 1): 


ЕС: НЕ-ЕН: НК 


откуда прямыя ЕН и НК по длин иесоизм®римы. Слёдовательне ЕН и 
НК суть ращюнальныя прямыя, только въ степени соизм®римыя, откуда 
(ки. 10, пред. 83) прямая ЕК есть биномальная. Но по условю АВ>СО, 
т. е. Е@`>НТ, сдВдовательн0 и ЕН>НК. Теперь, прямая ЕН можеть 
квадратить надъ НК на квадратъ, коего сторона по длинВ соизм®рима иди 
несоизы $ рииа съ ЕН. 


Пусть будетъ первое: то, тавъ какъ большая прямая ЕН соизмрима 
съ РЕ, ЕК есть первая биномильная. Схёдовательно, какъ ЕЕ есть ра- 
цональная прамал (кн. 10, пред. 55), то прямая, которая квадратить пло- 
щадь ЕТ, т. е. АГ есть биномальная. 

Пусть будетъ второе, то, такъ какъ ЕН и РЕ соизмримы по длин, 
ЕК будетъ четвертая биножальная; сх®довательно, какъ ЕЁ (вн. 10, 
пред. 58) есть рашональная прямая, то прямая, квадратящая площадь ЕЁ 
т. е. АД будегь наибольшая иррацональная. 

Смчеай 2. Пусть АВ<СГ (фиг. 388). 

Если АВ<Ор, то въ силу предъидущаго построешя Еб<ИТ и 
ЕН«<НК. Теперь можеть случиться, что НК ввадратить надъ ЕН на 
квадрат, коего сторона соизм®рима или несоизм8рима съ НК. . 


414 


Пусть будеть первое: такъ какъ меньшая ЕН соизм®рима съ ЕЁ, то 
ЕК есть вторая биножальная, слдовательно, зам тивъ, что ЕР есть рацю- 
нальная прямая, (кн. 10, пред. 56) прамая квадратящая площадь ЕГ, т. е. 
АЛ есть первая бимедальная. 


Фиг. 388. 


в и тсгт 


Пусть будетъ второе: тавъ какъ меньшая ЕН соизм®рима по хлин® 
съ ЕЁ, то ЕК будеть пятая биномальная, слдовательно, какъ ЕЕ 
есть ращональная прямая, то (кн. 10, пред. 59) прямая, квахратящая пло- 
щадь ЕТ, т. е. АЛ будеть рашональная и средняя степенящая. 

Предложеше 73. Если сложимт, двз несоизм8римыя средя площади 
АВ и СО, то получимъ дв остальныя ирращональныя лини: вторую бн- 
медальную или вторую среднюю степенящую. 

Доказат. Прямоугольникъ АВ можетъ быть или больше, или меньше 
прямоугольника СШ. СхБдуетъ доказать, что прямая, квалратящая цълую 
площадь АЛ, будетъ одна изъ сказанныхь выше иррашональностей. 

Сиуей 1. Пусть АВ>СО (фаг. 389). 


Фиг. 389. 
_ нк 


в в г Ст 


Изъ предъидущаго построен видно, замфчая что АВ и СГ суть 
средн, что ЕС п НГ суть также средёя площади. Такъ какъ ЕЁ есть 
ращональная прямая, то (кн. 10, пред. 23) ЕН и НК будуть прамыя 
ращональныя и по длинз соизмримыя съ ЕЁ. Такъ вакъ АВ и СГ, т.е. 
ЕС и НТ несоизмримы, и мы имЗемъ: 


Е: НЕЕЕН: НК 
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то ЕН и НК по дзив% несоизиёримы. СлЪховательн0 ЕН и НК суть 
рацюкальныя пряиныя, только въ степени соизмВримыя, откуда ЕЖ есть 
биномальная. Такъ какь АВ>ОГ, т. е ЕЗ>НТ то ЕН>НК. 

Теперь, ЕН можеть квадратить надъ НК на квадратъ, коего сто- 
рона будетъ по длин соизмфрима или несоизмврима съ ЕН. 

Пусть будеть первое: такъ какъ ни ЕН, ни НК по длинз не 
соизи$римы съ ЕЁ, то ЕК есть третяя биномальная, схВдовательно, 
замЗчая, что ЕР есть ращональная прямая, то (кн. 10, пред. 57) прямая 
квадратящая площадь ЕГ, т. е. АД, будеть вторая средняя степенящая. 

Случай 2. Пусть АВ«СОр (фиг. 390). 


Фиг. 390. 
ЕН К 
АС 
в 2 У 4 

Точно также можеть быть доказано, что прямая, квадратящая ило- 
щадь ЕТ, т. е. АХ, будеть или вторая бимедюльная, или вторая средняя 
степенящая. 

Сльдстве. Биномальныя прямыя и слЗдуюцщия за ними иррацюналь- 
иыя не только отличны отъ среднихь, ио различаются и между собою. 

Въ самомъ дЪхВ, высота прямоугольника, построеннаго на рашональ- 
ной прямой, коего площадь равна квахрату построенному на средней пря- 
мой, есть прямая рашональная несоизморимая съ основашемъ (кн. 10, 
пред. 23). Если сторона квадрата есть биножальная, то высота прямо- 
угольника есть яервая биномальная (кн. 10, пред, 61). Если сторона 
квадрата есть перзая бимедимьная, то высота прямоугольника есть вторая 
бинощальная (кн. 10, пред. 62). Если сторона квадрата есть вторая би- 
медальная, то высота прямоугольника есть третяя биномальная (кн. 10, 
пред. 63). Если сторона квадрата есть наибольшая иррацюнальная, то вы- 
сота прямоугольника есть четвертая биножальная (кн. 10, пред. 64). Если 
сторона квадрата есть рацюнальная и средняя степенящая, то’ высота 
прямоугольника есть яятая биномальная (кн. 10, пред. 65). Если нако- 
нець сторона квадрата есть вторая”средняя степенящая, то высота пря- 
моугольника есть шестая биномальная (кн. 10, пред. 66). 


Изъ этого слЗдуеть, что всВ упомянутыя иррещонахьныя прямыя от- 
личаютсн отъ первой, такъ какъ эта послЪдняя даетъ для высоты прямо- 
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угольника рашональную прямую. Отличаются этн послдня между собою 
потому, что высоты для прямоугольниковь суть прямыя биномальныя 
фазличныхь порядковъ. 


Примъчане 9. Предъидущее изсх®доване относительно сложен я шести иррацюналь- 
ныхь лиш водетъь къ слёдующимъ семи отдёламъ предложен: нерзый отдёль (пред. 37, 
88, 89, 40, 41, 42) показываеть происхождене или сложеше этихъ ливИ; второй отдёль 
(пред. 43, 44, 45, 46, 47, 48) ноказываеть ихъ разложеше въ единствемной точкё; трейй 
отдёль (пред. 49, 50, 51, 52, 58, 64) показываеть какъ шесть биномальныхь дн мо- 
туть быть найдены; четвертый отдёлъ (пред. 56, 56, 57, 68, 59, 60) показываеть каша 
лин квадратять орямоугольникь, содержащийся между рантональною прякою и биномаль- 
выми различиыхь порядковъ; пятый отд®ль (пред. 61, `в2, 68, 64, 65, 66) показываеть ка- 
кал будетъ высота прямоугольниковъ, построениыхъ из ралональной прямой, коихъ нло- 
щадь разна площади квадратовъ, построенных на биномальныхь различныхь порадковъ; 
шестой отдёлъ (пред, 67, 68, 69, 10, 71), показываетъ, что несоизм8римыя лин съ ними 
будуть того-же родь и порядка; седьмой отяёлъ (пред. 72 и 78) показываоть, въ двухъ 
предложешяхъ, ихъ пронсхождее и различ!е. 


Замтимъ еще, что половины каждаго изъ этихъ родовъ иррацюналь- 
мостей, будучи соизм8римы съ ц8лыми будуть того же рода и порядка- 


————^ 


Шость ирращональностей ироисшедшихь отъ вычитания. 


Предложене 74. Если вычтемъ одну изъ другой дв» ращональныя, 
только въ степени соизмёримыя прямыя АВ и ВС, то осталокь АС бу- 
деть ирращюнальная прямая и называется вмчетомь (бпоторл) (фиг. 391). 


Доказат. Такъ какъ АВ и ВС соизм\римы только въ степеви, и 
мы имфемъ (кн. 6, пред. 1): 
АВ: ВСО=ОПАВ: АВ. ВС 


Фиг. 891. 
С 
Ав 


то площади АВ и АВ. ВС (вн. 10, пред. 10) будуть несоизм8римы. 
Но (кн. 10, пред. 16) площади ПАВ и (0АВ-+-О ВО соизыВримы, а так- 
же соизмрины АВ. ВО и (АВ. ВС), слВдовательно площадь 48-0 ВС 
иесоизм8рима съ 2(АВ. ВС). Но мы имЗемъ (кн. 2, пред. 7): 


Слв--СВО=2(АВ. ВС)-НЦАС 
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сяждовательно (кн. 10, пред. 17) площади САВ--ОВО и ПАС несоизм*- 
римы. ЗамВчая теперь, что площадь САВ--О ВО рацюинальна, мы видимъ 
что ПАС есть площадь ирращональная, а сх»довательно и АС есть пря- 
мая иррацюнальная. ` 

Предложене 75. Если вычтемъ одну изъ другой дв средн!я прямыя АВ 
и АС, только въ степени соизмримыя, содержащая ращональный прямоуголь- 
никъ, то остатокъ АС будетъ иррацюнальный и называется яервммь сред- 
нимь вычетомь (фиг. 392). 

Фиг. 392. 
с 
а 


Доказат. Такъ кавъ С АВ-НОВО есть пхощадь средняя, и 2(АВ.ВС) 
рашональная, то ПАВ-НОВОС и 2(АВ.ВС) несоизизримы. Но мы имфемъ 
(кн. 2, пред. 7): 


САВ+ОВ0=2(АВВО)+ОАС 


слВдовательно (кн. 10, пред. 17) площади 2(АВ.ВО) и [АС несоивы»- 
римы, но 2(АВ. ВС) есть рацональная площадь, слВдовательно ОАС 
ееть иррацюнальная площадь, поэтому и прямая АС’есть иррацональная. 

Предложеще 76. Если вычтемъ одну изъ другой дв средйя прямыя 
АВи ВС только Въ степени соизи®римыя, содержащая средний прямоуголь- 
никъ, то остатокъ АС булетъь ирращональный и называется втюрымь сред- 
нимь вычетюмь (фиг. 393). 

Доказат. Пусть ОТ будетъ рашональная линя, на которой по- 
строимъ прямоугольиикь ОДЕ=ОГОб—=0АВ-+ОВО, и прямоугольникъ 
ОН=тТО.ЛЕ=5(АВ.ВС). Откуда, замфчая, что (ки. 2, пред. 7): 


ОАО ВО=2(АВ.ВО-НОАС 
найдемъ, что: 
ЕЕэж1).Ев = АС. 


Такъ какъ (АВ+ОВО, т.е. ОЕ есть средняя площадь, то (кн. 10, 
пред. 23) прямая ОС рашональна и несоизм®рима съ ОГ Такъ какъ 
АВ.ВС есть средняя площадь, то 2(АВ.ВСО) будетъ также средняя пло- 
щадь, схвдовательно ОН есть средняя, & потому (вн. 10, пред. 23) пря- 
ная ОР рацональна и иесоизм®рима съ ТО. 

Такъ какъ прямыя АВи ВС только въ степени соизиЗримы, сл®- 
ховательно ио длинВ несоизмВримы, то (кн. 6, пред. 1 и кн. 10, прех, 10) 

53 
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площади Г] АВ и АВ.ВС иесоивиримы. Но (вн. 10, пред. 16) площади 
ОАВ в ЦАВ-+(ОВС сомзыримы, & также (кн. 10, пред. 6) соизм%- 
рямы и площади АВ.ВС и (АВ. ВО). СхВдовательно []14АВ-НОВО не- 
соизыфримы съ 2(АВ.ВС), т. е. ОЕ несоивирима съ ОН. Но тажъ какъ 
мы имфемъ (кн. 6, пред, 1): 


РЕ: ОН=Фв:ШЕ 


` Фиг. 393. 
Ф гс 
Т нЕ 
—_—_——Ц——— 
А с и: 


то и прямыя О@ и ОЕ также иесоизмВримы (кн. 10, пред. 10). Сл%до- 
вательио О@ и ОЕ суть ращональныя прямыя только въ степени соизи®- 
римыя, а потому (кн. 10, пред. 74) Е@ есть вычеть. ЗамЪчая теперь, 
что прямая Г) рацюоиальна, мы видимъ (кн. 10, пред. 21), что площадь 
ЕЕ, т. е. САС иррацюнальна, а сл8довательно иррацональна и иря- 
мая АС. 

Предложен 77. Если АВВ прамыя АВ и ВС въ степени нес- 
изифримыя, содержащ]я среднюю площадь и коихъ сумма квадратовъ есть 
рацональная площадь, вычтемъ одну изъ другой, то остатокъ АС будетъ 
ирращональная прямая и называетея меньшею иррашональною (фиг. 394). 


Фиг. 394. 


с 
А—— 
Доказат. Такъ какъ площадь САВ-НОВС ращональна, а АВ. ВС 
средняя, то площади ПАВ-ОВС и АВ.ВС иесоизмВримы. Но (кн. 2, 
пред. 7) мы имЗемъ: ° 


ЦАВ--0ВС=2(АВ.ВС)--НОАС 


сяфдовательно (вн. 10, пред. 17) площади ]АВ-НОВСО и Г] АС иесоиз- 
м$8римы. Но такъ какъ ОАВ-НОВО есть площаль рацональная, то (АС 
есть ирращональная площадь, а слВдовательно и прямая АС есть ирра- 
овальная. 


Предложенще 78. Если двЁ ирямыя АВ и ВО, несоизи$римыя въ сте- 
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пени, содержания рашональный прямоугольникъ и воихъ сумма квадратовъ 
есть средняя площадь, вычтемъ одну изъ другой, то остатокь АО будетъ 
иррапюнальная прямая и называется составляющею съ рашональнымь 
прямоуюльникомь цьлую среднюю ‘площадь (фиг. 395). 

Фиг. 395. 


с 
АВ 


Доказат. Такъ какъ ПАВ-НОВО есть площадь средняя, и 2(АВ.ВО) 
есть площадь рацюнальная, то площади САВ--ОВС и %(АВ.ВО) иесо- 
изм8римы, слховательио (кн. 10, пред. 17) САС и (АВ.ВС) также 
несоизмВримы; но 2(АВ. ВС) есть площадь рашональная, слВдовательно 
площадь 0.4С' будеть иррацональная, а поэтому и прямая АС’ будеть 
также иррац1ональназ. 


Примъчане 10. Евклидь остатокь АС такъ назызаеть нотому, что прямоугольник 
разный [1 АС’ съ рацюнальнымъ прямоугольникомъ 2(АВ.ВС) составлаеть цёлхую средиею 
площадь [142В-+-08С. 


Предложена 79. Если кв прямыя АВ и ВО, несоизмВримыя вВЪ 
степени, коихь сумма квадратовъ есть средняя площадь, содержащая 
средний прямоугольникъ несоизм8римый съ суммою квадратовъ, вычтемъ 
одну изъ другой, то остатокъь АС будеть ирращональная прямая и назы- 
вается сосзпавляющею съ среднимь прямоуюльникомь цьлую среднюю пм- 
щадь (фиг. 396). 

Доказат. Цостроимъ иа ращональной прямой ОТ прямоугольникъь ДЕ 
равный ОТ. Оа=ОбАС--ОВС. Отнимемъ прямоугольникъ ЮН=—=ЛОТОЕ== 
—=2(АВ. ВС), то (вв. 2, пред. 7) остатокъ ЕЕ=ОТ.Е@ будеть равенъ 
САС. Слёдовательно ирямая АС’ квадратить площадь ЕЕ. 


Фиг. 396. 
в т 6 
т НЕ 
——_ да А——— 
м. с В 


Такъ какъ площадь САВ--ОВО, т. е. ОЕ есть средняя, то прямая 
ЛС (кн. 10, пред. 23) раплональна и несоизм®рима по длин съ ОГ. 
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Точно также, такъ какъ площадь ОН средняя, то прямая ОР рашональна 
и по длинВ иесоизы#рима съ ОГ. 

Такъ какъ площади ПАВ+НОВС `и 2(АВ. ВС) несоизм®римы, то 
несоизмримы и площади ДЕ в ДН: но мы имЗемъ: 


ДЕ: ОН=Ос:ОЕ 


откуда (кн. 10, пред. 10) прамыя О@ и РЕ по длин несоизывримы. 
Сл3ховательно прямыя ОД@ и ОЕ ращональны только въ степени соизм}- 
римы, откудн видимъ (кн. 10, пред. 74), что прямая Е@` есть емчеть. Такъ 
какъ Р1-5ЕН есть рашональная прямая, то (кн. 10, пред. 21) ЕЕ, т. е. 
САС есть иррашональная площадь, а потому и прямая АС есть ирра- 
цональнаа. 


Примячане 11. Евклихь потому такъ называетъ прямую АС, что: 
0С40+8(АВ .ВС)—=ПАВ-+-ОВС. 


Предложене 80. Къ вычету АВ можно прибавить одну только ра- 
щональную прямую ВС, соизмфримую только въ степени съ цВлою пря- 
мою АС (фиг. 397). 

Доказат. Похожимъ, что къ АВ прибавлена еще другая прямая ВД 
и притомъ (ки. 10, пред. 74) такая, что прямия АД и ВЛ рашональвы 
тохьво въ степени соизмЁримы. Такъ какъ мы имфемъ (Ен. 2, пред. 1): 


фиг. 397. 


В С 
АННО 


04Ар-0ВО=5(Ар. ВП)НЗАВ 
а также 
П4АО+-ПОВ=(АС.СВ)-ЦАВ 


Откуда видииъ, что избытокъ суммы квадратовъ (].40)-НОВО надъ 
суммою квадратовъ []АО--ПСВ, равенъ избытку прямоугольника 2(АД.ВЛ) 
нахъ прямоугольникомъ 2(АС.СВ) и какъ первый избытокъ рашональный, 
то и второй долженъ быть рацюнальный, что невозможно (кн. 10, пред. 27). 
такъ вкакъ (кн. 10, пред. 22) оба прямоугольника суть средмя площади. 
СтВдовательно къ вычету АВ можно нрибавить только одну рацональную 

прямую ВС, которая съ цёлою АС только въ степени соизмрима. 


Предложена 81. Бъ первому среднему вычету АВ можно прибавить 
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только одну среднюю ВС, которая съ цзлою АС только въ степени соизм®- 
рима и содержить съ нею ращональный прямоугольникъ (фиг. 398). 

Доказат. Положимъ, что къ вычету АВ прибавлена еще хругая 
прямая ВГШ такая, что АДи ВЛ суть средея (кн. 10, пред. 75), только 
вь степени соизмёримыя прямыя, содержапуя рапональный прямоу- 
ГОЛЬНИЕЪ. 

Фиг. 398. | 
В [4 
ей) 

ЗдЪеь сиова мы будемъ имЪть, что избытокъ суммы квадратовъ 
ПАР--СОВ надъ суммою квадратовь ПГ]АС--ОСВ равенъ избытку 
прямоугольника 2(АД.РВ) надъ 2(АС. СВ), но этоть избытокъь рацо- 
нальный, сяздовательно и первый колженъ быть ращональный, что не- 
возможно, такъ какъ сумма квадратовъ есть средняя площадь (кн. 10, 
пред. 27). СлхВдовательно къ первому среднему вычету можно прибавить только 
одну среднюю прямую, которая съ цфлою только въ степени сонзмВрама 
и содержить съ нею ращональный прямоугольниеъ. 

Предложен 82. Во второму среднему вычету АВ можно придать 
только одну среднюю прямую ВС, которая съ ц8лою АС соизыВрима 
только въ степени и содержитъ съ иею средний прямоугольникъ (фиг. 399). 


Доказат. Положимъ что кь вычету АВ прибавлена еще другая пря- 
мая ВД (вн. 10, пред. 76) соизм$римая съ АД только въ степени и зак- 
лючающая съ иею средый прямоугольникз. 

Фиг. 399. 
ЕН Ил 


РК с РА 
и дд 
А. в сэ 


На ращональной прямой ЕР построимъ пряхоугольникъ Е@==ЕЁР.ЕТ,—= 
=040--ОСВ. Отнавь отъ этого прямоугольника прямоугольник 
Не—=ЕР. НТ—=5(АС.СВ), то остатокь ЕК-=ЕЕ. ЕН будеть равенъ 
СПАВ, слАдовательно прямая АВ квадратить площадь ЕК. Построимъ 
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еще на прямой ЕЁ прямоугольникь ЕТ=ЕЁ. ЕМ=ЦАР-НОХВ, то, 
такъ какъ ЕК—[Г] АВ, остатокъ НГ будеть равенъ 2(АД. ОВ). 

Тавъ какъ прямыя АС и СВ суть средшя, то ПАС-+-ОСВ, т. е. 
Е@ есть площадь средняя, слёдовательно (ки. 10, пред. 23) прямая ЕТ, 
ращональна и по длннВ несоиемЪрима съ ЕЁ. Прямоугольникъ 2(АС.СВ), 
т. е. Н@ есть среднёй, схВдовательио прямая НГ, ращональна и ивесоиз- 
мврима съ ЕЕ. 

Такъ какь АС и СВ, только въ степени соизмёримы, то он по 
длинВ несоизм$римы. Но мы имфемъ (кн. 6, пред. 1): 


АС: СВ=0АС: АС. СВ 


слдовательно (кн. 10, пред. 10) площади ПАС и АС.СВ весоизы*- 
римны. 

Но площади (Ен. 10, пред. 16) []АС съ []40-П]ОВ и 4С.СВ 
съ 2(АС.СВ) соизмВримы, слВдовательно площадь []АС+-(СОСВ несоиз- 
м$Врима съ площадью 2(АС.СВ), т. е. Е@ и НС несоизивримы. Но мы 
ныземтъ: ^ ь 

ЕС: На=ЕГ: НГ 


слВдовательно (кн. 10, пред. 10) прямыя ЕЁ и НГ несоизмримы по 
длинВ. Изъ этого видимъ, что ЕЁ и НГ, суть ращопальныя прямыя только 
въ степени соизмёрихыя, сяфдовательно (кн. 10, пред. 74) ЕН есть вы- 
четъ прибавленный къ НГ. Точно также можеть быть доказано, что къ 
ней прибавлена прямая ИМ, что невозможно (кн. 10, пред. 80), такъ 
какъ НГ, и НМ съ цЁлою только въ степени соизмФримы. Сл»довательно 
ко второму среднему вычету можно прибавить только одну среднюю, ко- 
торая съ цзлою только въ степени соизм#рима и которая съ вею ‘содер- 
жить средн праямоугольникъ. 

Предлюжене 83. Въ меньшей иррацональной АВ можно прибавить 
только одну прямую ВС, которая съ цзлою АС несоизмрима въ степени, 
коей квадрать съ квадратомъ цЗлой составляетъь рапональную площадь 
и которая съ цзлой содержитъ среднёй прямоугольникъ (фиг. 400). 

Доказат. Положимъ, что можно прибавить еще одну ОВ кь АВ, 
такую что (вн. 10, пред. 77) АЛ и ОВ иесоизмвримы въ степени, что 
САВ-О В есть рашюональная площадь и что наконець 2(АД.ШВ) 


есть площадь средняя. 
Фиг. 400. 
В с 
уДМ&м— р 


Такъ какъ избытокъь []АД-+-ОСОВ надь [1АС+ССВ разевъ из- 
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бытку (АД.ШВ) надь 2(АС.СВ); а избытокъ квадратовъ есть радо- 
нальная площадь, слВдовательно и избытокъ прямоугольниковъ долженъ 
быть площадь рацональная, что невозможно, потому, что эти прямоугольники 
суть средне (кн. 10, пред. 27). Сл8довательно вЪ меньшей иррашональной 
можно прибавить только одну прямую съ сказанными свойствами. 

Предложене 84. Къ составляющей сь рацюнальнымь прямоуюльни- 
комь цълую среднюю площадь АБВ можно прибавить только одну прямую 
ВС, которая съ цёлою АС въ степени несоизмзрима, коей ввадратъ съ 
квадратомъ цЪлой составляетъ среднюю площадь и которая съ цВлою со- 
держитъ рацональный прямоугольникъ (фиг. 401). 

Доказат. Положимъ, что можно прибавить къ АВ еще одну ОВ, 
такую, что (кн. 10, пред. 78) АР и ОВ въ степени весоизимримы, что 
Плар--П ОВ есть средняя площадь и что наконець 2(АР.ШОВ) есть 
рапональный прямоугольниеъ. 

Фиг. 401. 
В [9 
И 

ЗдВеь опять избытокъ ПАД-НОЛОВ ивлъ ПАС--СОСВ равенъ из- 
бытвку 2(АД.ШВ) надъ 2(АС.СВ); и такъ какъ избытокъ прямоугольни- 
ковъ есть ращональная площадь, то и избытокъ квадратовъь должеиъ 
быть площадь ращональная, что невозможно, потому что квадраты суть 
средше (кн. 10, пред. 27). Сяфдовательно къ АВ можно прибавить только 
одну ВС, им®ющую выше сказанныя свойства. 

Предложене 85. Въ составляющей съ среднимь прямоуюльникомь шь- 
злую среднюю площадь (вн. 10, пред. 79) АВ можно прибавить только 
одну прямую ВС, которая съ цзлою АС въ степени несоизмримя и ноей 
квадратъ съ квадратомъ цЪзлой состазляетъ среднюю площадь и нако- 
нецъ которая съ цёлой содержитъ среднёй прямоугольникъ, несоизм римый 
съ среднею площадью квадратовъ (фиг. 402). 

Фиг. 402, 
Ен РЯ 


Ех с 7 


Е ООН 
А. в сл 


Доказат. Положимъ, что къ АВ можеть быть прибавлена еще дру- 
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гая прамая ВД, такая (кн. 10, пред. 79), что АД и ОВ въ степени не- 
соивы$римы, что площадь [1АД--ОРВ есть средняя и наконець что 
(АР.ЛВ) есть также средняя площадь и несоизмВримая съ площадью 
ПАРОВ. 

Построимъ на рацональной прямой ЕЁ прямоугольнакъ Е@=ЕР.ЕТ.—= 
—={(ОАО--ОСВ. Отымемъ отъ этого прямоугольника прямоугольникъ 
Н@Е=ЕРЕ. НГ—=5(АС.СВ), то остатокьъь ЕК=Г]АВ, сл»довательно АВ 
квадратить площадь ЕК. Построимъ наконецъь прямоугольникъ Е1= 
=ЕР. ЕМ=ГАЛ--П ОВ, то, тевъ вакь ЕК—=[Г] АВ, мы будемъ имЪть 
НЕХАР.ШВ. Такъ вавъ []АО--ГПОВ, т. е. Е@ есть средняя пло- 
щадь, а прямая ЕЁ рацональна, то прямая ЕЁ рацональна и по длинв 
несоизмрима съ ЕЕ. Такъ какъ 2(АС. СВ)=Н@ есть площадь средняя, 
то НЕЁ ращональна и по длин несоизмрима съ ЕЁ. Но площади САС-- 
-НОСВ и 2(АС.СВ) несоизм® римы, т. е. несоизмримы ЕС съ НО, сл®дова- 
тельно несоизи®римы по длин® и прямыя ЕЁ и НГ. СяЪховательно прямыя 
ЕГ и НГ рацональны только въ степени соизмВримы, откуда видимъ, что 
(кн. 10, пред. 74) ЕН есть вычеть, къ которому прибавлеи» НГ. Точно 
также можеть быть показано, что къ нему прибавлена и НМ, что не- 
возможно, такъ какъ прямыя НЕ и НМ съ цВлою только въ степени 
соивмримы (кн. 10, пред, 80). Сл№довательно къ АВ можно прибавить 
только одну прямую ВС съ сказанными выше свойствами. 


Шесть порядковх вычетовъ. 


1. Вычетъь къ которому прибавлена такая прямая, что цёлая евадра- 
тить надъ прмбавлеяной, на квадратъ, коего сторона по длин соизмрима 
съ цВлою, называется яереммь вычетомь, еслн иЪлая прямая по длинЪ 
соизмВрима съ данною рашонахльною прямою. 

2. Онъ называется втюрымь вычетомь, если данная ращональная 
прямая по длин соизмёрима съ прибавлениой. 

3. Онъ называется третьимь вычетомь, если ни цЁлая, ни прибав- 
ленная по длин не соизиЗримы съ данной рацональной прямой. 

4. Вычетъь въ которому прибавлена такая прямая, что цёлая прямая 
квадратитъ надъ прибавленною, на квадратъ, коего сторона по длинЪ не- 
соизм$рима съ ц8ло, называется четвертымь вычетомь, если цЪзлая пря- 
мая по длин соизм8рима съ данною рашональною прямою. 

5. Онъ называется яятымь вычетомь, если прибавленная по длииБ 
соизвмЗрима съ данною рацюнальною прямсю. 
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6. Онъ называется щестымь вычетомь, если ии первое, ни второе 
не имзють м»ста. 

Предложенще 86. Найти первый вычетъ (фиг. 403). 

Рьшеже. Пусть А будетъ данная рацюнальная прямая и ВС хру- 
гая прямая по длин® соизмримая съ А. Возьмемъ (вн. 10, пред. 30, сязд,) 
два квадратныя числа Е) и ЕЁ, коикь разность ЕД ие есть число 
квадратное и сдВлаемъ: | 

ЕО: РЕ=ЦВ@: 060 (1) 


я говорю, что ВВ—@С=ВС есть межвый вычеть. 
Фиг. 403. 


Прямая ВС соизизрима съ А, слдовательно оиа ращональна. Изъ 
пропорщи (1) сл%дуеть (ки. 10, пред. 6), что ОВ@ соизмВримъ съ О@0. 
Но ОВС есть ращональиая площадь, слФдовательно О@С, а потому и 
@С ращональны; но (кн. 10, пред. 9) прямыя В@ и @С несоивм*- 
римы, сл довательно В@ и @0 суть рацюнальныя прямыя, только въ 
степени соизмЗримыя, & потому (кн. 10, пред. 74) ВС есть вычеть. 

Пусть теперь будеть ОВа—0@0=0Н, то въ силу пропорщи (1) 
(кн. 5, пред. 19), мы будемъ имЪть: 


РЕ: ЕЕ-ОВС. ОН 


слвдовательно прямый ВС и Н по длинВ соизыфримы (кн. 10, пред. 9). 
Сл®довательно ВС квалратитъ надь @С, на квадратъ, коего сторона Н 
соизм8рима съ В@, акакь В@ по длинз соизмЁрима съ А, то ВО и есть 
первый вычеть, 

Предложеще 87. Найти второй вычетъ (фиг. 404)? 

Рьщеше. Пусть А будетъ данная рашональная прямая, а @О дру- 
гая по длин соизмримая съ А. Возьмемъ снова два квадратныхь числа 
ДЕи ЕЁ, коихъ разность не есть число квадратное и сдЪлаемтъ: 


ЕО: РЕ=ООа: С@В (1) 
54 
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я говорю, что В@—@С—= ВО есть второй вычеть. 


Фиг. 404. 
д. 
[9 
В Г с 
4 Е 5 


Такъ какъ прямая СС соизмрима съ А, то она рашональна. Но 
изъ пропорции (1) (вн. 10, пред. 6) сдёдуеть, что площади ОС@ и СВ 
соизмримы, & какъ площадь ПОС рапюнальна, то рацюнальна и пзо- 
щадь О@В, а слфдховательно рацональна и прямая @В, но (вн. 10, 
пред. 9) прямыя Са и @В по длин несоизмримы. Слдховательно пря- 
нмыя С@ и СВ ращональны, только въ степени соизм®римы, & потому 
(кн. 10, пред. 74) ВС есть вычеть. 

Положимъ тепер О@В—С060=0Н, то изъ пропорщи (1) (ки. 5, 
пред. 4 и кн. 5, предл. 19) мы имфемъ: 


ЕО: ЕЕ=П@ЕВ: ПН 


сл» довательно (вн. 10, пред. 9) @В и Н соизмримы. Откуда видимъ, что 
@В квадратить надь (С, на квадратъ, коего сторона Н по длин соизм$- 
рима съ @С, но @С есть прямая соизмримая съ А, слфдовательно ВС есть 
второй вычеть. 

Предложеще 88. Найти трет вычетъ (фиг. 405)? 

Рьшеме. Пусть А будетъ данная ращюнальная прямая. Возьмехъ 
три числа ЕЁ, ВС и СО, которыя между собою не относятся КакЪ ЕвАХ 
ратныя числа, но ВС и ВО относятся какъ Числа квадралныя. Одфлаем?: 


Е: ВО=ПА: 8 @ (1) 
ВОС: С р=(ЦЕ@: П@нН 


я говорю, что Р@—@Н=ЕН есть третёй вычеть. 


Изъ пропорщи (1) сл%дуетъ (Ен. 10, пред. 6), что площади С] Аи (026 
соизыВримы, но (кн. 10, пред. 9) прямыя А и РС по дливВ  несоизи- 
римы, слВдовательно Е есть ращональная прямая. 

Изъ пропорщи (2) слВдуетъ, что площади []Е@. и ОСН сонзм- 
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римы, но пряиыя Е@ и @Н по клин несоизмримы. Сл ховательно 
прямыя Р@ и СН ращональны и только въ степени соизмримы. Откуда 
видимъ (ки. 10, пред. 74), что ЕН есть вычеть. 


Фиг. 405. 
р. 
Н 
Е : а 
12 
Е 
4 О 5 
В ; с 


Изь пропоршй (1) и (2) слЁдуетъ (кн. 5, пред. 22): 
Е: ОФ=ЦцА: О@н 


стВдовательно (кн. 10, пред. 9) прямыя. А и @Н по длинВ не- 
соизиЁричы. Но было показано, что Аи Р@ по длин® иесоизмримы, 
схЪдовательно ни @Н, ни РС съ прямою А по длнн% не соизмримы. 

Положимъ теперь 16 —П@Н-=ГОТ, то изъ пропорши (2) иай- 
демъ (вн. 5, пред. 19): 


СВ: В=ЦЕа: ПТ 


откуда (кн. 10, прех. 9) Р@ в Т по длинВ соизифримы. Сл»довательно 
Р@ квадратить вадъ ЯН, и ввалратъ, коего сторона 1 по длин соизм®- 
рима съ Р@, но было показано, что прямыя СН и Р@ по дливВ несо- 
измвримы съ А, ся довательно ЕН есть эиретй вычеть. 

Предложенще 89. Найти четвертый вычетъ (фиг. 406)? 

Рьшеше. Пусть данная рацюнальная прямая будеть А и другая Ва 
по длин соизмримая съ А. Возьмемъ два числа ДР и ГЕ, коихъ сумма 
ЛЕ ни къ одному изъ нихъ не относится какъ квадратных числа и сд*- 
лаемъ: 

ХЕ: ЕЕ=ОВа:0С@ (1) 


я говорю, что Ва—@0=ВС есть четвертый вычеть. 

Такъ какъ ВС но длинВ соизырима съ А, то В@ рацшональна, 
а потому []В@ есть ращональная площадь. 

Изъ пропорщи (1) (ки. 10, пред, 6) слдуетъ, что ОВ@ соизмримъ 
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съ 006, сл®довательно (ССС есть ращональная площадь & потому 
прямая СС рацональна но (ин. 10, пред. 9) Вин @С по длин 
несоизиримы. Откуда видимъ, что прямыя В@ и @С ращональны 
только въ степени соизмёримы, а потому (кн. 10, пред. 74) прямая ВС 
есть вычеть (Ен. 10, пред. 74). 

Фиг. 406. 


6 Е 10 


1 


Е 


Положинъ теперь 0В@—(106—=0Н, то изъ пропорщи (1) мы бу- 
демъ имЪть (кн. 6, пред. 19): 


ОЕ: РЕ=ОВЕ: СН 


слёдовательно (кн. 10, пред. 9) прамыя В@ и Н по хлинВ иесонзмримы 
Слёдовательно прямая В@ квадратитъь надъ СС на квадратъ, коего сто- 
рона Н по длин% несоизмрима съ В@; но Вб и А соизыримы, сх8хова- 
тельно ВС есть четвертый вычеть. 

Предлюжеще 90. Найти пятый вычеть (фиг. 4072 

Риьшене. Пусть данная ращональная прямая будеть А и другая Е 
мо длин соизмёримая съ А. Возьмемъ два числа ДЕ н КЕ, коихъ сумма 
ни къ Одному изъ НиХЪ ие относится кАЕЪ квадратное число и сд®лаемъ: 


ГЕ: Ер-06в:О@В а) 


я говорю, что В@—@О—В0 есть пятый вычеть. 
Фиг. 407. 


> 


`ьыыь 


Макь кавь прямая СЯ соизы8рима съ 4, слдовательно С@, а потому 
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и ПОС суть рапональныя величины, то изъ пропорция (1) схёдуеть (вн. 10, 
пред. 6), что СС@ соизмримъ съ О@ЗВ, слВдовательно ПСВ а потому и пря- 
изя @В ращональны; но (кн. 10, пред. 9) Сб и СВ по длин несоизм®римы. 
Откуда видимъ, что ОВ и @С суть рапональныя прямыя только въ сте- 
пени соизмримыя, сл8довательно (кн. 10, пред. 74) ВС есть вычеть. 

Положимъ теперь, ПВб—С@С=ОН, то изъ пропорщи (1) (ки. 5, 
пред. 4, слЁд. и пред. 19) мы имфемъ: 


ЕО: РДЕ-ОВа: ОН 


откуда прямыя @В и Н по джин8 несоизм®римы. СхВховательно @В 
квадратить надъ @С на квалратъ, коего сторона Н, по длинВ несоизы®- 
рима съ @В, но было показано, что С@ соизиБрима съ А, сл8довательно 
ВС есть пятый вычеть. 

Предложенще 91. Найти шестой вычеть (фиг. 408)? 

Ръьшете. Пусть данная рапональная прямая будеть А. Возьмемъ 
три числа Е, ВС и СФ, воторыя не относятся между собою какъ квад- 
ратныя чиела н схВлаемъ: 


Е: ВСО=ОА: СЕФ (1) 
и 
ВО: О=ОЕ@: С@Н (2) 
я говорю, что Ра—@Н=РЕН и будетъ шестой вычеть. 
Фиг. 408. 
М——————_к_———_кдд— 
й : 
и в 
т 
5 р 7 Е 


Е С 12 


Изъ пропорщи (1) сх#дуетъ (кн. 10, пред. 6), что ОА и ОР@ со- 
измВримы, схдовательно ОР@, а тавже и Р@ рацюнальны, но Аи Е@ 
(кн. 10, пред. 9) по длин инесоизмЗримы. 

Изъ пропорщи (2) схВдуеть (вн. 10, пред. 6), что ОР@ и ОСН с- 
измримы, сяховательно, какъ Р@ есть ращональная прямая, то О@Н, 
& также и @Н рашональны, но (кн. 10, пред. 9) Р@ и @Н по длин 
несоизмЁримы. Откуда видимъ, что прямыя Р@ в @Н` ращональны только 
въ степени соизм®римы, схВдовательно (ки. 10, пред. 74) ЕН ееть вычет». 
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Изь пропорщй (1) и (2) схВдуетъ (кн. 5, пред. 22): 
Е: СОР=оОА: ОН 


слБдовательно (вн. 10, пред. 9) А и @Н по длинЪ несоизыфримы, но было 
показано, что 4 несоизмрима съ РОС. СОлЁдовательно какъ РО. такъ и 
ЯН по длин несоизмВримы съ А. 
Положимъ тепер, ОР@—ОС@Н=0Х, то изъ препорщи (2) найдемъ 
(вн. 5, пред. 19): 
ОВ: ВГ=ОЕС: ОТ 


слёдоватехьно (вн. 10, пред. 9) прямыя Р@ и Г по дхин® несонзифримы. 
Сяфдовательно Р@ квадратит% надъ СН на квадратъ, коего сторона 1 ио 
хлинЪ несоизмрина съ Е@, во быхо показано, что Р@ и @Н по дли 
несоизм®римы съ А, слдовательно ЕН есть зиестой вычеть. 
Замьчане. Легко можно показать, что предъидупие вычеты могуть 
быть найдены гораздо проще (фиг. 409). 
Фиг. 409. 


О В 
ЕО 


Положихъ что требуется найти зеремй вычеть, для этого возьмемъ 
(вн. 10, пред. 49) первую биномольную АС, коей болышй членъ есть АВ 
и сдВлаемь ВО-—=ВО, то АЛ и будетъ первый вычеть. Въ самомъ Ал, 
АВи ВОС, т.е. АВи ВО суть рапональныя прямыя только въ степени 
соизмримыя, и АС квадратитъь надъ ВС, а слвдовательно и надъ ВО, 
на квадратъ, коего сторона по хлинз инесоизирима съ АС, но АВ ш 
длин несоизмрима съ данною рацюнальною прямою, схЗдовательно АД 
есть первый вычеть. 

Точно также можно найти остальные пять зычетовь, если каждый 
разъ взять биномальную того же порядка, т. е. вторую, третью и т. д. 
какого порядка желаемъ найти вычетъ. 

Предложене 98. Прямоугольникъ, заключающийся между раплональ- 
ною прямою АС и первымъ вычетом АД, ввадратить первый вычет 
(фиг. 410). 

Доказаит. Прибавикъ къ первому вычету АД) прямую ОС, то Аб и 
@Г будуть (кн. 10, пред. 47) рашональны только въ стелени соизм%ри- 
мыя прямыя. Ц®лая прямая АС’ по длинВ соизифрима съ АС и АС ввак 
ратитъ надъ О@ на квадрать, коего сторона по длин® соизызрима съ 
АС. Раздфлимъ прямую ОС въ точк8 Е пополамъ и на А@ построимъ 


431 


прамоугольникь АРС равный ОСЕС или равный + ОХ@ и кром% того, 
чтобы его дополнеше быль квадратъ, то (вн. 10, пред. 18) Аи Е@ бу- 
дуть прямыя по длинЪ соизыёримыя. Чрезь точки Е, Еи @ проведемъ 
прямыя ЕН, ЕТ, СК параллельныя прямой АС. Одвлаемъ (кн. 2, пред. 14) 
квадрать 2ГМИ=АТи №=ЕЖК, оба будутъ на одной дагонахи РЕ (вн. 6, 
прех. 26) н дополнимъ фигуру. . 


Фиг. 410. 


А ре гс ил Ж_Р 


с в нтк у: ти 


Телерь надобно доказать, что въ фигур СРМЕ прямая ГМ квад- 
ратитъ площадь АВ и есть вычеть. 


1. Такь какъ АР. ЕС—0ЕС, то (кн. 6, пред. 17): 


АР: ЕС =ЕС: ЕС 
но (вн. 6, пред. 1): 


АР: ЕСЫАТ: ЕК и ЕС: ГС=ЕК: ЕК 
слздовательно: 
АТ: ЕК=ЕК: РК. 


Откуда видимъ, что ЕК есть средне-пропорщональная площадь между 
АТи РК, т. е. между СМ и №, которая (кн. 10, пред. 54, схЪд.) есть 
ММ, слдовательн7о М№-=ЕК. Но мы имземъ (ки. 1, пред. 37) ЕК=ОН и 
(кн. 1, пред. 43) М№-=Г.©. Отвуда видимъ, что ДК—тномону СОТМРГ-+- №. 
Но АК—ГМ--М№0, слвловательно АВ=бЕ=ОГ М. Олвдовательно ЁМ 
квадратитъь площадь АВ. 

2. По предъидущему прямыя АР и Е@ по длин соизифримы, сл- 
довательно (кн. 10, пред. 16) АС, а также (ви. 10, пред. 12) и соизм$- 
римая съ нею АС по длин соизирима съ АРГи Р@. Но АС есть ра- 
цональная прямая, ся довательно н прямыя АЁРи Р@, а также (ки. 10, 
пред. 20) АГи ЕК ращональны. Но мы имфемъ АР=ЁМ и ЕК—№, 
са довательно СМ и №, за потому СР и РМ ращональны. 

Такь кавъ прамыя ДЕн ЕС по длин соизмримы, то О@а сь ОЕ 
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и СЕ по длинВ соизмВримы, но ДС есть ращональная прямая иесоизм®- 
риман но длинё съ АС, поэтому ДЕи ЕС рашональны по длин несо- 
измзримыя съ АС, схВдовательно (кн. 10, пред. 22) ДН и ЕК суть сред- 
ше прямоугольники. Но ДН=ЕК=ММН={Г, елВдовательно площадь ЁО 
есть также средняя. Было показано, что №0 есть рашональная площадь, 
стЬдовательно 29 и № несоизм®римы. Но мы имземъ (ки. 6, пред. 1). 


То: №Ю—=ГР: РМ 


слздовательно (кн. 10, пред, 10) Г.Р и РМ по длин несоизм8римы. Сл$- 
ховательно ГР и РМ ращональныя только иъ степени соизм#римыя пря- 
мыя, откуда видимъ (кн. 10, пред, 74), что прямая С.М, ввадратящая пхо- 
щадь АВ, есть вычеть, 

Предложенще 93. Первый вычетъ квадратитъ прамоугольникь АВ, 
заключенный между рапональною прямою АС и вторымъ вычетомь АД 
(фиг. 411). 

Доказат. Прибавимъ ко второму вычету АГ прямую Об, то пря- 
мыя АС и СХ будуть рацюнальны только въ степени соизмримы, при- 
бавленная ОС соизмврима по длин съ АС и АС ввахратить надь О@ 
на квалрать, коего сторона по длин соизы®рима съ А@. РаздВлимъ пря- 
мую Д@ въ точ Е попохамъ в сдёлаемъ тоже построеше, что и въ 
предъидущемъ предложенш, то найдемъ, какъ и тамъ, что прямая Г.М въ 
фигур ГВМР ввадратить площадь АВ. Остается только показать, что 
ГМ есть первый средний вычеть. 


Фиг. 411. 
д в кхе 


с в нтк в т м 


Такь вакъ (кн. 10, пред. 18) прямыя АЁи РО по длин соизм- 
римы, то АС соизмЁрима по длин съ АРи Р@, но АС есть ращональ- 
вая прямая и соизм$рина по длин8 съ АС, слЪдовательн0 АЕРи РО ра- 
ональны н по длин соизм#римы съ АС, откуда (кн. 10, пред. 22) АГи 
ЕК суть средмя площади. Но мы имземь АЕГМ и ЕЕ—=№, слЪдо- 
вательно 2М и № суть также средмя площади и соизмЗримыя, слёдо- 
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ваТельно прямыя ГР и РМ суть среднёя только въ степени соизмримыя. 

Такъ какъ ОЕ по длинЪ соизмфрима съ Е@, то О@ по длин со- 
изу6рима съ ДЕ и ЕС, но О@ по длин соизм$рима съ АС, слВдова- 
тельно ДЕ и ЕС ращональны и по длин® соизм®римы съ АС, откуда 
тавке ОН и ЕК рацональны, но ЕК=ММ=Г0, слвдовательно и пло- 
щаль © рашональна. Но мы показали, что ]РА=МО есть площадь 
средняя, схВдовательно 2© несоизмрима съ №. Но: 


Г0: №=Р: РМ 


ся»довательно ЁР и РМ суть средшя прямыя только въ степени соизм- 
римыя, но такъ какъ площадь С© рашональна, то рашональна и пло- 
щадь СР.РМ. 

Откуда видимъ, что прямая СМ, квадратящая площадь АВ (вн. 10, 
пред. 75) есть первый средний вычеть. 

Предложене 94. Второй средьйй вычетъ, квадратитъь площадь АВ 
прямоугольника, заключеннаго между рацюнальною прямою АС и третьимъ 
вычетомь АД (фиг. 412). 

Доказат. Прибавимъ къ АД прямую ОС, то Аб и @Т будуть ра- 
цонахльны, только въ степени соизмфримыя прямыя и какъ АС, такъ и 
СТ будутъ по длинВ несоизм®римы съ данною рацюнальною прямою и 
кромв этого А квадратить надъь СО, на квадратъ, коего сторона по 
длин сомзм®рима съ Аб. РаздЁлимъ прямую ОС въ точкЁ Е пополамъ 
и схьлаемъ тоже построеше какъ и выше, то точно также вакъ и тамъ 
можеть быть доказано, что СМ въ фигурё РЕМР квадратить площадь 
АВ. Останется только показать, что Г.М есть второй средний вычеть. 


Фиг. 413. 


а, 


И 


Тавкъ кавъ (вн. 10, пред. 18) прямыя АК и Р@ по длинЪ соизы%- 
римы, а также и прямыя АГи РК. Но, какъ АЕОЕР и ЕК=0 МР, 
то пхощади []ЁРи СМР соизмфримы. Такъ какъ АР по длин соизмЪ- 
рама съ ЕР, то А@ по длин соизмВрима съ АР и РС; но прямая АЗ 
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рапюнальна и несоизырима по длин съ АС, сл$довательно Аи Е@ 
рацюнальны и по длин несоизмзримы съ АС. Откуда видвмъ (ки. 10, 
пред. 22), что АГи ЕК суть среднёя площади. Но мы имвемъ АРС ЕР, 
ЕК—=0О МР, слЪловательно []ЁР и [МР суть площадиа средвая, а потому 
ГР и МР суть средняя прямыя. 

Такъ кавъ ОЕ по длинЪ соизы®рима съ Е, а также ДС по длин% 
соизифрима съ ДЕ и ЕС, а ОС рацональна и по длин® несоизмрим» 
съ АС, сх8довательно ДЕ и ЕС ращовальны и по клин иесоизм8римы 
съ АС, откуда видимЪъ, что площади ОН и ЕК суть средщя. 

Прямая А@ по длинв несоизм$рима съ @О, а А@ по длин соиз- 
м$фрима съ АГи СД съ СЕ, то (кн. 10, пред. 13) АЕ по длинВ иесо- 
изыфрима съ @Е. Но мы имемъ: 

АГ: СЕ-=АГ: ЕК 
слЪдовательно АГ и ЕК несоизм$римы. Мы имЪемъ также: ЕК=—ММ№М— 
=ГР.РМ, слВховательно []ЁР несоизм®римъ съ ЁР.РМ, и слфдовательно 
ТР и РМ по длин несоизмВримы. Откуда видимь что ГР и РМ№ суть 
средная только въ степени соизмЁримыя прямыя, и какъ ЕК есть средняя 
площадь, т. е. ГР.РМ есть также средняя, слфховательно ЁМ№, квадратя- 
щая площадь АВ (кн. 10, пред. 76) есть второй средний вычеть. 

Предложенче 95. Меньшая иррашональная квадратитъ площадь пря- 
моугольника АВ, заключеннаго между рацщональною прямою АС и четвер- 
тымь вычетомь (фиг. 413). 

Доказат. Прибавимъ къ АЛ прямую ОС, то А и @ШХ будуть ряа- 
цюнальныя только въ степени соизмВримыя прямыя, а также АС по длинЁ 
соизмфрима съ АС и АС квадратитъ надъ Об, на квахратъ, коего сто- 
рона по длин соизмёрима съ А@. По раздЪлени прамой ОС въ точЕЪ 
Е пополамъ и посяЁ выше сдЪланнаго построешя, легко доказать, какъ 
и выше, что БМ, въ фигурё СВМР, квадратить площадь АВ, & остается 
только показать, что С.М есть меньшая иррашюональная. 


Фиг. 413. 
А. 2х тб ул М_Ъ 
5 а 
с В НТК Е тои 


Такъ какъ здесь (кн. 10. пред. 19) АР и ЕС по длин несоизвм%- 
римы, & мы имфемъ (кн. 6, пред. 1): 
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АХ: Е@—=АТ: ЕК 


то (кн. 10, пред. 10) площади АГи ЕК также песоизм%римы. Такъ какъ 
41—=ЕМ—=СГР и ЕК-—=М№—=0О МР, ъ [1ГРи МР также несоивм*- 
римы. Откуда видимъ, что прямыя Ри М№Р несоизмЪримы въ степени. 

Такъ вакъ прямая АС’ рацюональна и соизм%рима по длин съ АС, 
то (кн. 10, пред. 20) АК есть ращональиая площадь; но: 


АЕ—=ПРР-НСОМР 


сл ховательно и площадь Г] ЁР--СМР рацюнальна. 


Такъ какъ Ю@ и АС по клин% несоизмЗримы и об рашональны, то 
(кн. 10, пред. 22) ОК есть средняя площадь, но ОК==2(СР.РМ), слв- 
довательно и площадь ЁР.РМ есть также средняя. 

Изъ этого видимъ, что прямая СМ, квадратящая площадь А В (Ен. 10, 
пред. 77) есть меньшая иррашональная. 

Предложенме 96. Прямая, которая съ рашональною площадью даеть 
цълую среднюю площадь, квадратитъ площадь прямоугольника АВ, завлю- 
ченнаго между рацюнальною прямою АС’и яятымь вычетомь АЛ (фиг. 414). 

„Доказат. Прибавимъ къ АД прямую О@, то Аб и @О будуть ра- 
щональныя прямыя только въ степени соизмфримыя, а также СЛ) по длин 
соизмЗрима съ АС и АС квадратитъ наль @Ш на квадрать, коего сто- 
рона по длин несоизмрима съ Аб. 

Посл построеня сдЪланнаго выше, можно показать, какъ и тамъ, 
что М въ фигур СЕМР квадратитъь площадь АВ, а остается только 
показать что прямая ГМ есть та, которая съ рашональною площадью 
даеть ицълмую среднюю площадь. 

Фиг, 414. 


„А. р Е тс РА р..м р 


[$ в нтк ® т ми 
Такъ какъ здесь (кн. 10, пред. 19) АР и Р@ по длинЪз несоизм?- 
римы, а мы имЗемъ (кн. 6, пред. 1): 
АЕ: ЕС=АТ: ЕК 
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то (кн. 10, пред. 10) площади 47 и ЕК несоизмримы. Откуда, такъ какъ 
41-=0ОГР и ЕК=О МР, то площади []ЁР и МР также несоизм#римы. 
Сля$довательно прямыя СР и М№Р въ степени несоизыримы. 

Такъ какъ АС по длин несоизмфрима съ СО, а СШ соизмВрима 
съ АС, то (вн. 10, пред. 13) АС по длинз несоиви$рима съ АС. Но пря- 
мыя АС и АС ращональныя, сл#довательно (вн. 10, пред, 22) АК есть 
средняя площадь, но АК=[Г]ЕР--МР, слЬдовательно эта посхёдняя 
площадь есть средняя. 

Такъ какъ прямая @Ш рацюнальна и по длинЪ соизм$рима съ АС, 
то (кн. 10, пред. 20) ОК есть ращовальная площадь, но ОК—=2(ЁР.РМ), 
слвдовательно площадь 2(ЁР.РМ) есть рацюнальная. 

Изъ этого видимъ, что ГМ, квадратящая площадь АВ (вн. 10, 
пред. 78) есть та, которая съ рашональною площадью даеть цълую сред- 
нюю площадь. 

Предложене 97. Прямая, которая сь среднею площадью  даеть 
цълую среднюю площадь квадратитъ площадь прямоугольника АВ, завлю- 
ченнато между рапональною прямою АС и шестымь вычетомь А, 
(фиг. 415). 

Доказат. Прибавимъ къ АД прямую ОС, то АВ и @Ш будуть ра- 
цюнальныя прямыя соизиримыя только въ степени и какъ АС, такъ и @О 
по длин несоизмЪримы съ АС; АС квадратитъ надъ СШ на квадратъ, 
коего сторона по дхинЪ несоизыфрима съ АС. Сдёлавъ тоже построеше, 
что и выше легко показать, что ЁМ въ фигур СЕМР квалратитъ пю- 
щадь АВ, остается повазать, что СМ есть прямая, которая съ среднею 
площадью даеть цълую среднюю площадь. 


Фиг. 415. 
А. р Е с гл Ж_Р 


ИР 


Такъ какъ здЪеь (кн. 10, пред. 19) АГ и РС по длин» несоизы%- 
римы, а мы имЗемъ (кн. 6, пред. 1): 
АР: ЕС=АГ: ЕК 


то (ки. 10, пред. 10) и площади АГи ЕК также несоизмримы. Но мы 
имфемъ: 
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ГМ=ПОТО=АТ и 9М№=ПОМРЕЕК 


слдовалельно и [СР и [МР также несоязиВримы, откуда слЗдуетъ, что 
прямыя ГР и №Р несоиви$ри'ы въ степени. 

Тавъ какъ АС и АС суть ращональныя прямыя только въ степени 
соязмВримыя, то (кн. 10, пред. 22) АК-=ОЁСРНОМР есть средняя пхо- 
щадь. 

Такъ какъ АО и ДА рашональны, а АС по длин несоизм®рима съ 
ОС, то площадь ОК==5(ЁР.РМ) есть средняя. 

Даяе АС и ОФ по длин несоизыВримы, а мы имВемъ: 


Аа: Ос=Ак: ОК 


то и плошади АК и ДК, т. е. ОЕСР-СИР и 2(ГР.РМ) также несо- 
изчфримы. 

Изъ этого видимъ, что ЁМ, квахратящая площадь АВ (кн. 10, 
пред. 79) есть прямая, хоторая сь среднею площадью даеть цтлую сред- 
нюю площадь. 

Предложешще 98. Прямоугольникъ СЕ, построенный на ращональной 
прачой СШ, коего площадь разна площади квадрата построеннаго на 
вычеть АВ, иметь высотою первый вычеть СР (фиг. 416). 

Доказат. Прибавимъ въ вычету АВ прямую ВС, то (вн. 10, пред. 74) 
прямыя АС и СВ бухутъ ращональны и соизм®римы только въ степени. 
На СР построимъ прямоугольники СН={0ОА@ в 1К=О@В, то СК= 
=ОАб-НОСВ ав какъ СЕ=О АВ, то (кн. 2, пред. 7) ЕК=2(АС.СВ). 

РаздВлимь прямую ЕЁ въ точкВ М пополамъ и чрезъ точку М про- 
ведемъ прямую ММ|| СО, то (вн. 1, пред. 36) ЕМ№=МК=АС.СВ. Те- 
перь надобио доказать: 


Фиг. 416. 

с г м тд 
р г. инк 
= _———_———_—_—_Ц_—_—_—_ 

А в с 


1. Что СЕ веть вычетъ. 
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Такъ кавъ площадь []А@--ОСВ рацюнальна и равна СК, то СК, 
т. е. ОС.СГ, есть также площадь ращональная, слёдовательно, какъ пра- 
мая СШ ращонахльна, то (ки. 10, пред. 21) СЁ также ратональна и по 
длин соизиЗрима съ СП. 

Такъ какъ (кн. 10, пред. 22) 2(А@.СВ) есть средняя площадь и 
равна ЕЖ; то ЕК, т. е. ОО.ЕГ есть также площадь средняя. СлЬдова- 
тельно, какъ СТ) есть рацюнальная прямая, то (кн. 10, пред. 23) ЕЁ 
есть ращюнальная прямая по длинЪ несоизивримая съ СО. 

Такъ какъ площадь СК рацюнальна, и ЕК средняя, то СК нес- 
измрима съ ЕК, но мы имемъ (кн. 6, пред. 1): 


ОК: ЕК=ОГ: ГЕ 


схВдовательно (кн. 10, пред. 10) СГ и СР по длинВ несоизм8римы. От- 
куда видимъ, что СЁ и Г.Е суть рапюнальныя прямыя только въ степени 
соизизрииыя, схёдовательно (кн. 10, пред. 74) СР есть вычеть. 

2. Что СР есть первый вычеть. 

Такъ какъ (кн. 10, пред. 54, слВл. 3) площаль А@. ЕВ есть средне- 
пропоршональныя между []4@ и П@В, то МК есть средне-пропорцо- 
нальная площадь между ОН и ТК, т. е.: 


СН: МК—=МК:1К. 


Но мы имЗемъ: 


ОН: МЕ=ОТ: МГ н МЕ: К =МГ: П, 


сл8Вдовательно: 
ОТ: МЕ=мМГ: Ш 


откуда (кн. 6, пред. 17) СТИ--ОМТ="О ЕЕ. Но площади С]А@ и 
ПСВ соивм®римы, т, е. соизмЗримы СН и ТК; но: 


СН: 1К-= ОТ: П, 


слёховательно (кн. 10, пред. 10) ОГи ТЁ соизифримы. Откуда (кн. 10, 
пред. 18) видиитъ, что СЁ квадратить надъ СЕ на ввахрать, коего сторона 
по длинв соизыёрима съ СГ, а было показано, что СЁ и СШ соизифримы, 
слвдовательно СР есть первый вычет. 

Предложене 99. Прямоугольникъь СЕ, построенный на ращональной 
прямой СО, коего площадь равна площади квадрата, мостроеннаго н8 
среднемь вычеть АВ, имЖеть высотою второй вычеть СЁ (фиг. 417). 
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Доказат. Прибавимъь въ первому среднему вычету АВ прямую ВС, 
то прямыя (Ен. 10, пред. 75) А@ и ЯВ будуть средмя только въ ете- 
пени соизм$римыя; но А@.@В булетъ рапональная площадь. 

СдВлавъ построеве подобное предъидущему остается доказать: 

1. Что СЁ есть вычеть. 


Фиг. 417. 
с м тг ” 
Р Е Инк 
——_Щ————————ы—2— 
А в с 


Такъ какъ []Аб-+-Г@В=СК=—=ЛС.СГ, есть площадь средняя, но 
СТ ращонахьна, то (кн. 10, пред. 23) СГ есть прямая таеже ращональная 
и по длин иесоизмВримая съ СГ. Такъ вакъ 2(А@.ВВ)=ЕК=ОШС.ЕГ 
есть рацональная площадь, то (кн. 10, пред. 21) прямая ЕГ, ращональна 
и по длинф соизмфрима съ ОС. Текъ вакъ СК есть средняя площадь, а 
ЕК ратональная, то СК и ЕК несоизмримы, но мы имЗемъ (ви. 6, 
пред. 1): 

СК: ЕК—=СГ: ГЕ 


слфдовательно СЁ и Г.Р по длин несоизмфримы (вн. 10, пред. 10). От- 
куда видимъ, что прямыя СЁ и СР рацюнальны только въ степени сонз- 
мёримы, схВдовательно (кн. 10, пред. 74) СР есть вычеть. 

2. Что СЁ есть второй вычетъ. 

ЗдЪеь опять мы имфемъ (1. П-—=0ОМЕ=ЗЖОЕГ и ПА съ С@В 
соизыримы, т. е. СН и ГК, а также СТ и П, соизмВрины, схдовательно 
(вн. 10, пред. 18) пряиая ГО квадратить надъ ЕГ, на квадратъ, коего сто- 
рона по длинВ соизмфрима съ СО, а было показано, что ЕЁ и СШ шо 
длинВ соизмримы, ся довательно СЁ’ есть второй вычеть. 

Предложене 100. Прямоугольникъ СЕ, построенный на рапюнальной 
прямой СШ, коего площадь равна площади ввадрата построеннаго на 6то- 
фомь среднемь вычеть АВ, имЪетъ высотою третй вычетъ СЕ (фиг. 418), 

Доказат. Прибавихъ къ АВ прямую ВС, то (кн. 10, пред. 76) 4@ 
и @В будуть средыя прямыя тохько въ степени соизмримыя, и А@.@В 
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будетъ средняя площадь. ПеслВ иввзетнаго выше построешя остается до- 
казать: 


Фиг. 418. 

с РМ М ТГ 
д 9’ нк 
_—._.„А. 

„А. 3 Г ^а 


1. Что СР есть вычеть. 

Такъ какъ ]А@-+-П@В=ОК=0ОС.СГ есть средняя площадь, то 
(кн, 10, пред. 23) СГ, есть рапональная прямая по длинё несоизмримая 
съ ОО. Тавкъ какъ 2(А@.СВ)=ЕК-=ОО.ЕГ есть средняя площадь, то 
(кн. 10, пред. 23) прямая ЕГ рапональна и несоизы&рима по длинВ съ 
ТС. Но Аб и ВВ соизм®римы только въ степени, слВдовательно онё по 
длинВ несоизм$римы. Такъ какъ мы ныфемъ: 


АС: СВ=ОСАВ: Аб. В 


то [Аб и А@.СВ несоизыримы. Площадь А@' соизмЪрима съ [АСВ 
(кн. 10, пред. 16) а также соиви$римы площади 4@.4Ви 2(АС.@В), сж- 
ховательно (кн. 10, пред. 14 и13) ]АВб-НО@В иесоизмВрима съ (А@.@В), 
т. е. СК и ЕК несоивы®римы, а ЕАБЪ: 


СК: ЕК—=ОГ: РБ 


то и прямыя СЁ и РЕГ по длинЪ несоизмримы. Откуда видимъ, что пря- 
мыя СГ, и РЕГ, ращональны и соизмФримы только въ степени, слЪдова- 
тельно (ки. 10, пред. 74) СЁ есть вычеть, 

2. Что СЕ есть третий вычетъ. 

Такъ кавъ здфеь 0Г.11=4-ЕТ, а [АЯ и О@В соизм®римы, т. ©. 
СН съ ТК, а также СТ съ ТТ, то прямая СГ, (ви. 10, пред. 18) квадра- 
тать надъ РГ на квадратъ, коего стороиа по длин соизыфрима съ СГ, 
а было показано, что СЁ и ЁЕ несоизмВримы по длинз съ СО, слВдова- 
тельно ОР есть трепий вичеть. 
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Предлоэжензе 101. Прямоугольникъ СЁ, построенный на ращональной 
прямой СО, коего площадь равна площади квадрата, построеннаго ва меж- 
шей иррелиональной АЗ, иметь высотою четвертый вычеть СЕ (фиг. 419). 

Доказат. Прибевимъ къ АВ прямую ВС, то (кн. 10, пред. 77) А@ 
и @В будуть прямыя несоизмЗримыя въ степени, и площадь [46-0 @3В 
будеть ращональная, & 2(АС.@В) будеть средняя. Сдлавъ построеше 
тоже что и выше, надобно доказать: 


Фиг. 419. 

с р и Ти 
и, Е и нх 
[ЕЕ Бен | 
А. и: < 


1. Что СЕ’ есть вычетл. 


Такъ вакъ ]А@--СО@В=(СК-=ОО.СГ, есть площадь ращональная, 
то (ки. 10, пред. 21) ОЁ ращональна и съ СШ по длинВ соизыёрима. Такъ 
какъ площадь 2(АС.@В)—=ЕК-=ЛОС.ЕГ, есть средняя, то (ки. 10, пред. 23) 
ЕГ есть ращональная прямая по длинВ иесоизмЗримая съ СШ. Такъ какъ 
04@а-—0@В есть рацюональная площадь, а 2(Аб-СВ) средняя, то 
0АС--ОСВ и (АС. В) весоизмВримы, т. е. площадь СЖ несонзм%- 
рима съ РК; но: 

СК: ЕЕ-=ОГ: ЕТ, 


ся довательно (кн. 10, пред. 10) прямыя СЁ и ЕГ по длин несоизм»- 
римы. СхВдовательно прямыя СГ, и ЕГ суть ращональныя только въ сте- 
пени соизыфримыя, а поэтому (кн. 10, пред. 74) ОР есть вычеть. 


2. Что СР есть четвертый вичеть. 
Такъ какъ здЪсь мы снова имЗемъ: 


ОТП-= ОЕ 
а (Аб и ОВВ несоивиЁримы, т. е. иесоивыримы площади СН и ГК; но: 


ОН: 1Е=СТ: П, 
| 96 
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сл довательно несоизм®римы и прямыя СГ и Ш. Откуда видимъ (ки. 10, 
пред. 19), что СГ квадратить надъь РЕГ, на квадрать, коего сторона ио 
дхинЪ несоизмёрима съ СГ, но было показано, что ОЁ и СШ по длин 
соизм®римы, слёдовательно С’ есть четвертый вычеть. 

Предложемне 102. Прямоугольникь ОЕ, построенный н® ращональной 
прямой СП, коего площадь, равна квадрату построенному на составляющей 
съ рашональнымь прямоу:ольникомь цтълую среднюю площадь АВ, имЪетъ 
высотою СЁ пятый вычеть (фиг. 420). 

Доказат. Прибавимъ въ АВ прямую ВС, то (ки. 10, пред. 78) 4С 
и СВ будуть прямыя несоизы$римыя въ степени, площадь [146] @.В 
будетъ средняя, а 2(АЧ.СВ) рашональная. СдЗлавъь тоже построеше что 
и выше, надобно доказать: 


Фиг. 420. 
с Е И ТГ 
1 
р Е их нк 
——_——_—_—__—_—_—_— 
А. в © 


1. Что СР есть вычетьо. 

° Такъ какъ [А4-НО@В=СК-=ОС.СГ есть средняя площаль, то (кн. 10. 
пред. 23) СЁ есть прямая ращональная, несоизмфримая съ ОС. Такъ какъ 
2(^4.ЧВ)=ЕК=ШС.ЕГ, есть ращональная площадь, то (ки. 10, пред. 21) 
ЕТ, есть рацональная прямая соизмримая съ СФ. Но площадь СК средняя, 
а ЕК ращональная, слфдовательно СК и ЕК несоивыВримы, & схВхова- 
тельно несоизм$римы и прямыя СЁ и ЕГ. Изъ этого видимъ, что пря- 
мыя СГ и ЕЁ ращональны только въ степени соизмримы, схВдовательно 
(кн. 10, пред. 74) СР есть вычеть. 

2. Что СЁ есть лятый вычеть. 
ЗАЗеь мы ииЗемъ снова: 


ОТП-=+ 0 ЕЕ 
и ПА@ сь ОСВ, т. е. СОН съ 1К несоизмВримы, сх®довательно иесовз- 


мЪримы и прямыя СГ и ТГ, откуда видимъ (кн. 10, пред. 19), что СЁ 
квадратитъ надъ РГ на квадрать, коего сторона по длинё несоизмрииа 
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съ СГ, а было показано, что прямыя РГ, и ОЛ) соизырины, слховетельно 
СР есть пятый вычет». 

Предложенще 103. Прнмоугольникъ ОЕ, построенный на ращональной 
прямой СХ, разный квадрату построенному на АВ, хоей квадрать съ среднимь 
прямоуюльникомь даеть цтълую среднюю площадь, иметь высотою зиестой 
вычеть СЁ (фиг. 421). 

Доказат. Прибавимъ къ АВ прямую СВ, то (кн. 10, пред. 719) Аб 
и СВ будуть несоизмримы въ степени: и кавъ [1 АС--О@В тавъ и 
2(АС.СВ) суть средая несоизиВримыя площади. СхЪлавь тоже построе- 
не что и выше, надобно доказать: 


Фиг. 421. 

с г №. У 
р Е хи нк 
Ъ———«—А—ы—-—Щ—— 

А. в < 


1. Что СЕ есть вычет», 

Такъ какъ [149--@В-=©СК—РССГ, есть площадь средняя, то 
(кн. 10, пред. 23) прямая СЁ ращюональна и по длин несоизы®рима съ СП. 
Такъ какъ 2(АС.@В)=ЕК=ОС.СГ есть средная площадь, то (кн. 10, 
пред. 23) ЕТ, есть рапональная прямая по длин несоизмримая еъ ДС. 
Дал№е, такъ какъ площади []А@--О@В и 2(АСВ.@В) несоизм*рины, 
т. е. несоизмВримы площади СК и ЕК, то несоизмримы прямыя СГ и 
ЕТ. Сл»довательно прямыя СГ, и ЕГ суть рацональныя только въ сте- 
пени соизмримыя, а поэтому (кн. 10, пред. 74) СР есть вычеть. 

2. Что СЁ есть шестой вычеть. 

Зд№еь мы имжемъ снова: 


СТ.Л -=-СО ЕЕ 


& О4@ вн ОВ, т.е. СН и СК несоизм#римы, а потому и прямыя С] 
и ГП, тавже несоизиВримы, слЁдовательно (кн. 10, пред. 19) ОГ квадра- 
тать надъ ЕГ, на ввадратъ, коего сторона по длин® несоизм#рима съ СХ, 
а было показано, что ни ОГ, ни ЕЁ съ СО по а не сонзжФримы; 
слВдовательно СЁ’ есть зщестой вычеть. 
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Предложеще 104. Каждая прямая СП по длин соизмфрамая съ вы- 
четомъ АВ будеть сама вичетомъ того же порядка (фиг. 429). 

Доказат. 1. Прибавимь къ АВ прямую ВЕ, то (кн. 10, пред. 74) 
АЕи ЕВ будуть ращюнальны только въ степени соизм®римы. ОдЗлаемъ: 


АВ:ОР=ВЕ: ОЕ 
то (кн. 6, пред. 192): 
АЕ: СЕ=АВ: ОЛ. 
Фиг. 429. 


АВ 
В 


Такъ какъ (кн, 5, пред. 19): 
АЕ: СЕ=ВЕ: ОЕ 


АЕ: ВЕ=СЕ: ОЕ 


то прямыя ОР и РЕ будутъ рашональны только въ степени соизмримыя, 
ся ховательно (кн. 10, пред. 74) СГ) есть вычеть. 

2. Прямая АВ иожетъ быть или первымь, или вторымь, или третьимь 
вычетомь, т.е. въ пропорщи: 


АЕ: ЕВ=СЕ: ЕО 


АЕ квадратить надъ ЕВ ва квадратъ, коего сторова по длииз соизи»- 
рима съ АЁ, и АЕ или ЕВ, или ни одна изъ нихь по длинв не соизм%- 
римы съ данною ратональною прямою; слФдовательно (кн. 10, пред. 15) 
СР квадратить надъ ЕП) на квадрать, коего сторона по длиыЪ соизм}- 
рима съ ОЕ, и ОЕ, или РО, или ни одна изъ нихъ по длинв ве соизм%- 
рима съ данною ратональною прямою; сл довательно СД и АВ суть вм8 
етё или первый, или второй, или третй вичеть. Точно также можеть 
быть показано, что СЛ) выфетВ съ АВ бухеть или, четвертый, или пя, 
или шестой вычеть. СхВдовательно вычеты АВ и СО всегда одвого 
порядка. 

Предложение 105. Каждая прямая ОГ по длин® соизмЗримая съ 
средмимь вычетомь АВ будетъ сама средны вычеть и при томъ того-же 
порядка (фиг. 423). 

Доказат, 1. Прибавимъ въ АВ прямую ЕВ, то (ки. 10, пред, 75 и 16) 
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АЕи ЕВ будутъ средшя прямыя только въ степени соизмВримыя. Сдф- 
лаемъ снова: 


АВ:ОП=ВЕ: ОЕ 
АЕ: ЕВ=ОЕ: Е) 


слВховательно СЁ’ и ЕД будуть средая прнмыя только въ степени со- 
изм римыя, & потому прямая СЛ будетъ средний вычеть. 


Фиг. 493. 
В 
М———щ—— 


р 
в 


Изъ второй пропорши сл®дуеть (кн. 6, пред. 1 икн. 5, пред. 11): 


ОЛЕ: АЕ ЕВ=[ СЁ: СЕ.РО 


отвуда: 
ПАЕ: ОСЕ-АВЕВ: СЕЕО 


Но по условю АВ и СО соизиФримы и: 
АВ: СО=АЕ: СЕР 


схВдовательно АЕ и СР также соизмЁримы, & слВховательно соизмримы 
квадраты ]АЕи [ОСЕ. Откуда сл»дуетъ, что соизм8римы и площади 
АЕ.ЕВ и СЕ.ЕГ. Если теперь АВ есть яервый, или второй среднёй вы- 
четь, то (вн. 10, пред. 75 н 76) АЕЕВ будеть рацюнальная, или средняя 
площадь, слёдовательно и площадь СЁ.ЕО) будетъь или рашональная, изи 
средняя, & поэтому прямая СП выстВ съ АВ будеть или первый, или 
второй вычеть. 

Предложен 106. Каждая прямая СЛ по хлинф соизмримая съ ма- 
лою чрращонамною пряною АВ будеть сама малая иррашоналная 
(фиг. 424). 

Доказат. Пусть все будеть какъ выше, то АЕ и ЕВ, & также и 
СР ы ЕО будуть въ степени несоизыримы. 


Такь какъ мы имфемъ: 


АЕ: ЕВС: ЕР 
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то (кн. 6, пред. 22): 
САЕ: СЕВ=ООЕ: ЦЕ) 


откуда (Ен. 5, пред. 18): 
САЕНОЕВ: СЕВ=СОЕ+-СЕО: СЕР 


САЕ+НСЕВ: ОСЕ-ОСЕО=0ЕВ: СЕР 


Но мы имЖемъ: 
АВ: С(О=ЕВ: ЕО 


Фиг. 424. 


У ии? г 


Ру) 
г —^ 


[4 
и какъ АВ н СШ соизмВримы, то ЕВ и ЕП также соизмримы, а схВдо- 
вательно соизмВримы и площади [ЕВ съ []ЕО. А потому соизм®римы и 
площади []АЕНОЕВ и 1СЕ--СЕР, сл3Здовательно, такъ какъ (кн. 10, 
пред. 17) ПАЕ+СЕВ есть ращональная площадь то и площадь 
ОСЕ+СЕР также рацонвльня. 

Тавъ Бакъ: й 
ОЛЯ: АЕЕВ—ОО СЕ: СЕ.РО 


САЕ: ОСЕЗАЕ ЕВ: СЕРР 
Но: 
АЕ: СЕАВ: СО 


АВ и СГ сопзыВримы, слФдовательно соизмёримы и АЕ и СЁ, ® 
также соизмЗримы и площади АЕ и (СОСЕ. СлФдховательно соизмВримы 
площади АЕ.ЕВ и ЕР. Е, но такъ какъ площадь АЕ.ЕВ (ки. 10, пред. 71) 
есть средняя, то (кн. 10, пред. 24) и площадь СЁ.ЕТ) есть также сред 
няя. СлЬдовательно (кн. 10, пред. 77) СШ есть малая иррашональная. 

Друюе доказат. Жаждан прамая В, по клин соизмВримая съ маму 
иррамональною А, есть сама малая ирралйональная (фиг. 435). 

Пусть СЛ будетъ рашональная прямая, из которой построимъ пря 
моугоугольпикь СЁ=ОО.СЕ=[1А, то (кн. 10, пред. 101) СЕ’ есть чем 
вертый вычеть. Пусть еще будетьъ Ра=ФС.ЕН=СВ. 
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Такъ какъ прямыя А и В соизм#римы, то соизмфримы площади 
СА и ЦВ, т.е. сопзивримы ОЕ и РС, но мы имЪемъ: 


СЕ: Ед=ОЕ: ЕН ^ 


Фиг. 425. 
с Р.М . 


Ф Е (4 
щ—— 


в —_— 


сяфдовательно СЁ и ЕН соизм®римы, но ОР есть четвертый вычеть, 
ехфдовательно (кн. 10, пред. 104) ЕН есть также четвертый вычетоь. Но 
СТ есть рацюнальная прямая, & ОСОЕН=СОВ, слВдовательно (кн. 10, 
пред. 95) В есть малая иррашональная. 

Преддожене 107. Прямоугольникъ, построенный на рапюональной пря- 
мой СЛР равный квакрату, построенному на прямой АВ, которая съ рашо- 
нальнымь прямоуюльникомь даеть цтьлую среднюю площадь, имфетъ высо- 
тою прямую того-же свойства и порадка (фиг. 426). 

Доказат. СкВлаемъ тоже построеше, что и выше, то (кн. 10, пред. 78) 
прямыя АЕ и ЕВ будуть въ степени несоизи®римы, площадь САЕ-НСЕВ 
будетъ средняя, и прямоугольникъ АЕ. ЕВ будетъ рацшюнальный. 


Фиг. 496. 
р вание 
=> г 

Теперь можно, такимъ же образомъ доказать, что: 
СЕ: Е)=АЕ: ЕВ 


и что площада [1АЕНОЕВ и [1СЕ-+-ОЕР сонзыримы, точно также 
площади АЕЕВ м СЕЕЮ соизыВримы, и что ОР и ЕЛ иесоизм®римы 
въ степени, далВе, что (ПОЕР--ЦЕР есть средняя площадь а СРЕД 
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рашональная. Откуда заключаемъ (кн. 10, пред. 78), что СЛ) есть прямая, 
которая съ рашональнымь прямоуольникомь даеть цьлую среднюю площадь. 

Друюе доказат. Пусть А будетъ то, что была АВ, и В то что быв 
СЛ (фиг. 427). Пусть СР будетъ рашюнальная примая и: 


П/=сСЕ=ОО.СЕ 
то (кн. 10, пред. 102) СЕ будеть яятый вычеть. Пусть еще: 


08=2Р@=осС.ЕН. 


Фиг. 421. 
[24 Е м 


хр Е с 
Аа=Р_— 
в 


Такъ какь [Ли []В соизмФримы, т. е. воизмёримы СЕ и ЕС. т 
соизиВримы площади СР и ЕН, схВховательно (кн. 10, пред. 104) ЕН 
есть пятый вычетъ. Но СД есть рацональнаян прамая, а СД.ЕН={ В, сл%- 
довательно (кн. 10, пред. 96), В есть прямая, которая съ рашональныю 
прямоуюльникомь даеть цьлую среднюю площадь. 

Предложене 108. Каждая прямая СЮ соизмёримая съ прямою АВ 
которая съ среднимъ прамоугольникомъ даетъ ц®лую среднюю площадь, 
есть сама того-же свойства (фиг. 428). 

Фиг. 428. 
В 
АЕ 
р 
Е 

Доказат. Пусть все будетъ какъ выше, то (кн. 10, пред, 79) АЕ и ЕВ 
будутъ несоизм®римы въ степени, площади ПАЕ+ОЕВ я АЕ.ЕВ 61- 
дутъ 06% средтя и иесоизмримы. Посл этого, точно также, можно до- 
казать, что СР и ЕО, а также [1СЕ-+-ОЕО и СЕ.ЕРЮ соизмВримы съ 
предъидущими, схВдовательно изкъ первыя въ степени несоизм®римы, то 
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обв послдия суть средёя и несоивы®римыя. Сл8довательно (кн. 10, 
пред. 79) СГ есть прамая, которая съ среднымь. прямоуюльникомь даеть 
зпвъмую среднюю площадь. 

Предлжене 109. Если отъ ращональнаго прамоугольника ВС выч- 
темъ средай ВП, то прямая, квадратящая остатокъ СЁ, будетъ одна изъ 
двухъь иррашональныхь прямыхь, или вычет», или малая ирращональная 
(фиг. 429). о 

Доказат. Пусть ЕР@ будеть ращюнальная прямая, на которой по- 
строимъ прямоугольиики @Н==СЕЕН=ВО и ЕК=ВЕ.ЕЕ=ВО, слВдо- 
вательно ЕС=КИ. 


Фиг. 429. 
г УД: 4 
|| || 
„А ХС с к 


Такъ какъ ВС, а также и СН суть рашональныя площади, но ВО 
а также ЕК суть площади средня, то (кн. 10, пред. 21) прямая ЕН 
будеть ращональна и соизмфрима по длин съ СЁ, но (кн. 10, пред. 23) 
ЕТ ратаональна и нееоизмВрима по длин съ Е@, слёховательно (кн. 10, 
пред. 13} ЕН и ЕТ по длинз несоизмримы. Откуда вкдимъ, что РН и ЕТ 
суть ращонахьныя прамыя только въ степени соизмримыя, слВдовательно 
(кн. 10, пред. 74) ТН есть вычеть, къ которому прибавлена прямая 1. 
Итакъь прямая ЕН можетъ квадратить надъ ТЕ на квадрать, коего сто- 
рона или по хлинВ соизмёрима, илн несоизмрима съ нею. 


Позожимъ лервое: то, такъ какъ ЕН и ЕС соизм®римы, 1Н есть 
первый вычеть. СхЪдовательно, какъ Ё@ есть ращональная прямая, то 
(кн. 10, пред. 92) прямая, квадратящая площадь ЕН, т. е. ЕС, есть 
вИЧЕТь, 

Положимъ второе: то, такъ какь ЕН и РС иесоизи®римы по длинз, 
]Н есть четвертый вычеть. СлЬдовательно, какъ ЕС есть рапональная 
прямая, то (кн. 10, пред. 95) прямая квадратащая площадь КН, т. е. 
ЕС есть малая чрращональная. 

Предложете 110. Если оть средняго прамоугольника ВС’. вычтемъ 
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рапональный ВО, то прамая, квадратящая остатокъ ОЕ будеть или 
лереый среднёй вычетъ, или та, которая съ рашюнальнымь прямоуюльны- 
комь даеть цълую среднюю площадь (фиг. 480). 

Доказаит. Пусть Р@ будетъ рацюнальная прямая и седвлаемъ тоже но- 
строеше какъ н выше, то сядуеть (вн. 10, пред. 23), что ЕН будеть 
ращональная прямая съ ЕР@ несоизыВримая по длин, & ЕГ (кн. 10, 
пред. 21) будетъ также рашональна и соизмрима съ ЕС, сл8довательно 
(кн. 10, пред. 13) ЕН и ЕТ по клин® несоизи®римы. 


Фиг. 430. 


к тн 
А ос с; к 


СяЗдовательно прямыя ЕН и ЕТ рацональны только въ степени 
соизмримы. Откуда видимъ (кн. 10, пред. 74), что НТ есть вычеть, къ 
которому прибавлена прямая 1Е. 

Теперь, прямая ЕН можетъ квадратить надъ прямою ЕТ на квад- 
рать, коего сторона по длинЪ соизмЗрима или несоизмрима съ нею. 

Положимъ первое: то, такъ вакъ РГ и Р@ по длинЪ соизм®римы, то 
НТ будетъ второй вычеть. СлЁдовательно, какъ Е@ есть рацюнальная 
прямая, то (кн. 10, пред. 93) прямая квадратящая площадь КН, т. ©. 
ЕС есть яервый средый вычеть. 

ПоложимЪ второе: то, такъ какъ ЕТ и ЕС по длинВ соизмЁримы, 
то НТ будеть пятый вычеть. СОлВдовательно, какъ ЕС’ есть рацональная 
прямая, то (кн. 10, пред. 96) прямая, кведратящая площадь КН, т. е. 
ЕС есть та, которая съ рашюнальнымь прямоуюльникомь даеть изълую 
среднюю площадь. 

Предложене 111. Если оть средняю прямоугольника ВС отнимемъ не- 
соизиЗримый съ нимЪ средн пряноугольникъ ВЛ), то прямая, квадратящая 
остатокъ СЁ будеть или первый средней вычеть, или прямая, которая сь 
среднимь прямоуюльникомь даеть утъмую среднюю площадь (фиг. 481). 

Доказат. Сдфлаемъ тоже построене что и выше. 

Танъ какъ ВС в ВП, а также СНи ЕК суть средщя несоизи\- 
римыя площади, то (кн. 6, пред. 1 и кн. 10, пред. 10) ЕНи ЕГ по клик 
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несоизи$римы. Откуда видимъ, что прямыя ЕН-и ЕТ суть ращональныя 
только въ степени соизыфримыя, слВдовательно (кн. 10, пред, 74) НТ есть 
вычеть, къ которому прибавдена прямая РЕГ Теперь ЕН ивахратитъ 
надъ #1 на квадрать, коего сторона по длин соизмВрима ихи несоизм}- 
рима съ нею. 


Фиг. 431. 


х м 
[| || 
А. р с с к 


Положимъ первое: то, такъ какъ РН и ЕТ съ Е@ по длинЪ еоизи\- 
римы, то НТ есть третий вычеть. СлхВдовательно, какъь Е@ есть рацо- 
наЛЬИаЯ прямая, то (вн. 10, пред. 94) прямая, квахратящая ихощадь НК, 
т. е. СЕ есть второй средний вычеть. 

Положимъ второе: то, такъ какъ ЕН и ЕГ съ ЕС по длинЪ несо- 
изыфримы, то НХ есть зиестюй вычеть. Слёдовательно, какъ Р@ есть рацю- 
нальная прямая, то (кн. 10, пред. 97) прамая, квахратящая площадь КИ, 
т. е. СЕ есть прямая, которая съ среднимь прямоуюльникомь даеть цтълую 
среднюю площадь. 

Предложене 112. Вычеты отличны оть биномальныхь (фиг. 432). 

Доказат. Пусть, если возможно, прямая АВ будетъь и вычеть и би- 
номильная; пусть ОС будеть рашональная прямая, на которой построеиъ 
прямоугольникъ ОЕ=ОС.РЕ=О АВ. 

Фиг. 432. 
р] [2 Е 


——_ в 
Такъ какъ АВ есть вычетъ, то (вн. 10, пред. 98) ДЕ будеть пер- 
вый вычеть. Прибавимь къ ОЕ нрямую ЕР, то ОГи ЕЕ будуть пря“ 
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мня рапональныя только въ степени соизмёримыя; ЮЁ квадратить иадъ 
ЕЕ ив ввадрать, коего сторона по длин соизмВрима съ нею и ОЕ есть 
прямая соизмфримая съ СО. 

Но АВ есть выВстВ и биномальная, по допущейю, слёдовательно 
(кн. 10, пред. 61) ДЕ есть первая биномальная. Пусть ДЕ въ точкё @ 
раздВлена на свои члены, изъ коихъ ПС’ есть большй, то О@ и СЕ 6у- 
дуть рашональныя прямыя только въ степени соизмёримыя; ЮС квах- 
ратитъ надъь СЕ на квадратъ, коего сторона по длин соизмрима съ нею 
и ОО соизмВрима съ СГ. 


Слздовательно какъ Д@ соизыфрима съ ОО, & ОС съ ОЕ, то 
(кн. 10, пред. 12) ДЕ и ОС по клин соизиримы, а также соизмЗримы по 
длин ОДРГи РВ, но тькъ какъ ДР есть рацональная прямая, сх довательно 
РО есть также рашональна. Дахье, вавъ ОЕ и РС соизыримы, а ОР 
и ЕЕ несоизиВримны по длин, то (кн. 10, пред. 13) Р@ и ЕЕ по длин® 
несоизыримы. Откуда схёдуетъ, такъ какъ ЕЕ есть ращональная пря- 
мая, что Ра и ЕЕ суть ращональныя прямыя только въ степени соизм- 
римыя. Слфдовательно (кн. 10, пред. 74) ЕС есть вычеть, но было пока- 
зано, что ЕС есть рапональная прямая, что невозможно. СхВдовательно 
вычеть не можеть быть выЪстВ и биномальною. 


Слъдстве. Вычеты и схВдующя за ними иррамональности отличны 
не только отъ среднихь лин, но различны между собою. 


Въ самомъ дЁлЬ, прямоугольникъ построенный на рацюнальной пря- 
мой равный квахрату построенному на средней прямой ииЪзеть высотою 
{кн. 10, пред. 23) ращональную съ основашемъ несоизмёримою прямую, 
& если онъ равенъ квадрату построенному иа вычеть, то высота будеть 
первый вычеть (кн. 10, пред. 98). Если сторона квадрата будетъ первый 
средний вычеть, то высота прямоугольника будеть второй вычеть (кв; 10, 
пред. 99). Если сторона квадрата будетъ второй средыёй вычеть, то вы- 
сота прямоугольника будеть третий вычеть. Если сторона квадрата бу- 
деть малая иррашональная, то высота прямоугольника будеть четвертый 
вычеть (Ен. 10, пред. 101). Есхи сторона квадрата будеть прамая, кото- 
рая сь рацюнамнымь прямоуюльникомь даеть цтлую среднюю площадь, то 
высота прямоугольника будеть ялтый вычеть (ки. 10, пред. 102). Если 
сторона взадрата будетъь прямая, которая съ среднимь прямоуюльникомь 
даеть цълую среднюю площадь, то высота прямоугольника есть зместой 
вычеть (кн. 10, пред. 103). СлФдовательно упомянутыя иррацюнальныя 
прямыя отличаются отъ первыхъ, такъ какъ высота будегь ращональная 
прамая, а между собою потому, что дають ддя высоты вычеты различныхъ 
порадховъ. Нобыло доказано (ки. 10, пред. 112), что вычеты отличны отъ 
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биномальныть, точно также (вн. 10, пред. 73, сжВд,) биножальниыя и за ними 
слфдующйя ирращональности отличаются отъ среднихь и между собою. 
Слёдовательно всЪхъ различныхь иррацональностей чисхомъ тринадцать. 
Онз суть схёдующя: 

1. Средая (пред. 22). 

2. Биномальная (пред. 37). 

3. Первая биномальная (пред. 38). 

4. Вторая баномальная (пред. 39). 

5. Большая ирращональная (пред. 40). 

. Квадратящая рашональный и средн! прямоугольники (пред. 41). 
Квахратящая двЪ средня (пред. 42). 

. Вычеты (пред. 74). 

Первый среди! вычетъ (пред. 75). 

10. Второй среды вычетъ (пред. 76). 

11. Малая иррашональная (пред. 77). 

12. Которая съ рацюнальнымь прямоугодьникомъ даеть цзлую сред- 
нюю площадь (пред. 18). 

13. Которая съ среднимъ прямоугольником даетъ иЪлую средиюю 
площадь (пред. 79). 

Предюженще 113. Прямоугольникъ, построенный на биножщальной ВС, 
равный квадрату, востроенному на рапоиальной прямой А, имЪетъ высо- 
тою вычеть ЕЁ, одного порядка съ биномальною и коего члены соизы$- 
римы съ членами биномальной и имВють между собою отношене равное 
отношенлю членовъ биномальной (фиг. 433). 

Доказат. 1. Пусть бино: ‘альная ВС въ точкВ О раздВлена на свои 
члены Сри ОВ, изъ коихъ СО>ОВ. И пусть: 


оче 


О4=вр.& 
то, такъ вакъ [|] 4=ВО.ЕЁ, ВО.6=ВСЕЕ, откуда (кн. 6, пред. 16): 
СВ: В)=@: ЕР 
Тавъ какъь СВ> ВО, то @>ЕЕ. Пусть @=ЕН. СлФдоватехьно: 
СВ: Вд=ЕН: ЕЕ 


откуда (кн. 6, иред. 17): 
СП: ВО=ЕН: ЕЕ 


Пусть теперь будетъ: 
ЕИ: ЕЕРЗЕТ: ЕТ 
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то (вн. 5, пред. 12): 


НТ: Е1- ЕТ: ГЕ. 
СлтВловательно:, 
НГ: ЕЕЕОО: ОВ. 
Фиг. 433. 
А. 
О 
== 
Е Е 
Н— т 
а 


Но (вн. 10, пред. 37) ПС) я ОЛВ соизиВримы, слвдовательно 
(ки. 10, пред, 10) и ОНТ съ СЕТ также соизиЗримы. Но: 


НТ: ЕЕ=ЕТ: Ш 
ехЗдовательно (кн. 6, пред. 20, сяёд.): 
ОНТ: ПЕЕ=НТ: ТЕ. 


Откуда видимъ (кн. 10, пред. 10), что НТ и ТЕ соизвм®римы, сж%- 
довательно (кн. 10, пред. 16) также соизм8римы НЕ и ЕТ. 
Такъ какъ []А=ВО.@, а 4—=НЕ, то: 


О4А=Вро.НЕ 


но [А есть рацюнальная площадь, сл®довательно ВП.НЕ есть пло- 
щадь тавже ращональная. Но (вн. 10, пред. 37) ВПГ есть рацюнальная 
прямая, слВдовательно (вн. 10, пред. 21) НЕ есть также рацюнальная 
прямая съ ВПО соизыфримая; откуда, такъ какъ НЕЁ и ЕТ соизмфрины, 
прамая ЕТ рацюнальна и соизм$рима съ ВЛ. 
Тавъ какъ иы имВли: 
СУ: ВО=ЕТ: ТЕ 


то, какъ ЕТ рашональна и по длинз соизмрииа съ В), то ЕТ будеть 
также рацюнальная прямая съ СЛ соизмыВримая. ДахВе, такъ какъ (ки. 10, 
пред. 317) Ср и ВЛ только въ степени соизмримы, то также только въ 
степени соизм$римы ЕТ и ГЕ. СхЬдовательно прамыя ЁТ и ТЕ рацюнальны 
только въ степени соизмримы, сл®довательно (кн. 10, пред. 74) ЕК есть 
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вычет», коего члены ЕТ и ГЕ, съ членами С) и ВШ биномальной ВС 
соизм$римы и имъ пропорщональны. 
2. Биношальиая ВС можеть быть зервою, второю или третею, т. е. 
въ пропорщи: 
СО: ВО=ЕГ: ТЕ 


СЛ квадратить надъ ВГП) на квадратъ, коего сторона по длинз сопзм$- 
рима съ СО, и СШ или ВП соизыримы съ данною рацюнальною прямою 
или ии СО, ня ВЛ несоизмримы съ нею, то #1 будетъь кзадратить надъ 
ТЕ на квадратъ, коего сторона по длинв соизмВрима съ ЕТ а также ЕТ 
или 1 будутъ иди одна, или кругая соизм№римы съ данною раплонахьною 
прамою или 068 съ нею несоизмВримы. СлВдовательно вычеть ЕЁ съ би- 
вомальною ВС будетъ одного порядка или перваго, или втораго, или 
третьяго. Точно также можеть быть доказано, что Е и ВС будуть въ 
одно время четвертаго, пятего или шестаго порядка. СлВдовательно бино- 
мальная ВС и вычеть ЕЁ будутъ исегда одного порядка. 

Предложене 114. Прамоугольникъ, построенный на вичетиь ВГ), рав- 
иый квадрату построенному на ращюнальной прямой А, имфеть высотою 
ТН биномфальную, которая съ вычетомь ВП одного порядка и коей члены 
соизмримы съ членами вычета и имъ пропоршональны (фиг. 434). 

Доказат. 1. Къ вычету ВП прибавимъ прямую ПС, то (вн. 10, 
пред. 74) ВС и СП суть рашюнальныя прямыя только въ степени соизм®- 
римыя. Пусть []А==ВС.С, елвдовательно площадь ВС.@ рацюнальна, но 
ВС есть ращональная прямая, слЪфдовательно (кн. 10. пред. 21) @ ря- 
цональна и по длин соизмёрима съ ВС. 

Такъ какъ; 

0 4=В0.@=ВрЛИ 
то (вн. 6, пред. 16): 
ВС: ВГ-= Ш: @ 


Но ВС> ВП, слЪдовательно 1Н>@. Положимъ @=1Е, то 1Е в 
ВС соизмВримы по длин. Изь пропорщи: 


СВ: В) —Ш: ТЕ 
сяЪдуеть: 
ВО: ОО=Н:НЕ 
Положимъ теперь: 
ТН: НЕ=НЕ: ЕЕ 
то (вн. 5, пред. 19): 
ТР: ЕН: НЕ=ВС: С) 
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схздовательно, такъ какъ ВС и СГ) только въ степепи соизм®римы, то ЛР 
и ЕН также соизиЗримы только въ степени. 


Фиг. 434. 
А. 
р 9 
В Г г, С 
Е Е | 

т и : Н 

С. 

Изъ пропорций: 


ТР: ЕНЫН: НЕ=НЕ: ЕЕ 
ся»дуетъ (Ен. 6, пред. 20, слВл.): 
ТЕ: ЕЕ==[ ТР: ЦЕН 


откуда, такъ какъ [Ли [] ЕН соизмримы, то 1 и РЕ также соизыримы, 
сл ховательно (кн. 6, пред. 16) ЕТ и ГЕ по длин соизмзримы, но 7 есть 
рашональная прямая соизыВримая по длинё съ ВС, сяжовательио ЕТ 
тавже ращональна и соизмВрима по длин® съ ВС. 


ДалЪе, мы имЗемъ: 
ВС: Ср=ТЕ: ЕН 
откуда: 
ВС: ТЕ=Ср: ЕН 


но ВС и ТЕР по длин соизм8римы, слВдовательно С) и ЕН также по 
длин соизыфримы. Такъ какъ ВС и СП суть рацщональныя прямыя 
только въ степени соизыримыя, то Ри ЕН суть также рацоиальныя пря- 
мыя только въ степени соизыВримыя. СхВдовательно (кн. 10, пред. 37) ТИ 
есть биномальная, коей члены Ги ЕН соизмыримы съ членами ВС и 
СП вычета ВП и имъ пропоршональны. 

2. Точио также, какъ выше, можно показать что биномальная 7Ы 
съ вычетомъ ВЛ будутъ всегда одного порядка. 


Предложене 115. Прямоугольникъ, заключенный между вычетюмь АВ 
и биномальною СП, коей члевы соизи®ригы съ членами вычета и вмъ 
пропорцюнальны, квадратится ращюональною ирямою С (фиг. 435). 

Доказат. Прибавимъ къ АВ прямую ВЕ и пусть С) въ точки Е 


раздёлена на свои члены СЕ и ЕД, изъ коихъ СЕ> ЕД. По условю члены 
СЕ и ЕП соизи®римы съ членами Аи ЕВ и: 
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СЕ: Е)=АГ: ЕВ 


а также АВ.СР=Е 0. Сл8довательно надобно доказать, что С есть ра- 
цональная прямая. Пусть Н будеть ращональная прямая и пусть прямо- 
угольникъ построенный на СО, т. е. СОТК=0Н, то (вн. 10, пред. 113) 
ТК есть вычеть, коего члены 11 и ГК соизыфримы съ биномальными 
членами СЕ и ЕД, но: 

СЕ: Ер=П,: ГК 


Фиг. 435. 
й В 
Е 
с т р 
с. 
Н: 
К 

= 


СлЗдовательно, такъ какъ по условю: 


СЕ: Ер=АРЕ: ЕВ 


АЕ: ЕВ=П,: ГК 
то: 

АЕ: П-5ЕВ: ГК 
откуда (кн. 5, пред. 19) 

АВ: 1К-—=АР: Ш 


Олдовательно, какъь АЕ и Ш. по длин соизмримы, то АВ и [К 
также по длин соизмЗримы. Но (кн.`6, пред. 1): 


АВ: 1Е=ОО.АВ:СОЛК 


слВдовательно С). АВ и СПК соизмВримы, т. е. соизмфримы и квадраты 
ОН и (4. Но С]Н есть ращюональная ихощаль, слФховательно пло- 
щадь [)@ и прямая @ также рацщональны. | 
Слъдстве. Изъ этого слВдуеть, что возможень : менальный прамо- 
угольникъ заключенный между иррацюнальными прячели. 
Предложене 116. Изъ какой нибудь средней примой А, можно полу- 
58 
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чить безчисленное множество иррацюнальныхь лин отличныхь отъ вейхъЪ 
предъидущихъ (фиг. 436). 

Доказат. Пусть В будетъ ращональная прямая, сх довательно пря- 
моугольникъ .4.В (ви. 10, пред. 39) будетъь иррацюнальный. 


Фиг. 436. 


НЕЕ НИ ИН 
у Е ЕЕ ВИННИ 


С 


А ие анны: 


Положимъ А.В={С, то прямая С булетъ иррацовальная, но от- 
личная отъ всВхъ предъидущихъ. Въ самомъ дВлф, ни на одной изъ нихъ 
построенный вквадратъ не равенъ прямоугольиику у котораго бы основане 
было средняя прямая, что видно изъ предложен 61, 62, 63, 64, 6Б и 66 
и изъ предложевнй 98, 99, 100, 101, 102 и 103. 

ДалЪе, пусть В.С=Г), то П будетъ опять иррацюнальная прямая 
отличная оть всЪхт, нредъидущихт, такъ какъ ни на одной изъ нихъ по- 
строенный квадратъ не даетъ въ равномъ ему прамоугольник® основашя (. 

Это заключене можетъ быть продолжено до безконечности, ся дова- 
тельно можно получить безчисленное множество иррацюнальностей отлич- 
ныхъ отъ всйхъ предъидущихъ. 

Предложене 117. Въ каждомъ квадрат АВС двгональ АС съ 
стороною АВ суть прямыя по длинВ несоизмВримыя (фиг. 437). 

Доказат. Положимъ, что АС и АВ соизмВримы. Если АС и АВ ©о- 
изифримы, то онз относятся между собою вкакъ несократимыя числа, на- 
примёръ ЕЁ и (С, т. е.: 

АС: АВ=ЕЕ: а 


Такъ какъ А(> АВ, то число. ЕЁ > @, слЁдовательно оно не мо- 
жегь быть единицей. Изъ предъидущей пропорци мы имфемъ: 


АС: ПАВ=ЕЁЕ"*: 


но (вн. 1, пред. 47) ]4АС=20^АВ, сл#довательно и ЕЁ’=20?. —Изъ 
этого равенства видимъ, что число ЕЕ? есть четное, а слВдовательно и 
ЕЕ есть также четное число. Пусть оно въ точке Н раздЪлено попо- 
лам. 

Такъ какъ числа ЕЁ п С несовратимы, то онё суть взаимно про- 
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стыя, но ЕЁ есть четное число, слФдопательно @ четнымъ числомъ быть 
не можетъ. Итакъ число (4 есть нечетное. 
Фиг. 437. 
А В 


р с 
ЕЕ 
а 


Такъ какъ ЕЁ въ точк® Н раздВлена пополамъ, то ЕР=ЗЕН и 
ЕЕ’—4 ЕН? (вн. 8, пред. 11), но ЕЁ—9?, сл довательно 20—44 ЕИ?, 
откуда С*’—2ЕН*, а слфдовательно С’, & также и ( суть числа четныя 
(вн. 9, пред. 23), что противорзчитъь выше показанному. СлФдовательно 
не можеть быть чтобы прямыя АС и АВ были соизифримы. 

Друюе доказат. Такъ кавъ (вн. 1, пред. 47) []А0=2САВ, то: 

ПАО: ОАВ-=2 :1 
слЗдовательно ихощади АС и (АВ не относятся между собою какъ 
квадратных числа, а потому (кн. 10, пред. 9) прямыя АС и АВ не- 
совзизримы. 

Примичане 12. Полатають, что тольБо второз изъ этихъ доказательствь принадле- 
жятъ Евелиду. 

Замючаше. Если найдемъ двЪ несоизмВримыя прямыя Аи В то 
легко найти и несоизиВримыя фигуры (фиг. 438). 

Фиг. 438. 
А 
С: 
В 

Въ самомъ ДЁЛЪ, возьмемъ между А и В средие-пропоршональную 
прямую С, то (кн. 6, пред. 20): 


А: В=фиг. А : фиг. С 


Эти фигуры могуть быть квадратныя или друя, каюя нибудь, подоб- 
иця прямолинейнныя фигуры, или круги съ даметрами Ан С, такъ какъ 
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будетъ показано (кн. 12, пред. 3}, что площади круговъ относятся между 
собою какъ квадраты ихъ даметровъ. СлВдовательно могутъ быть найдены 
несоизхвримыя фигуры, т. е. площади. Легко также видфть, что можно 
найти и несоизуЗримыя тла. Въ самомъ дВлЬ, построимъ на предъиду- 
щихъ площадяхъ тзла равной высоты, он} могутъ быть призмы или пирамиды, 
конусы или цилиндры; эти тВла будуть относится между собою вакъ ихъ осно- 
ваня (кн. 11, пред. 32 и вн. 12, пред. 5, 6 и 11), что будеть доказано 
ниже; схёдовательно и твла будутъ сонзм8римы или несоизхВримы, смотря 
потому будуть ли икъ основашя соизмЗримы или несоизмримы. 

Изъ этого яено видно, что соизмримость н несоизмЗримость иметь 
мЪето не только между ливями и площадями, но и между тВлами. 


Примьчане 13. Полатаютъ, что вторая часть этого нослёдняго замёчаны, въ ко- 
торой говорится о тёлахь, не принадлежить Евизнду, а вставлена посл®. 


Примич. 14. Мы видёли, что вторая книга Началь Евклида содержитъ теоремы, ко- 
торыя суть ничто нное какъ алгебраичесыя преобразования, вытекающ!я изъ трехъ осзов- 
ныхъ завоНовЪ алгебранческихь количествъ: 


Законь перестановительный. 
а+6—Ь-+а, н аа. 
Законь распредълительный: 
а(-=с)—аЪ-Нас 
Законь повторительный: 
д". а"—а"#" 
Изъ этихъ трехь законовъ вытекаютъ сл8дуюпил преобразовашя алгебраическихь 
фразъ: 
1. аб-насча44-... =а(чне на...) 
2. (а-+6)?=ща--в)+Ка-+-5) 
8. (а+-6) ааа? 
‚ (&-+-5)2—а1-- +2 
(а+6)1—(а-+):-=4аь 
(2а-- в) вна—{(а-нб)? 
. (ана? —2(а--5) а? 
. 4(а-- ба —(2а--6 
(а+5)1-НКа—5):=2а-25 
10. $2--(а-+5)=2(4а)*-+ 2{а-+-5). 


оонея» 


Предложеня второй квнги и суть геометрически представлен этихъ преобразова- 
эй, т. е. это алгебра древиихъ, представленная геометрически. 
Десятая книга, самая обширная, содеркятъ алгебру ирращоназльиыхь количествь, 


461 


представаенную геометрически. Это самал трудная изъ вофхъ книг элементоэъ Евклида и 
самая зам чательная по геометрическому анализу. 

Она начинается опрехзлетемъ сомзмьримыхь (Зириетра) и месоизмпримыхь 
(вогиратра) величинъ. Величины соизи$римых суть т, которыя измЪряются одною и тою же 
изрою или которыя относятся между собою какъ числе. Въ противномъ случаВ онё иесо- 
измфрамы, напримёрь а и УВ, если 6 пе есть число квадратное, суть величины шесоиз- 
м+%римыл. 

Соизмюриными в5 стетени (дъубие: озиметрог) онъ иазываеть таюл величины, кояхъ 
квадраты соизмфримы, въ противиемъ случа оиё суть въ стемени кесонзмтримы, ивпря- 
изрь а и УБ суть водичины всегда въ стеени соизмримыя, нанротизь аи У, пля 
анф-ч-Ус суть велычины несонзмъримыя въ стетенм. 

Такимъ образомъ, съ произвольно взятой нрамой лишей есть безчислениое множе- 
ство прамыкъ ливй, изъ коихъ одиё соизмфримы съ нею, а хруга несоизм8римы и при 
томъ частью по дли, а частью н въ стененя. Произвольно взятая прямал называется 
рашональною (фута). 

Раонаюными Евелидь называеть всь лин!и, которыя съ взатою ‘соизмёримы яо 
мииЪ или только въ стешени. 

Иррамйоналными (а1оуог) Евклидъ называеть т, которыя съ взятою прямою него- 
узивримы. 

Евклидъ подъ чррамональнымы вехичинами разумветь иЪчто другоз, что разум®ль 
Дюфаить и, что разумЪемъ мы. Мы ивзываемъ иррацональными вехячнилим ть, которыя 
Евтлидъ назызаеть иесоизмримыми. Разница состоитъ въ томъ, что Евклядъ рацюналь- 
иыын величинами называеть м т, которыя соизмёримы только въ степени. СхВдовательно 
по Евилиду рацональныя величниы суть ие только а м В, но и УБ, такъ какъ въ иосдфк- 
немъ случа кзадрать отношеня а: УФ есть соизмфримал величина. 

Квадрать взятой ращюональной прямой называется рацональнымь и всё площади 05 
нимъ соизм$римыя называются ранюнальными. 

Паощадя же несоизм$римыл съ этимъ квадратомъ называются иррашональнымн. Нрра- 
щональными называются и праны квадралящи ирращональныя площади (ка. 10, опр. 11) 

(6 10а вутоте тетобуита увуо@фоцоаи). 

Десятую кингу по содержан!о можно раздёлить иа четыре отдЗла: 

1. Нредложеня относяш1яся къ общимъ свойствамъ соизыЗримости м иесоизмфри- 
мости (отъ 1 до 21). 

2. О среднихъ прямыхъ (отъ 22 до 36). 

$. Иррацюиальных прямыя, получаемыя сложенюмь (оть 86 до 12) н вычиташемь 
(оть 738—111). 

4. Предложендя оть 118 до конца. 

Переведомъ нфкоторыя услов:я и предложеня на нашъ алгебранчесяй языкт. 

Отдюль 1. Предложетя оть 1 до 18 не представхяеть ничего особеннвго. 

Презложене 11 приписывають математику 'Тестетуку, 

18-е предложене ножетъ быть выражено схёдующимь образомъ: 

Предложеще 15. Если ив большей изъ хвухъ прямыхъь АВ и СО, СО>АВ, по- 
строимъ (фиг. 439) прамоугольникь СХ’ равный {1 АВ? и при томъ такь, чтобы хонолнене 
его было квадратъ, т. е. чтобы ДЕ-=ЕРЕ и если при этомъ прямыя СЁ и ЕД соизи%- 
римы, то прямая УСТ — АВ? будеть соизиёрима съ СГ), ивпротивъь если СЕ и ЕД 


будуть несоизмримы, то и праыыя У ОГ? — АВ? и СЛ будуть также несоизм $ римы, 
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Яоказат. Если СЕ и ЕР соизмфрины то онф относятся какъ числа, положим: 


СЕ: Ер=т:п 
во по условю мы им%енъ: 
СЕ.ЕЕ=СЕ.ЕШ—= { АВ? 


Фиг. 439. 
а. 
с Е д 
. А В 
слёдовательно: 
ЕР аВУ*, СЕ АВУ 
откуда: 
©0— зав(У= ый а 
Сяздовательно: 
”—п 
УЦ: АВ: —1 АВ —- 
утя 


взЪ двухъ послЗднихь выражен мы ниЗемъ: 


УСД:—АВ?: Ср=т—я:тчьн 
т.е. прямыя у С03—АВ* и СГ относятся кажъ числа, слфдовательно по длинЪ соизм$- 
римы. 

Отдьль 2. Первыя иррацональных прямыя, которыя Евклидъ разсматриваеть и иазы- 
взеть средними (иёоу) онъ опредёляеть такъ: прамал, квахратящал площадь ипрямоугольшика, 
коего стороны суть ратональныя прямыя только въ степени соизмёримыя, называется 
средкею (ыёот). 

Формы рацюональныхь величинъ соизмёримыхъ только въ степени суть: а и УБ ни 
Уа и У6. Площадь прямоугольника между нныи будеть «Уф или Уф, сафдователь- 
но, средняя прямая будетъ Удуб вн Уд. эя формы шеотдичаются одиа отъ дру- 
той, такъ какъ нервую изъ нихъ можно написать въ формё второй У Уаё. При этом 
ви <, ии Ь не должны быть полными квадратами. 

Предложеме 23. Прамоугольникь, построемный на рашональной прямой с, коего 


площадь равна площади квадрата построеинаго иа средней прямой Уауь ин У 
_ ау ъ _ У |4 

Предложене 25. Прамоугольникъ, коего стороны суть средёя ино длан® соизмфри- 
ина прямых, будеть самъ средний. Средйя сонзы8римыя прямыя пызютъ форму туб и 
ву `аф, а площадь прямоугольника между ними будеть мту аб. 

Предложеще 26. Прямоугольникъ, коего стороны суть средыёя только въ степеня 
соизивримня нрямыя будеть или ращональный или среднёы. Стороны такого прямоуголь- 
ника будуть, очевидно УзуБ ы Усуь, в озощадь его У абс, слёдовательно, есзи 
абс будеть полний квадрать, то прамоугольникъ будеть рамональный, въ противномЪ слу- 
чаВ онъ средний. 


— 


—М—нжж—=—— 
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Предложеще 87. Разность У\в5— Ус илн аУБ—сУ4 не можеть быть рашо- 
нальною. 

ИПредложеше 28. Найти дв среднёя прямыя соизмёримыя только въ степени, конхъ 
прямоугольникь быхъ бы раиональнымь? 


Стороиы ‘такого прамоугодьниеа, могуть быть Изуь я т: МАМ Уф |: 


Иыб. Какъ первыя двЁ такъ и посаёди!я дв средюл прамыл, очевидно сонзы рамы 


въ степенн, тажъ какъ ихъ квадраты суть: 


р БУ — в ь 
ЗУБ м и Уф и У 28 


Площадь прямоугольника между этими парами прямыхъ есть 6 величииа рацю- 
НАЛЬНАЯ,. 

Иредложеще 29. Найти дв среднл прямых только въ степени соизм$римыл, коихъ 
нрамоугольникь былъ бы средн? 

Стороны такого ирямоугольника могутъ быть: 


Узу5 И “5 вла У2 в и уе 


Очевидно, что ихъ квадраты: 


ЗУБ в = У или Уд нс У 


сомзмримы и площади прамоугольниковь будуть ус н Уас. 
Сльдстве 1. Найти два квадратиыхь числа коихъ сумма была бы число квадратное? 
Возьмемъ два кая нибудь, числа т м 9, то мы всегда имфемъ: 


(и — м4 (2 (пй-- 3 
Сльдстве 9. Найти два квадратных числа, конхъ сумиа ме есть число квадратное? 
(т2-—м—1)+(2т). 


Предложене 30. НаЁтм хвВ ращюональныя только въ стевени соизмЗримыя прямых, 
мзъ коихъ большая квадратить надъ меньшею на квадратъ, коего сторона но длин соиз- 


х8рима съ большею? 
22 2] г з 
ав *6-—9 -И=-% 


тдВ 03—22 не есть число квадратное. Или еще проще: 


Предложене 31. Найти дв ращональных только въ стедени сонзифримыл нрямыл, 
мзЪ коихъ бозьшая квадратитъ наду меньшею на квадратъ, коего сторона но дами8 несо- 
изм рима съ большею? 

а и Уа—5. 


Предложене 34. Найти дв среди только въ степенм соизм®римых мрямыл, коихъ 
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иримоугольникь быль бы рапюональный и изъ конхъ большая ивадратить надъ меньшею 
на квадрать коего сторона по длин® соизыЗрима млн несовзмфрима съ большею? 


Иры в 
ни Е Уз Уа:— 0) 
У @(а—) ви ЕЙ (2) 
Уа(а—5) 


Сльдстеле, Если большая изъ прямыхь но длинз иесоизи$рима съ квадратаящею, то: 


Инь 
ь Узу-5 @) 
у @(а—$) и Е @) 
Уа—5) 


Предложеще 33. Найти двЪ средмя только въ степеим соизы8римыв прямыл, конхъ 
ирамоуголъимиъ среднй м изъ коихъ большая кзадратить мадь меньшею ма квадратъ, 
хоего сторона соизмёрима или месоизирима съ большею? 

Большая соизифрима съ квакратящею: 


УзуБ а и а) 
ау 

У ин т @) 

Ис (3) 


Узу5 и У () 
Узуь 

ок @ 
У 

УБЕ и ВУа-е (8) 


Предложене 34. Найти двЁ въ степенм иесоизм8римыл прямыл, коихъ сумма квадра- 
товъ рашопальна, а прямоугольник среди? 


У “ву ь а’—вуб а) 
2 2 
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и— 
Сумма квадратовъ есть а? или а, & прямоугольники “у < ил У аа. 
4 


Предложеше 35. Найти дв въ степени иесоизыйримыя врямыл, комхъ сумма кзадх- 
ратовъ есть средняя, а врамоугольникь рацональный? 


И ЕУНУЬ. м Ив Убуть а) 
у Оо ИНУЗЕВ ы У (у Тре 6) 


р Сумма квадратов есть аУа—Ъ или (2-Й Ув, а прамоугольнакь .- их 
а— 


2 


Предложете 36. Найти дёЪ въ степенм несоизи$рямых прямых, конхъ сумма кзад- 
ратовъ и прямоугольники суть среднёя несонзивримыя между собою? 


+ буб п ее 
И е=т9у т 74 ай (и) 


и ГРЕЕТ ‚ ИМ @) 
У КИБИ „у МБ @®) 


Сумма квадратовь есть: 
ауб, У, Буа 
а нрамоугольиики: 


у Ба:—е) У@— фу 
то 3 
Отдиль 3. Съ 37 предложена Евелидъ излагаеть предложеня относительно иррац!онально- 
стей, полученаыхь чрезъ сложене несомзы%римыхъ только но длии$ величину ( */оу7 те» хата 
обуЯвову гады), & съ 74 предложен оиъ излагаетъ иррацюнальноств, получениыя чрезъ 
вычитаве месоизмримыхь только но длин величинь (Чезтёра таЁьб 2тёршу Дбушу, ты 
нате ефагогоз»). Первыя онъ мазываеть биномальными (р &х дуо оуоматит), & втория 
мазываеть вычетами (влотои?). 
Биномальный нибютъ форму: 
а-УБ или Уануб 
а вычеты нивютъ форму: 
а—у6 им Уа—УФ или Уа- 


Очевидно, что кажъ нервыл такъ м вторых но дявив и въ степени несомзыримы, & 
сл®довательно иррашоналии. 
59 
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Предложения 37. 74. Есин сложиыъ лв ращонвльных прамыя только въ степени 
соизыёримыл, то получимъ нррацюнальную прямую, которал называется биномёальною, ссли 
вызтемъ, то получныъ вычета. 

Предложеня 38. 75. Если дв, только въ степенн соизмфримыя, средёя ирямыя, 
коихъ нрямоугольникъ рацюнальный, сложимъ или вычтемъ, то получимъь ирращональную 
мрамую первую бимед?альную (1 2х дго ресшу приту) въ первомъ случа н мерзый 
среднёй вычеть (7 рбозе @лотори поту) во второмъ случа. 


Первая бимедальная и первый средн вычетъ. 


УИау5 +. В нли Уаб-= Иы» 


илы еще: 


Предаюоженя 39. 76. Если Ав», только въ степенн соязмфримый средёя чрямыя, 
конхъ прямоугольникь среднёй, сложимъ нли вычтемъ, то получныь прооцюнальную пря. 
мую въ первомъ случа вторую бимедбальную (7 2х дно иёбовь деекгог), п второй сред 
м вычеть (у рыбоцс апотори дгитёро) во второмъ случа%. 


Вторая биме\альная и второй средшй вычеть. 


: УзуБ у“ УБ ни У а . 


или еще: 


Изу5-= У ры У), Уут ь. УМ ®) 
Уз УБ у а руа 


ит. д. 

Предложещн 40. 77. Если дв въ степени несоизмфримыя прямыя, коихъ сумка‘ 
квахратовь рашомальна, & прямоугольник средн, сложимъ ман вычтемь, то получимъ 
ирращональную прямую въ первомъ случа большую иррашональную (5 неёбин), в малую 
иррашональную (1 гдасошу) во второмъ случа*. 


Большая иррацзональная + малая ирращональная. 


у = + 47—46 би У == -у. — У 
2 = 2 = 2 


Предложеня 41. 78. Если двЪ въ стецени несоизм8римыл прлинл, конхъ сумма 
квадратовъ средняя, и прямоугольникь ращональный, сложныъ илн вычтемъ, то нолучимъ 
иррацональную прямую, которая называется въ первомъ случа ращональною и среднею 
стетенящею (1 бутоу иёоо» диуаиёьу), и которая съ рашональною даеть цьлую сред- 
вюю площадь {1 вет бутбь рёоох тб 6009 позбъов) во второмъ, случа. 
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Ращональная ц средняя степ‘нящая и колоравя съ рашюнальною даеть цпаую 
среднею площадь. 


Ив+Убу®-5 , Ув—уб У 
п а Е 
и4Н 
ОЕ ТЕТЕ» 


Если возвысимъ оба эти выражены въ евадрать, то получиыъ: 


аИ— 2 (@2—5) и И == (@—5) 


Составъ этахъ выражен н послужиль къ ихъ названо, Если возмемъ знакъ-+, то 
это булеть сума двухъ площадей: одна рашональная, а другая средняя. Если возьмемъ 
знакъ—, то квадратъ, предъидущихъ выражен!!! сложенный съ ращональною площадью @—Ь 
мла в—Ь дветь среднюю площадь аУ а?—$ маи аУа_5. 


Предложещя 42. 79. Если хвф въ степеин несоизм#римыя прямыл, конхь сумма 
квахратовъ м прямоугольник суть средщя, сложниъ нян вычтемъ, то получимъ въ пер- 
вомъ ©1у9а$ прямую которою называють степеняшую деь средёя площади (1 дю иёоа 
дезашёьт), & во второмъ случав прямую, хотюрой квадювть съ среднею площадью даеть 
ц»аую среднюю тзлощадь (1 рета рёоо иёоот то бо» повбоа). 


Таковы: 


ГАЙ —УдУй 
И 7 -ив У9у а) 


руб уе 

уу. 6-94 @® 
КУБУ, 1/ МУЗ-У9 

Ик ук ны (8) 


Есамы этн прамыл возвысимъ въ кзадратъ, то нолучимъ 


аУь — Ив ь : {1) 
Ув —=Ув—ь @) 


5И а = | Уз {8) 
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Изъ формы этихъ выражен м произошли мхъ назвал, 

Если возьмемъ знакъь -+, то квадратъ состоить мзъ двухъ средныхь нзющадей, а 
если возьмемь знакь —, то квадрать сложенный съ среднвиъ пряшоугольнихомъ У (а*_е}Ь, 
или У(а_—@Ь, или БУа—с хаетъ среды прямоугольник: аУб, или У 45, ихибуа. 

Предложещя 43—48 м 80—85. Въ этнхь нредложетахь доказывается, что всё ир- 
рацонельности, нолученныя чрезь сложене нли вычитаве могуть разложатся ина ихъ сос- 
хазиыд части члены (0›брате) только въ одвой точкЬ. Эти иредложеня, выраженных ал- 
гебранческя даютъ уразнеше а+УБ —х+Уу мн Уа--у— УхНУу, которыя какъ 
яэвфстяо изъ алгебры могутъь существовать, только тогда когда г — а, у—6. 

Предложешя 49—54 и 86—91. Дьють построеше шести родовъ биномальныхь м 
зычетовъ. 

Общее виражеше бимомальной или вычета есть Уа-- УЪ. Смотря потому будуть аи 
а или $ полными квадратами или ни одмо язъ нихъ, н въ каждомъ изъ этихъ трехъ слу- 
чаевъ больнИй членъ квадратитъ мадъь меньшниь па квадрать, коего сторона сонзыЗрнма 
или несоизмёрима съ большимъ членомъ. Евклидь дфлить биножмальныя м вычеты па 
шесть порядковъ. ы 

Т. Больший членъ кзадратить надъ меньшимь на квадрать коего сторона соизи%- 
рима но длин съ большимъ членомъ. 


1) Больший зленъ соизмёримъ съ данною рацональною прямою, т. е. есть рапло- 
вальида пряызл. Это будетъ перзая бнномальнал или перзый вычету, смотра по знаку: 


2) Мекышй члекъ есть рацдональная прямая. Это будеть вторая биномальная пли 
еторов вычетъ. 


Ио = а ЗОНЕ а 


Ую-е 


8) Оба члена несоизмёримы. Это трстля биномиььмал или третёй вычеть. 


а — с” о а 
уз--у “®. азы Уа-- уа—аа 


П. Больший членъ кгадратить надъ меньшимъ ма квадратъ, коего сторона по длии8 
несоизы%рима съ больнниъ члекомъ. 

1) БолынИ членъ есть рацюнальная прямая, Это ченмертая биножщамная ии 
четеертый вычеть. й 


а = Ув—а 


3) Мень члеяъ рапональный Это будеть пятая бызожщалная или пятый 
вк, 


У@?-8 = а 
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8) Оба члена иесоизывримы. Это будеть шестая биножальналя или шестой вычеть, 
Уа-= Уа—а. 


Иредложентя 55—60 и 94—97. Въ этихь нредложещяхь Евклидъ геометрически из- 
влекаеть квадратные корни изъ биножальныхь и вычетовь разанчныхь порядковъ н нока- 
зываетъ, что результатомъ всегда будетъ одив изъ иррацональностей; отъ пред. $7 до 41 
м отъ 74 до 80. 

Эту операцио онъ дВлветъ такъ: береть рацюнальную прямую и строить прямоу- 
гольниЕъ, коего другая сторона есть одна изь быножальныхь или одиыъ изъ вычетовъ м 
показываеть, что сторона квадрата коего площадь равна, ностроениому прямоугольиику 
есть одна изъ выше уномлнутыхь пррашональностей, 

Примьръ 1. Есям примемъ рацюнальную прямую за 1, то нхощадь прямоугольшика 
построениаго на жереой биномальной или первомъ вычеть п на единиц® будеть а-5У а*— В, 
а квадратный корень изъ нея будетъ сторона квадрата: 


Из = Ув — ГА. -у а— 
3 2 
т. е. просто биножальная или вычет. 


Примтрь 2. Квадратный корень изъ четвертой биножеальный мам четвертомо вы- 
чета будеть большал ирлоииональная: 


Уа = ума-У + -- у аа 

Предложещя 61—66 м 989—103 суть обратныя предъидущимъ, а именно: что квад- 
раты шести мррацлональностей сложенныхь дають биножмальныя различиныхь норадковъ, & 
квадраты шести иррапональностей вычитаемыхь дають шесть вычетовь различиыхъь но- 
радковъ. 

Отоьль 4. Предложене 113. Прямоугольникъ ностроенный на одной мзъ бином1аль- 
мыхъ, равный квадрату, иостроенному на рецональной прямой мыфетъ высотою одинъ изъ 
вычетовъ. 


Въ самомъ дБ, мы ныфемъ 42—2(а--У6) кли 4'—х (УФ Уб), откуда: 


4*а—У5) а*(Уа—уУ5) 
® — 5. ив ®— А 
оба суть вычеты. 
Такъ какъ (Уа--У5) (Уа—Уб) =а-Ъ, то прямоугольникъ между биномёмьною и 
вычетомзъ есть ращюнальный. 
Предложеще 115. Прамоугольникь, построенный из биномальной м вычетт, коихъ 
члены по члеимо соизм$римы м пропорщюнальны, будетъь рацювальный. 


Пусть аНУФ будеть одна сторона прямоугольника, то во условшо другая будетъ 
ма—туУЪ. Слфдовательно прамоугольникь будеть: 


тца*—5). 
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Нредложене 117. Посх®диее предложеше десятой кивги, содержитъ доказательство, 
что дюгональ квадрата съ его стороною суть величины несонзи$римыхл. 


Дается два, доказательства изъ конхъ думаютъ, что первое не принадлежить Евкаиду, 
а было вставлено однимъ изъ комментаторовъ илн же Теономъ, который переработыпаль 
эдементы Евклида; другое гораздо проще. Первое основано на томъ, что чнс20 въ одно 
время пе можеть быть четнымъ и нечетиыиъ, а второе, что квадратъ дагоналн относится 
къ квадрату стороны какъ 2:1. Вирочемъ, съ этымъ инфиехъ высказаинымь Нессельманомъ, 
Бретшнейдеръ несогласенъ. 


Десятая конга Евклида есть едниственная, которая даеть намъ поняше о пррацю- 
нальиой арнеиетивв у древнихь. Дюгень Лаертсый упоипиаеть еще, что Демокритъ 
прежде Евклида писалъ объ иррашюнальныхь величнияхь въ созниент, которое носило 
назва лё0$ аЛбушт убошьшу на: увотбу. В ь 


За этимъ въ течени! цёлыхъ Росемиадцати столётй теоря иррашонзльныхь велн- 
чинъ оставалась въ забвени, и только въ конц ХУ стодфия ими началь занииаться 
Дука Пачоди (Гасаз РасюН 4 Вокро). 


— |] 


КНИГА ХТ, 


Книга первая „О тфлахъ: 


Опредлен{ =. 


- 1. Тъломь (Хлеб) называется то, что имфетъ длину, ширлну и глубину. 


Примзм. 1. Оть словъ отарво (110) и ифров (мЁра) проввошло илзвае Стерео- 
метрёя, той части геометрш, которая занимается изсаЗловащеиъ свойствь твлъ. 


2. Предзлы тВла суть яоверхности. 

8. Прямая линая перпендикулярна къ ялоскости, если она образуетъ 
прямые углы со всБми прямыми лин ями, лежащими въ этой плоскости и 
проходящими чрезъ нее. 

4. Плоскость перпендикулярна кь плоскости, если прямыя лити 
перпендикулярныя къ пересфченю этихъ плоскостей и лежазйя въ одной 
изъ нихъ перпендикулярны и къ другой. 

5. Наклонемемь прямой лиши къ плоскости называется острый уголь, 
который она составляеть съ прямой лишей проведенной чрезь ДвЪ точки 
изъ коихъ одна есть пересфченше ея съ плоскостью, а другал точка пере- 
сфчеше перпендикуляра, опущеннаго изъ какой нибудь ея точки на плос- 
ЕОСТЬ. " 

6. Наклонещемь плоскости къ плоскости называется острый уголъ, 
составленный двумя перпендикулярами, возставленнымы изъ какой нибудь 
точки линш пересЗченшя трехъ плоскостей, къ самимъ плоскостямъ. 

7. ДвБ пары плоскостей имфютъ одинаковые умия наклоненя, если 
вышеупомянутые углы наклоненя равны. 

8. Параллельными плоскостями называются тавя, которыя . никогда 
не встр8чаются. 

9. Подобными тВлами называются таня, которыя ограничены, од- 
ни\ъ и тВыъ же числомъ подобныхъ плоскостей. 

10. Равными и подобными т®лами, называются тая, которыя огра- 
ничены одинаковымъ чисхомъ равныхъ и подобныхь плоскостей. 
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Прими. 2. Опредфлеме это, сооственно говоря, не есть овредхёлеше, а нредло- 
жеше, требующее доказательства. Пейраръ (Реугаг) хоказаль это опредфлеше для случая, 
когда тёлесные углы, составлены не бодфе кажъ изъ трехъ олоскихъ угховъ; а мы докажеиъ 
ниже это нредложеше для выпуклыхь тёлъ съ какими бы то ннбыго тфзесвыми углами. 


Робертъ Симсоиъ утверждаетъ, что 10 опредёлеже несправедживо для веёхь слу- 
чаевъ, & потому мнома изъ доказательствь ХП книги м нВкоторыя доказательства ХИП 
книги мы%фють въ своемъ основан ложное начало; и основав этого онъ опускаеть это 
опредфлеше и замфняеть его тремя теоремамы, помфщеннымн имъ вслдь за предложе- 
вемъ 22. Для доказательства того, что 10 опредёлене несправедливо въ язкоторыхь слу- 
чаахъ, Сымсонъ предполагаеть два тёла, нмёющихь одинаковое число подобныхь и рав- 
ныхь стороиъ, въ одномъ изъ этихъ тёль одинъ уголь волнутый, въ другом же всё углы 
выпуклые. Но не очевидно-хи, что Евкаидъ имфть въ виду только тёла не ныёющия вогну- 
тыхъ угловъ? Неужели нужно было это оговорить? Это опредёхене вполн® вЪрно для эсёхъ 
случаевь, когда углы тВла суть выпуклые. 

Предложене, ноставлениое Симсономъ ва м$Всто этого опредёлен!я, выражено слф- 
дующимь образомъ: 

„ТФла, составленных нодобными плоскостями, разныммы по числу и но величин и 
нодобно расположенинми, коихъ тфлесные углы, составлены ие болбе, какъ изъ трехъ 
влоскихь угловъ, равны и нодобны между собою“. 


Предложеше это заключаеть лишнее услоше; изъ того что два та ограничены 
одинаковымъ чисаомъ разныхь м подобныхъ стороиъ, прямо слЗлуеть, что стороны этихъ 
т&ль одинаково расположены въ каждомъ изъ нихъ. Это подобно тому, еслм бы мы ска- 
зали, что треугольники, составленные равными и подобно расположенными сторонами равны 
м подобны между собою. 

Предложене Симсона состоитъ изъ двухъ случаевъ; если приложить одну изъ сто- 
ронъ перзаго тёла къ сооте®тствующей стороны второго, то можеть случаться, что ос- 
тальныхл стороны перваго тёла совызстятся съ остальными сторонами втораго тёла, или-же 
можеть случится, что первое тВло будеть находнться вн втораго. Симсонъ коказывзеть 
только нервый случай, и совершенно ничего не говорить о второмъ, которыЁ лежитъь пъ 
осиовани доказательствь преддожевнй 28 н 40 книги ХТ н доказательствь предложений 
Зи 4 книгя ХП: а потому всё эти доказательства имвютъ дёйствительно ложное ивчахо 
въ силу ноправокъ сдфланиыхь Симсономъ. 


Уливленный, что геометры въ течени ХШ столвти врили въ справедливость 10 
опредленя, Симсонъ говорить: „Но, что же должны мы сказать если это опредёлеше 
везфрно? Не должны-лн мы сознаться, что геометры въ течеши ХШ вфковъ бызн въ за- 
блуждени, относительно этого элементарнаго предложения? Пусть это намъ послужить уро- 


`комъ быть скромными и сознать какъ трудно быть всегда осмотрительными, какь натъ 


умъ слабъ, въ виду того, что мы не можемъ оградить себя оть ошибокъ, въ началахъ 
наукъ, которыя го справехянвости называютъ самыми точвыми“. 


Эти послВди я слова Симеона могуть служить иримёромъ, какъ нужно быть осто- 
рожнымъ при поправеЁ тёхъ истинъ, которыя были приняты геометрами, гъ течени п%- 
хыхъ тринадцати вЪковъ! 


11. Тьжесный уюль есть взаимное наклонене, по крайней мёрё, 
трехъ прамыхь лин, не лежащихь въ одной плоскости, но встр8чаю- 
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щихся въ одной точЕФ. Или: тЪлесный уголъ есть тотъ, который огра- 


ниченъ по крайней мЬрЪ тремя плоскими углами, не лежащими въ одной 
плоскоети, но ичфющими вершнну въ одной точЕФ. 


12. Пирамида (Нор) есть тВло, ограниченное плоскостями, про- 
веденными отъ какой нибудь плоскости къ точЕЪ, лежащей внЪ этой пос- 
лБдией. 

13. /ризма (Моора) есть тЪло, ограниченное плоскостями, изъ коихт, 
двЪ противолежания равны, подобны и параллельны, остальныя же суть па- 
раллелограммы. 

14. Шафрь (Хфбфо), описанъ полукругомъ, вращающимся на непод- 
вижномъ дааметр. 

15. Ось шара есть неподвижная прямая линя, около которой вра- 
щается полуБРугъ. 

16. Дентрь шара есть цеитръ вращающагоея полукруга. 

17. Дгаметрь шара, есть прямая лишая проходящая чрезъ его центръ, 
предвхомт которой служить поверхность шара. 

18. Конусь (Коубе) описанъ прямоугольнымъ треугольникомъ, вра- 
шающимся около неподвижной перпендикулярной стороны. Смотря по- 
тому, будетъ ли неподвижная перпендикулярная сторона равна, больше 
или меныпе другой вращающейся, мы получаемъ зрямоуюльный, тупоуюль- 
ный или остроуюльный конусь. 

19. Ось конуса, есть неподвижный перпендикуларъ, около котораго 
прашдется треугольникъ. 

20. Оеноваше конуси, есть вругь описакный движешемъ перпендику- 
ларной стороны. 

21. Дилиндрь (Ко№л5рос) происходить отъ вращеня прямоугольнато 

параллелограмма, около неподвижной стороны. 

22. Ось цилиндра, есть неподвижная сторона, около которой вращается 

парахлелограммъ. 

23. Основаня цилиндра суть круги, ограниченныя противолежащими 

вращающимися сторонами. 

24. Подобные конусы и цилиндры суть ТЪ, въ которыхъ осн и да- 
метры основанй пропорщонахьны. 

25. Кубь (КоВо®) есть тВло ограниченное шестью равными квад- 
ратами. 

26. Тетраедрь (ТЕхобеЗ осу) есть тёло, ограниченное четырьмя рав- 
выми и равкосторонними треугольниками. 


21. Октаедрь (Охтавёроу) есть тВло, ограниченное осьмю равными 
и равносторонними треугольниеами. 
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28. Додекаедрь (Аыфеха&Зроу) есть тзло, ограниченное двфнахцатью 
равными и равносторонними патиугольниками. 

29. Икосаедрь (Еихосав5 ро») есть т№ло, ограниченное двадцатью рав- 
ными и равносторонними треугольниками. 


Пмич. 3. Паралидепитедомь называется тёло ограниченное пе парно параллель- 
ным БлОСкоСтями. | 


Предложен! и. 


Предложене 1. Части прямой лини не могуть лежать одна надъ 
илоскостью, а другая въ самой плоскости (фиг. 440). 


Фиг. 440. 
[9 


М 
Доказат, Если это возможно, то пусть АВС бухетъь прамая лин, 
которой части: АВ и ВС лежать, первая въ плоскости, а вторая надъ 
плоскостью. Продолжимъ часть АВ, лежащую въ плоскости, до точки Г: 
тогда отрёзокъ АВесть общий двумъ прямымъ лишямъ АВС и АВО, что 
невозможно, такъ какъ дв прямыя лиши могутъ или пересЪкаться только 


въ одной точЕЁ, или совпадать ВСЪми своимн частями. А потому иевоз- 
можно, чтобы часть прямой лежала въ плоскости, & другая виз ея. 


Прымич. 4. Это предложене дЬлается хншиииъ, еслн привать опредёленю илоскос- 
ти, которое мы даемъь въ приыфчани Б. Еромв этого само доказательство Евехиха 
неосновательно. Въ самомъ дёл8, онъ полагаеть, что продолжеше ВС части АВ, находя 
щейся въ плоскости, находится виз плоскости, а потомъ говорить: продохжимъ часть АВ 
въ плоскости до точкн 2. Если ВС есть продолжеше частн АВ, то уже нельзя сказать: 
продолжиыь АВ въ плоскости до точки 1). Это предложеню Евклидь могь доказать, осно- 
вывалсь на своемъ опредёлеши нлоскости (кн, 1, опр. 7), сказавъ что илоскость не была 
бы расположена одинаково откосительно прямой АВС. 


Предложене 2. ДвВ пересЪкающияся прямыя лини АВ в СР лежать 
вЪ одной плоскости; точно также всяый треугольникъ лежить въ одной 
плоскости (фиг. 441). : 

Доказат. На прямыхь лишяхъ ЕС и ЕВ возьмемъ произвольныя 
точки Ри С, и проведемъ прамыя Е@ и СВ. 


Если предположим, что часть ЕР треугольника ЕСВ лежитъ въ какой 
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нибудь плоскости, а остальная часть РОВС надь этой поблахией, то части 
ЕЕ или ЕС’ прамыхь ЕС или ЕВ лежать въ этой плоскости, друйя же 
части РС или @В надъ ней, что (ки. 11, пред. 1) невозможно. А потому 


Фиг. 441. 


ЦЗлый треугольникъ ЕСВ лежить въ одной плоскости, въ которой лежатЪ 
ЕВ и ЕС, а ся8довательно (кн. 11, пред. Г) АВ и СХ. 


Примич. 5. Опредёдеше плоскости Евклида также темно какъ и опредфлене пря- 
мой. Нев.йше геометры далн иЪсколько опредфлея!й плоскости. 

Лежандрь опредёляеть ялоскость, говоря что это есть поверхность, на которой пря 
мал, има дЕф общы точки съ ней, совыфщается эсфин сзоимн точками. 

Казалось бы съ нерваго взгляда, что онредфлене плоскости Евилида (км. 1, опред. 7} 
совпахаеть съ этимъ посялнимъ, но пред. 1, вн. 10 противорёчить этому заключен. 

Гуель (Нбпе]) прибавляеть къ этому: и что, какая нибудь, часть этой поверхности 
можеть совиЪститься па той же поверхности нля прямо, или обратно, т. е. посхв по- 
ворота около двухъ ея точевъ. 

Бальтцеръ говорить, что плоскость есть поверхность, которая образуется двыже- 
щемъ нрамой, проходящей чрезъ данную точку н скользящей по данной врамой, 

Тавъ какъ ма основан этого опредёленя нельзя доказать, что прамая, имфющаа 
съ поверхностью двз общуя точев, вся въ ней помфщается, то онъ принимаеть это посл д- 
нее свойство какъ аксому плоскости. 

Такъ хакъ на основав м первой части опредёлевя Туеля илн авсомы плоскости 
Бальтцера, легко хоказать вторую часть опредвленя Гуеля и показать, что поверхность, 
образуемая двнжешемъ прямой, проходящей чрезъ данную точву и скользящей по данной 
прямой есть плоскость, то мы н иринемъ это опредёлеше. Итакъ млоскость есть такая 
яоверхность, на которой прямая, импющая деъ обийя точки съ ней, вся на ней помъ- 
зпается. 

Предложене. Чрезъ три данныя точкн, не лежаши на одной прямой можно про- 
вести только одиу плоскость, т. е. тремя точками плоскость вполи8 опредёляетея. 

Доказат. Пусть точкн 4, Вин С будуть общия двумъ различным» нлоскостямъ ан р. 

Праямыя АВ, АС, ВС, соеднияющя точки Ан В, АнС, Сн В, ны%я о дв 
общия точки съ плоскостями а н р, будуть совыЪщаться съ обфнии плоскостями. Этн три 
прямня хёлатъь каждую плоскость а и р на семь частей, изъ коихъ одпа замквутая АВС, 
а остазьныя открытыя. 

Возьмемь, какую нибудь, точку Л) на пдоскости а внутри замкыутой ея части н 
покажемъ, что эта точка лежить в въ плоскости д. Въ самомъ дёлф, проведемъь чрезъ 
зочти А и Л прямую АШП, эта нрамая, маходясь вся ВЪ ИЛОСЕОСТИ а, пересёчеть прамую 
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ВС, лежащую въ шоскостахь а н д, напрнифръ въ точЕЪ Е. Такъ какь точки Ан Е 
лежать въ обжихь илобкостяхь ин В, то н вся прячая АЕ зежить въ плоскостяхъ 
в и р, а стВдовательно и точил ДР), на ней лежащая, находнтся КаЖЪ ЕЪ ИЗОСКОСТИ в, ТАКЪ 
и въ плоскости 6. Итакъ всё точки замкнутой части АВС находятся въ оббикъ п20с- 
востяхь а и д. 


Фиг. 440. 


Возьмемъ еще точку О’ на плоскости « въ незамкнутой ея части. Соединимъ эту 
точку съ одною изъ точекъь А, В, С, такъ выбрамною, чтобы эта пранаё пересЪкала ос- 
чвльную прлиую. Пусть эта точка будеть А, то АГ’ должна пересфчь прамую ВС н по- 
ложимъ, что она ес пересЪкаеть въ точЕЪ Е“ 

"Такъ какъ точки А н Е’ находатся обв въ плоскостях с и р, то н вся ирямах 
АТ’ будеть лежать въ обфихъ пхоскостихь, а слЬдовательно и точеа О’, наней лежащал, 
находится какъ въ плоскости а, такъ и въ плоскости в. Откуда видпмъ, 9т0 вс точки 
плоскости © совы фщаются со всзми точЕАМн илоскостн р. 

Сльдстве 1. Пряман н точка виз прямой опредВляють плоскость. Въ самомъ 
АЪЛЬ, мозьмемъ на прямой двЪ, кашля нибудь точки, чрезъ эти точкн и чрезъ даи- 
ную проведемъь плоскость, эта плоскость вполи® опредёляется и содержать даиную пря- 
мую. Легко также видфть, что каждая прямал, проходящая чрезъ даниую точку н уцнраю- 
щанся на данную прямую вся дежитъ въ плоскости опредфляемой прамою в точкою. Ог- 
куда образоване плоскости движетемъ прямой. | 

Сльдствие 9. ДвВ пересвкающяся прямыя опредфляютъ плоскость. Въ самомъ дёлЬ, 
точка пересёченя прямыхъ н дв точки произвольно юзятыл, одна на одной, в другая на 
кругой прямой, волн опредваяютъ плоскость, въ которой лежать 06% данныя пересЪкаю- 
нился прямыя, 

Слъдстае 3. Всакую фигуру на плоскости можно передввнуть ио плоскости, вЪ ка- 
кое нибудь другое м%сто плоскости безъ воякаго изм нев!я. 

Въ самомъ дётЬ, нозьмемъ три точкн на взятой плоской фигурв ни перенесемь эту 
фигуру зъ другое м%сто плоскости, совыёстимъ три точки фигуры съ плоскостью, то оче- 
ВНдкО всё точки фигуры совызстятся съ точкамн ихоскости, такь каБъ въ противномъ 
случа чрель три точки проходило бы дв плоскости, что невозиожно. Легко, точно такхе 
видЪть, что взятая фигура, повороченная и другой стороной совиЪститси съ плоскостью, 
въ какомъ нибудь другомъ ел мфст®. 
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Сльдстве 4. Пересвчеме двухъ плоскостей есть прямая лишя. Гъ самомъ АВ, 
если возьмемъ на перес®чени двухъ плоскостей двЁ, кая нибудь точен н проведемъ чрезт 
эти точен прямую, то эта прямая будетъ паходнтся въ обфихъ плоскостяхь, слёдовательно 
она есть ихъ нересфчеше. 

Дюшшмель опредЗаяетъ плоскость такъ: плоскость есть поверхность образозанная 
дниженемь прямой перпендикулярной пъ друюй прлмой около которой она вращается. 

Прииявъ это опредвлене олоскости, легко показать, что ирнмая, инфющая длВ об- 
ия точен съ плоскостью вся съ ней совм щается. 

Въ самомъ дЬлЬ, легко видЪть, что пронзвольпо взятая точЕа М из перпеидикуляр8 
АК, образующемъ въ своемъ движеши плоскость, находится въ равномъ разстояюн отъ 
двухъ точекь В н С, прямой ВС, для которыхь АВ--АС, А есть точка въ которой пря- 
мал ВС встр®чаемъ плоскость. Возьмемъ еще хругую точку № на перпендикуляр& АК ръ 
другомъ его положения н проведемъ прямую ММ, то легко видЪть, что треугольники 
ВММ и СММ раввы. 

На прямой ММ возьмемъ произвольно точку Х, то очевидно, треугольники 
ХВМ -ХМЮС, откуда ХВ--ХС, т. е. прямая ХА перцендикуларна къ ВС, сяловательно 
точва Х, прямой ММ, ваходится въ илоскостн ММА. Читателя просять составить чертежь. 

Тзкое опредВлене плоскости, какъ видимъ, требуеть предваритедьныхь понят объ 
углахъ, о равенств® треугольниковъ. Дютаиель въ своемъь сочипент „Юез к@одез @алз 
]ез эфепсез 4е газоппешепе”, и даетъ эти предварительныя свбднш прежде опредфлетя 
плоскости. Дюгамель зам чаетт, что опредзлеше плоскости Ледандра п другихъ геомет- 
ровъ заключаеть безчисзеняое мпожество услойй, которыя прямая должна Выполнить ина 
плоскости, и существуетъ-яп такого рода поверхность? Но ипротпвь этого послфдияго 
можно сказать, что тотъ же вопросъ можно предложить и отпосительно опред$левя прямой. 

Мн кажется, что несравненно логичие опредфлить нлоскость, Бакъ это дВлаетъ 
Бальтцерь, и потомъ принлть за аксюму свойство плоскости, что примая имфю- 
щая хв® обийя точки съ плоскостью вся на ней совмЪщаетел, а не доказывать это сной- 
ство, кажъ дёлаеть это Дюгимель, вводя предварительных повят, котерыя ве имфютъ над- 
зежащей ясности для начниающихь изучене геометрии, 


Предложене 3. ДвЪ плоскости АВ н ВС пересвкаются по прямой 
лини ВО (фиг. 442). 


Фиг. 442. 


Доказат. Пусть пересзчеше ВО, общее плоскостямъ, не будетъ пря- 
мая линя; оть точки Г) къ точкВ В въ плоскости 4В проведемъ прямую 
линю ДЕВ, а въ плоскости ВС прямую линь ДЕБ, прямыл эти имВютъ 
дВЪ обилия точки, а слёдовательно заключають пространство ВЕШЕ, что 
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(Ен. 1, пред. 12) невозможно. А потому РЕВ и ДЕВ ве. суть прямыя ливи, 
по этой же причин ни одна изъ прамыхъ проведенныхь изъ точки О въ 
точк% В, кромЁ прямой ОВ вззимнаго пересфченя этихь плоскостей, ие 
будетъ прямая хин1я. Сл$довательно пересфчеве это есть прямая линя. 

Предложене 4. Прямая лишя ЕР перпендикулярная, въ точк пе- 
рес®ченя Е, двумъ прямымъ ливяыъ АВ и СШ, перпендикулярна въ 
плоскости проходящей чрезь эти дв® прямыя лини (фиг. 443). 


Фиг. 443. 


Доказат. Отложимь ЕВ=ЕА и Ер=ЕС; проведемъ въ плоскости 
прамыхь АВ и СД чрезь точку Е въ произвольномъ направления прямую 
СЕН; точно также проведемь АЛ) н СВ и изъ произвольно взятой точки 
Г на прямой ЕР проведемъ прямыя ЕЛА, ЕС, Ер; ЕВ, ЕН, ЕС. Въ 
АЛЕ) н АВЕС, АЕЕВ, ЕГ=ЕС, { АЕГр== (ВЕС (кн. 1, пред. 15). 
СлЗловательно (кн. 1, пред. 4) Ад=СВ и ДРАЕ= (ЕВС. 

А потому вь ДАСЕ и АВНЕ, ДОАЕ=ХЕБО, и (вн. 1, пред. 15) 
ДАЕС= ВЕН, хром того АЕ==ЕВ. Сл№довательно (кн. 1, пред. 26) 
СЕ-—=ЕН н АЗ—ВН. 

Вь ЛЕЕА н АЕЕВ, углы при точкВ Е суть прямые, кромЪ того 
ЛЕЕВ, ЕВ=ЕЕ. СлЗдовательно (кн. 1, пред. 4) ЕА=ЕВ. 

По той же причин въ ДЕЕД н АДРЕС, прямая Е)—=ЕС. 

Изъ этого слвдуетъ, что вь ЛЕАО ин АЕВС прямыя ЕА=РВ и 
ЕЬ=ЕС. Но мы имфли, что АГ=ВО, сл®довательно (кн. 1, пред. 8) 
ИЕАР=ЕЕВОС. 

Ивъ этого сх8дуетъ, что вь ДЕРА@ и ДЕВН, /ЕАР= ЕЕВС. Но мы 
имвли, что А@=ВН и ЕА-ЕВ. СлЪдовательно (вн. 1, пред. 4) ИВ=ЕН. 

Изъ этого слФхуетъ наконець, что вь ЛЕЕС и ДЕЕН, Еа—=ЕН; 
сторона ЕЁ общая обоимъ треугольнякамъ. Но мы имЪли выше ЧЕ=ЕН; 
сл#довательно (ки. 1, пред. 8) ДОЕЕ=ИНЕЕ, ® потому ЕЁ перпенди- 
кулярна къ СЕН, въ точкь Е. 

Подобнымъ же образомъ можно показать что прямая ЕЁ перпен- 
хикулярна ко всякой прямой ЧЕН, проходящей чрезъ точку Е, лежащей 


479 


въ илоскостн, проведенной чрезь прямыя АВ и ШС. СхВдовательно 
(вв. 11, опред. 3) прямая ЕЙ перпепхикулирна къ этой плоскости. 

Предожеще 5. Три прямныя лиши ВС, ВО, ВЕ, исходящая изъ одной 
точки В лежать въ одной плоскости, если прямая перпендикулярна въ этой 
точкЁ этимъ тремъ прямымъ (фиг. 444). 


Фиг. 444. 


Доказат. Если бы этого не было, то пусть ВО и ВЕ лежать въ 
плоскости, а ВС надъ плоскостью. Продолживъ илбекость проходящую по 
прямым АВ и ВС до ветрёчи съ плоскостью, проходящую по прячымъ 
ВО и ВЕ, пусть она встр8тить эту посх8днею по прямой лини ВЕ(Ен. 11, 
пред. 3), прямыя АВ, ВС, ВЕ лежать въ одной плоскости. 

Но АВ перпендикулярна къ ВО и ВЕ слВдовательно (ки. 11, 
пред. 4) она перпендикулярна и къ ВЕ, слЪдовательно Д АВЕ-=а, а по 
условю ХАВС=Я. А сл»довательн0о ХАВЕ=/ АВС, что невозможно 
(кн. 1, пред. 9). А. потому прямая ВС находится не въ другой, а въ одной 
и той же плоскости, какъ и прямия ВО и ВЕ. 

Предлюжеюе 6. ДвЁ прямыя АВ и СО, перпендикулярныя къ одной 
и той же плоскости, параллельны (фиг. 445). 


Фиг. 445. 


Ум 


Доказат. Пусть Ви Ш суть точки пересзченя перпендивухяра съ 
плоскостью. Проведемъ прямую ВД), и возставимъ къ ВО, въ точкЁ Ш, 
перцендикуляръь ОЕ въ этой же плоскостн; сдВлаемъ ДЕ=АВ; проведемъ 
еще праямыя ВЕ, АЕ, АД. 

Такь какъ прямая АВ перпендикулярна’ въ плоскости, то (вн. 11, 
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нред. 3) уоль ДАВШ и ДАВО суть прямые. По этой же причин 
И(СОВи ДСШОЕ также прямые. Но АВ-=ДЕ и В)=ВрО, сл\довательно 
(кн. 1, пред. 4) АР-=ВЕ. Изъ этого слёдуетъ, что ОЕ=АВ, АР=ВЕ, 
АЕ-=АЕ; а потому (кн. 1, пред. 8) ДЕРА=ХАВЕ—ЯА; слБховательно 
ЕЛ перпендивулярна къ ОА, а тавже къ ОВ и ГПС. Слёдовательно 
(кн. 11, пред. 5) Вр, РА, РС лежать въ одной и той же плоскости, что 
и АВ (кн. 11, пред. 2). Но ДАВЬ и (ВОС суть прямые, сх$довательно 
(ки. 1, пред. 28) АВ и СШ паразлельны. 

Предложен 7. Прямая лишя, соединяющая дв точки Еи Е двухъ 
парадлхлельныхь линй АВ и СШ, лежить въ одной съ ними плоскости 
(фиг. 446). 


Фиг. 446. 


Доказат. Еели это не имфетъ м»ета, то пусть она находитен надъ 
плоскостью, какъ напримёрь ЕСЕ. Чрезь эту поехЗднею прове 
демъ плоскость, которая (кн. 11, пред. 3) пересЗчеть иижнюю плоскость 
по лиши ЕЁ, которая съ прямой ЕСЕ заключаеть пространство, что 
невозможно (кн. 1, пред. 12). А потому прямая лишя, проведенная между 
точками Еи Е, лежитъ не надъ, а въ той же самой плоскости, въ ко- 
торой лежатъ параллельныя прямыя АВи (7). 

Предложене $5. Если изъ двухъ паразлельныхь линй АВ и СХ, 
одна перпендикулярна къ плоскости, то и другая СЮ перпендикуларна 
къ той же самой плоскости (фиг. 447). 

Фиг. 4417. 


Я. 


2 


Докалат. Пусть Ви ДО булутъ точки встрёчи параллельныхь лин 
съ плоскостью. Проведемь ВД; прямыя АВ, ВО, ПС лежать въ одной 
плоскости (кн. 11, пред. 7). Возставимъ перпендикулярь ДЕ, въ точк® 
0, къ прячой ОВ, лежащей въ первой плоскости, отложииь ОФЕ=АВи 
проведемъ прямыя ВЕ, АЕ, АД. 
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Такь какъ АВ перпендикулярна въ основной плоскости, а прямыя 
АВ и СШ параллельны, то ДАВО=ДАВЕ—д (вн. 11, опред. 3) и 
ДАВЬ--/СРВ=24 (вн. 1, пред. 29). Но ДАВШ=а, слЪховательно 
И ООВ=—а, а потому прямая СЛ перпендикулярна въ прямой ДВ. 

Такъ какь ДАВО= Д ЕБВ=4, прямая АВ=рЕ ВО—=ВО, то 
(ки. 1, пред. 4) Ар=ВЕ. А потому ДЕ=АВ, А)=ВЕ, АЕ=АЕ, сх 
довательно (кн. 1, пред. 8 ДАВЕ=ХЕША. Но ДАВЕА, а потому 
ДЕРА—а, и прямая Е) перпендикулярна къ прямой ОДА; но такъ какъ 
/ВРЕ-Я, то прямая ЕЛ) перпендикулярна также къ прямой ДВ, слз- 
довательно (кн. 11, пред. 4) дна перпендикулярна къ пхоскости,  прове- 
денной чрезъ прамыя ОВи ПА, а потому она перпендикулярна (ки. 1, 
пред. 3) н къ прямой ДО, веторая лежить въ одной плоскости съ 
треугольникомь АДВ., Изь этого слЪдуеть, что СШ  перпендику- 
лярна къ ДЕ, но мы видёли, что СР перпендикулярна въ ОВ, схВдо- 
вательно (кн. 11, пре. 4) она перпендикулярна къ плоскости, въ которой 
лежать ДЕ и ЛВ, т. е. въ плоскости прямой АВ. 


Предложеще 9. Прямыя АВ и СГ паралхлельныя прямой ЕЁ, не ле- 
жащей съ ними въ одной плоскости параллельны между еобою (фиг. 448). 


фиг. 448. 
в и А 
о НИНЕ: Е 
р \- -с 


Доказат. Возьмемъ на прямой ЕЁ произвельную точку @, въ этой 
точки возставимъ перцендикуляры къ прямой ЕЁ, одинъ @Н, хлежашй въ 
плоскости, проведенной чрезъ прямыя ЕР и АВ; другой @Т въ плоскости, 
проведенной чрезъ прямыя ЕЁ и СЛ. Изь этого сл%®дуетъ, что прямая 
ЕР перпендикулярна къ прямымъ @Н и СТ в потому (вн. 11, пред, 4) 
она перпендикулярна къ плоскости проведенной чрезъь прямыня @Н и СЕ 
вром того она параллельна прямой АВ, изъ этого сх»дуеть (кн. 11, 
пред. 8) что АВ также перпендикулярна къ этой плоскости. По хой же 
причин и прямая СГ перпендикулярна къ этой же плоскости. СлВдо- 
ватехьно (вн. 11, пред. 6) АВ и СШ параллельны. 


Предложене 10. Два углю АВС а ОЕЁ, хлежатие въ различныхь 
плоскостяхь, коихъ стороны АВ и ДЕ, ВС и ЕЁ параллельны, равны 
между собою (фиг. 449). 
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Доказат., Отложимь АВ=ОЕ, ВО-=ЕЕ и проведемъь прямыя АЛ, 
ОЕ, ВЕ. 40, ПЕ. 
Фиг. 449. 


ть 


р р 

Тавъ какь АВ и ДЕ равны и параллельны, то (кн. 1, пред. 33) 
прямыя АЛ и ВЕ также равны и параллельны. Шо той же причин8 СЕ 
и ВЕ также равны и параллельны. Сл®довательно (кн. 11, пред. 9 и ки. 1, 
пред. 1) АД и ОР равны и параллельны, а потому (ки. 1, пред. 33) АС 
и ОЕ равны и параллельны. Итакь АС=ОЕ, АВ=ОЕ, ВО-=ЕЕ, сл- 
ховательно (кн. 1, пред. 8) Д АВО=/ФЕЕ. 

Предложензе 11. Изъ данной точки А, надь данной плоскостью, опу- 
стить на нее перпендикуларъ (фиг. 450)? 


Фиг. 450. 


Рьшене. Въ данной плоскости проведемъ произвольную прямую ВС 
и опустимь на нее перпендикулярь АЛ (кн. 1, пред. 12). Если АД пер- 
пендикулярна къ данной плоскости, то задача рёшена. Если же прямал 
АЛ не периендикулярна къ данной плоскости, то возставимъ въ данной 
плоскости къ прямой ВС въ точк% Л) перпендикулярь ДЕ, а изъ точки 
А опустимъ перцендикуларь АР ва прямую ДЕ, этоть перпендивулярь 
АЕ будеть искомый. 

Чрезъ точку Е проведемъь прамую @Н параллельную прямой ВС. 
Тавъ какъ прамая ВС перпендикулярна въ прямымь ДЕ и ОА, то она 
перпендикулярна къ пхоскости. проведенной чрезь ДЕ и ЛА (вн. 11, 
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пред. 4), но @Н параллельна прямой ВС, а потому прямая :@Н ‘твкже 
перпендикулярна ЕъЪ этой плоскости (кн. 11, пред. 8), сяздовательно она 
перпендикулярна къ прямой ЕА, которая перес®каетъ прямую @Н въ точЕ® 
Е, лежащей въ плоскости проведенной чрезь прямыя ДЕ в ЛА (ка. 11, 
опред. 3). СлЪдовательно АР перпендикулярна къ @Н; но по предьяду- 
щему она также перпендикулярна къ ДЕ, а потому она перпендикухяриа 
къ плоскости проведенной чрезъь прямыя @Н и ДЕ (кн. 11, пред. 4), т.е. 
въ данной плоскости. 

Предложешще 12. Изъ данной точки А, лежащей въ данной плоско- 
сти, возставить къ ней перпендикухяръ (фиг. 461)? 


Фиг. 451. 
р Ев 


яс 


Ришене. Надъ плоскостью возьмемъ произвольную точку В, и изъ нея 
(кн. 11, пред. 11) опустимъ перпендакуляръь ВС на данную плоскость, чрезъ 
точку А проведемъ прямую АЛ параллельную ВС, это и будетъь искомый 
перпендикуляръ. 

Въ самомъ д8л3, ИД и ВС параллельны, & прзмая СВ перпендикулярна 
ЕЪ ДАННОЙ ПЛОСКОСТИ, сЯЗдовательио и прямая АЛ будетъ перпендикулярна 
ЕЪ ДАННОЙ ПЛОСКОСТИ (Ен. 11, пред. 8). 

Предложене 13. Изь точки А, лежащей въ плоскости, пельзя воз- 
ставить къ ней два перпендивуляра, лежапие по одну и ту же сторону 
плоскости (фиг. 452). 


Фиг. 452. | 


Доказат. Пусть, если возможно, въ точкВ 4 возставхены два перпенди- 
кулира АВи АС, лежаше по одну сторону нлоскости. Проведемъ чрезъ эти 
периенхикуляры плоскость, то она перес®четь данную нлоскость по прямой 
лини РАЕ (кн. 11, пред. 3), схдовательно прамыя АВ, АСи АЕ ле- 
жать въ одной плоскости. Но ДВАЕ и /САЕ суть прямые, такъ какъ 
прамыя АВ и АС перпендикулярны къ данной плоскости, въ которой ле- 
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жить прямая АЕ; в потому ДВАЕ-=ХСАЕ, что невозможно (кн. 1, 
пред. 9), такъ какъ они лежатъ въ одной плоскости. СлФдовательно не- 
зозможно, чтобы одновременно прямыя АВи АС были нерпендикулярны, 
КЪ ОДНОЙ и Той же плоскости, въ точЕВ А. 

Предложене 14. ДвЪ плоскости СД и ЕЁ, къ которымъ перпенди- 
кулярна одна и таже прямая АВ, паразлельны между собою (фиг. 453). 


Фиг. 453. 


Доказат. Есхи бы онз были не параллельны, то продолживь ихъ 
на достаточное разстоян!е, онЪ ветр®тятся и пересВкутся по прямой хи- 
ни СН (вн. 11, пред. 3). На прямой СН возьмемъ произвольную точку 
К, и проведемь прямыя линв КА и КВ, лежащя въ продолженныхь 
плоскостяхь СФ и ЕЕ. Такь какъ АВ перцендикулярна къ ЕЁ, то она 
также перпендикулярна къ ВК, а потому ДАВК=4. По той же при- 
чин ДВАК—94. Слёдовательно въ АДКАВ сунма двухъ угловъ равна 
двумъ прямимъ угламъ, что невозможно (кн. 1, пред. 17). Изъ этого сл%- 
дуетъ, что плоскости СО н ЕР по продолжени не встрЁчаются, а потому 
он параллельны (кн. 11, опред. 8). 

. Предложене 15. Если прямыя лими, составляющря стороны двухъ 

угловь АВС в ДЕЁ, лежащихь въ различныхъ плоскостяхъ, параллельны, 
то плоскости АС и ДЕ, въ которыхь чежать эти углы, также параллельны 
(фиг. 454). 


фиг. 454. 


Доказат. Изъ точки В опустимъ (вн. 11, пред. 11) перпендикуляръ 
ВС на плоскость ОЕ; чрезъь точку @ проведемъ въ этой плоскости пря- 
вый ЕД и ЕЁ параллельныя СН и С1. 
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Такъ какъ В@ перпендикулярна вЪ плоскости ОЕ, то Д ВСН=а= 
— / ВЕТ (вн. 11, опред. 3). Но прямая АВ параллельна ЕЛ, & ЕЛ пв- 
ражлельна СН, слВдовательно АВ параллельна @Н (ки. 11, пред. 9), а 
потому ДВЕН+ [ АВС—24 (ки. 1, пред. 29). СяЪдовательно д АВ@—а, 
а потому @В перпендикулярна къ В.А, по той же причинВ она нер- 
пендикухярна въ ВС; сл»довательно она перпендикулярна къ плоскости АС 
(кн. 11, пред. 4). Но по предъидущему СВ перпендикулярна къ плоскости 
ДЕ. СлЪховательно плоскости АС и ШОЕ параллельны (кн. 11, пред. 14). 

Предложене 16. ПересВчетя ЕЁ и СН двухъ параллельныхь плос- 
костей АВ и СД третьею ЕЕР@Н, параллельны между собою (фиг. 455). 


Фиг. 455. 


Доказат. Пусть ЕР и @Н не будутъ параллельны, то он встрётятея 
(такъ какъ онВ лежатъ въ одной плоскости) по достаточномъ продохжени, 
напримВръ въ точкВ 7. Такъ какъ прямая лия ЕЁТ вся лежитъ въ плос- 
кости АВ, то точка Г, которая принадлежить прямой ЕЕТ также лежить 
въ плоскости АВ (кн. 11, пред. 1). Мо той же причин точка Г же- 
жить и въ плоскости СО, & потому плоскости АВ и СО по достаточиомъ 
продолжени ветрёчаются, что противорВчить нашему положеню. По той 
же причин8 ЕЕ и @Н не могутъ встрётится и по другую сторону, & 
потому он параллельны. 

Пуедложене 17. Двз прамыя лиши АВ и СГ параллельными плос- 
костями СН, ТК и ГМ, разсйкаются на части пропоршональныя (фиг.456). 

Доказат. Пусть прямыя АВ и СО разсВкаются прямыми @Н, [К 
и ГМ вь точкахъь А, Е, В; С, Еи Г. Проведемъ прямыя АС, ВО и 
ДА, изъ коихъ послздняя въ точкЪ М пересвкаеть плоскость 7К; затвиъ 
проведемъ прямыя ЕМ и М№Е. 

Но-тавъ какъ лиши пересЁченя ЕМ и ВЛ параллельныхь плоекос- 
тей ТК и М, плоскостью ЕМВЛ, параллельны (вн. 11, пред. 16), то схЗ- 
дуетъ (кн. 6, пред. 2), что; 
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АЕ: ЕВ=АМ: М) 


Но той же причин»: 
АМ: ИВ=СЕ: ЕР 


Слвдовательно (кн. 5, пред. 11): 


АЕ: ЕВ=СР: ЕЛ. 


Фиг. 456. 


Предложеще 18. Если прямая лия АВ, перпендикулярна ЕъЪ Е&- 
кой нибудь плоскости, то вс плоскости проходящая чрезъ эту линшю пер- 
пендикуларны данной плоскости (фиг. 457). 

Доказат. Чрезь прямую АВ проведемъ произвольную плоскость ДЕ, 
которая перескаетъ данную плоскость по прямой лини ЕС (кн. 11, пред. 3). 
Къ прямой ЕС, лежащей въ плоскости ДЕ, возставимъ перпендикухяръ 
Е@, сл®довательн0 ДС ЕРЕА. Но прямая АВ перпендикулярна къ дан- 


Фиг. 457. 
в, С А н 


ной плоскости, & потому ДАВЕ-4 (вн. 11, опред. 3). Слфловательно пря- 
мыя АВ и Е@ параллельны (вв. 1, пред. 28). Изъ этого слёдуетъ, что 
прямая Р@ (равно какъ и всямй другой перпендикуляръ, возставленный 
къ прямой СЁ въ плоскости ДЕ) перпендикулярна къ данной плоскости 
(ин. 11, пред. 8), а потому (кн. 11, опред. 4) и плоскость ДЕ (проходящая 
чрезь прямую АВ) нерпенхикулярна къ данной плоскости. 

Предюженще 19. Если дв пересвкаюнияся плоскости АВи ВС 
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перпендикуляриы къ третьей, то и лия ихъ взанынаго пересВчешя ВО, 
перпендикухирна этой плоскости (фиг. 458), 


Фиг. 458. 


Доказат. Пусть РВ не перпендикулярна къ данной плоскости, сл$- 
довательно она не перпендикулярна къ прямымъ ДА и ПС: пусть ДЕ въ 
плоскости АВ перпендикулярна къ ДА и ОЕ, лежащая въ плоскости 
ВС перпеидикулярна къ ОС. Сл довательно (кн. 11, опред. 4) прамыя ОЕ и 
ХЕ были бы перпендикулярны къ данной нлоскости, что невозможно (кн. 11, 
пред. 13). Сл3довательно никакая другая прямая, кром прямой ОВ, не 
можетъ быть перпендикулярна къ данной плоскости. 

« 


Примьч. 6. Если изь точки взятой виутри двуграннаго угла олустимъ из ето сто- 
роны перпендикуляры, то уголь между этими перпендикулярами будеть дополиять уголь 
между плоскостями до двухъ прямыхъ угловъ, т. е. если чрезъь А назовемъ уголь между 
плоскостями, & чрезъ В уголь между перпендикуларами, то мы будемъ имть: 


А+В— 93а. 


ЗВь самомь дл, если проведемъ плоскость по двумъ перпендикуларамь, то эта 
плоскость будеть перпендикулярна къ пересфченю плоскостей, составаяющихь двугранный 
уголъ, пересёченя ея съ гранями угла будетъь уголь двухъ плоскостей, стороиы его 
будуть перпендикузярны къ перпендикулярамъ, опущеннымь изъ взятой точки из стороны 
угла, слдовательно здфсь образуетсл четыреугольникь въ котороиъ два угла будуть пра- 
мые, & сл8довательно сумма остальныхь разиа 24. 


Предложене 20. Сумма двухъь изъ плоскихъ угловь ВАС, СА) 
и РАВ, образующихъ тВлесный уголь А, всегда больше третьяго (фиг. 459). 


Фиг. 459. 
ф 
.А. 
. Е с 


Доказат. Если эти три угла равны, ‘то очевидно, что сумма двухъ 
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изъ нихь больше третьяго, Если же они неравны: пусть ДВАС больше 
каждего изъ двухъ другихъ. Одлаемь ДВАЕ—=/ ВАД и АЕ=АФТ. Про- 
ведемъ чрезъ точку ЕЁ прямую ВЕС, которая пересёчеть примыя АВи 
АС въ точкахъ Ви С, проведемъ еще прямыя ДВ и ПС. 

Такъ какъ ДХВАЕ=ХВАП, АЕ=АЛ, АВ=АВ, то ВЕ=Вр 
(кн. 1, пред. 4). Но ВОР-ОС>ВЕ-+ЕС (вн. 1, пред. 20), в потому 
рС>ЕС; такъ какъ АП-=АЕ, АС общая и РО>ЕС, то ДРАС> ДЕАС 
(Ен. 1, пред. 25); ню ДРАВ=ДВАЕ, сл8довательн0 Д РАСНИРАВ> 
>ИВАС (вн. 1, пред. 4). 

Предложензе 21. Во всякомъ тёлесномъ угл А, составленномъ изъ 
плоскихь угловь ДВАС, ДСАО, (ЛАВ, сунма этихь посл днихъ меньше 
четырехъ прямыхъ (фиг. 460). 

Фиг. 460. 


Доказат. На прямыхь АВ, АС и АГ возьмемъ произвольныя точки 
В, Си Х, и проведемъ прямыя ВС, СЛ и ОВ. 

Такъ какъ тВлесный уголъ В составленъ изъ трехъ плоскихъ угловъ СВА, 
АВЛи ПВО, то (вн. 11, пред. 30) ДСВА--ДАВШ> [ОБО. По той же 
причин® въ тёлесномъ угл} С, ДВСАНДАСП> ДООВ, а въ тВлесномъ 
угл ), (СРА-ДАОВ> (ВОС. Слвдовательно ДХСВА-- ДАВЛ 
+ ДВСАНДАСР-- ДСрА-- ДАШВ> [ОВС ПОВ (ВОС. Но 
сумма посяВднихь трехъ угловъ равна 24 (Ен. 1, пред. 32). А потому 
сумма первыхъ шести изъ вышенаписанныхь угловъ>24. Но сумма трехъ 
угловъ, въ каждомъ изъ треугольниковь АВС, АСГ и АШВ равна двумъ 
прямымъ, & потому сумма везхъ девяти угловъ этихъ трехъ треугольни- 
ковъ равна 64. Но сумма шести углов: ДСВАНДАВЬ-+ А ВСА- 
д Абр-- ДОРА Е АОВ> 24а, слВдовательно сумма остальныхь трехъ 
угловь Д ВАС-ДСАО-- РАВ<4а. Подобнымъ же образомъ довазы- 
ваетен это предложеше для тЗлеснаго угла А, составленнаго не изъ 
трехъ, а изъ большаго числа плоскихъ угловъ. 


Примьч. 7. Если внутри тригранчаго угиа возьмемъ точку и изъ нея опустимъ из 


стороны двуграннато угла перпендикузиры, то оня образуютъ тригранный уголь, который | 


называется дополнительнымь даннато угла. 


Если чрезъ Д, В, С означимь плосше углы, составляюще данный тригранный уголъ, 
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чрезъ 4’, В’, С’ озивчимъ илосше угхы, составляюнще дополнительный триграиный угохъ, 
чрезъ а, В, с двуграиные углы даннаго триграннаго, и наконець чрезъ а’, 8’, с’ озиачимъ 
хвугранные углы хополнительнаго триграниаго угла, то мы будемъ выфть очевидно: 


А-а’—94, 4'+а—94 
В-—24, В’: 24 
С-+е'—2а, С’+е-—94. 


Если сложимъ первыя три уравненл то набдемъ: 


аи -- А-В С—6ва 
откуда: 
а’6'--с'—=64—(А--В--0) 


Такь кэхь А+ В-+0<44, то очевидно что а’+Ь'-+с’>24 и < 68, т. е. во всякомъ 
тригранвомъ угзё сумма двутраииыхъ угловъ больше двухъ прямыхъ и меньше шести пря- 
мыхъ. 

Легко видфть, что сумма двуграивыхь угловъ во исяжомъ многогранномъ угл» заклю- 
чается между 24 и 24(и—2), гх п есть число сторонъ многотраннато угла. 


Предложене 92. Если сумма двухь изъ трехъ плоскихъ угловъ 
ДАВС, (ОЕЕ и [СНГ больше третьяго, и если прямыя лиши состав- 
ляющя эти углы сдзлаемъ равными; то изъ прамыхь лий АС, ОР и 61, 
соединяющихь оконечности равныхь прямыхь, можно построить тре- 
угольникъ (фиг. 461). | 

Фиг. 461. 


ух Н ж Е 

Доказат. ЗдВеь нужно (кн. 1, пред. 22) только доказать, что сумиа 
двухъ изъ этикь прямыхь АС, ДЕ и СТ больше третьей. 

Положимъ, что вс три плосые углы ДАВС ХОЕЕ и ХЕашШ 
равны между собою, то равны также между собою и прямыя АС, ОЕи 
СТ (кн. 1, пред. 4); а потому сумма двухъ изь нихъ, очевидно, меньше 
третьей. 

Похожимъ, что плосые углы неравны: оть точки Н, на прямой НТ 
отложимь ХТНЕ=ЕАВС, отложимь НЕНГ и проведемъ прамыя 


СКа ЕТ 
62 
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Такъ какъ / АВО= (1К, и АВ=НЕ=ВО=НК, то (кн. 1, пред. 4) 
Ас—=ТК. 

Но ДАВОС+-ИОНТ т.е. ДОНК> ШЕЕ, и @Н=рЕ=НК-=ЕЕЁ, 
то @К>ОР (вн. 1, пред. 24). Но мы ичВемъ также (кя. 1, пред. 20) 
@Т-+-ДК, т. е. СЕ-АС> СК. СхВдовательно, тЪмъ боле СЕ-АС>ОЕ. 

Друюе доказат. Пусть ДАВС, одинъ изъ трехъ неравныхъ угловъ, 
больше каждаго изъ остальныхь ДОДЕЕР и ХСНГ, то сторона АС болыше 
(кн. 1, пред. 24) каждой изъ остальныхь ОЕ и СТ, а потому очевидно, 
что АС--ДЕ> СЕТ и АС+-СТ>ПЕ; остается еще доказать, что ОЕ 
—-(Т> АО (фиг. 462). 

Фиг. 462. 


й № АЛ 
А ср Ес т 
х 


На прамой АВ, въ точкВ В, отложимь Д АВК @Н1 (ки. 1, пред. 93), 
сдЪлаемъь ВЕ=НТ и проведемь АК и КС. Поэтому Д АВК= СНЕ и 
АВ=бНЕВК-=НТ, а потому АК=С1 (кн. 1, пред. 4). 

Но такъ кавъ ДЕНАСНГ> [АВС и /СНЕ=ХАВК, т 
ДЕ> (СВЕ: ЕромЪ того СВ=ЕЕ=ВК=ЕГ, слВдовательно ОЕ>СК 
(кн. 1, пред. 24). А потому изъ выше- сказаннаго слЗдуеть, что @Е=АХ. 
слфловательно ОР+СТ>СК--АК, но СК+-АК>АС (вн. 1, пред. 20), 
поэтому тёмъ боле, ДЕ--@Т> АС. 

Смдстве. По даннымъ двумъ прямымъ линямъь АВ и МК, изь 
коихъ АВ>МК, найти такую прямую №, чтобы квадратъ построенный 
на прямой АВ быль бы болыпе квадрата построеннаго на прямой МК, 
на [№ (фиг. 463). 


Фиг. 463. 
[4 
= 
—_—_—_4 А в 


На прямой АВ опишемъ полукругь, впишемъ въ него прямую 
АС—=МК и проведемъ СВ, то СВ и будеть искомая №. 
Такъ какъ Д АСВ-=4 (кн. 3, пред. 31), ту ПАВ=ОСАСО--ОСВ 
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(вн. 1, пред. 47), но Аб-=МЕ, слёдовательно [ЗАВ=ОМК-НС ВС, от- 
куда слёдуетъ, что ОАВ> (ОВО, слВдовательно ВО==№. 

Предложене 23. Изъ трехъ данныхъ плоскихъ угловь ДАВС, ДРЕЕ 
и Д@НУ сумма которыхъ меньше четырехъ прямыхь, и изь коихъ сумма 
двухъ какихъ нибудь изъ нихъ больше третьяго, составить тВлесный угохъ 
(фиг. 464)? 

Рьшене. На сторонахъ этихъ угловъ отложимъ равныя части АВ, 
ВС, ЕШ, ЕЕ, НС, НТ и проведемъ нрамыя АС, ОЕ и С1; изъ трехъ 
послднихь прамыхъ можно построить треугольникъ (кн. 11, пред. 22). 

. Фиг. 464. 


Пусть АКЁМ, будетъ этоть треугольникъ, въ немъ КТ==АС, ЕМ—ОЕ, 
МЕ—=СТ Около АКЕМ опишу кругъ (кн. 4, пред. 5); центръ № этого 
круга упадетъ или внутри, или внЪ, или наконецъ на одну изъ сторонъ 
АКЕМ. Проведемъ прамыя МК, №Г, и ММ, то во первыхъ нужно дока- 
зать, что АВ>МК, а во вторыхъ ностроить искомый тесный уголь 
‚ вадъ АКЁМ. 

Первая часть. Доважемъ, что АВ>МК, такъ какъ АВ :не можеть 
быть ни равна, ни меньше МК. 

1. Если центрь № круга упадетъ на одну изъ сторонъ ЁМ треуголь- 
ника КИМ. 

Если бы АВ-—=МЕ, то РЕНЕЕ=ЬМ-+-ММ=ГМ, потому что АВ= 
—=РЕ=ЕР и ИК—=ЕМ-ММ. Сл\довательно Г.М==РЕ. А потому РЕН 
+-ЕЕ=ОЕ, что невозможно (кн. 1, пред. 20). Изъ этого схВдуетъ, что АВ 
не равна УК. Если бы было АВ< МК, то изъ предъидущего слЪдовало бы, 
что ДЕНЕЕ«ГОЕ, что еще мене возможно. А потому не можеть 
быть АВ< МК. 

2. Если центръь № падаетъ внутри АКЁМ (фиг. 465). 

Если бы АВ=МК, то ВС-=МЕ, а кзкь АС=КТ, т ДАВО= 
—=ИКМГ (кн. 1, пред. 8). По той же причи ХРЕЕ=ИГИМ 
и (СНЕ-/ ММК. Слздовательно Д АВС+ ДРЕЕ+ /СНЕ=ИКМГ-- 
= ЬИМ-- (ММК; но сумма послВднихь трехъ угловъ равна четыремъ 
прамымъ (кн. 1. пред. 15, слЪд.), слВдовательно и сумма трехъ первыхъ 
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угжовъ также равна четыремъ прямымъ, что противорёчить положению, 
что сумма ихъ <44. А потому не можеть быть, что АВ—=МК. 
. Если бы было АВ< МК, то сдёлавь МО—=АВ, МРВОС проведемъ пря- 
мую ОР. Тавъ какъ АВ—ВС, то МО—=МР и ОК=РГ, слЖдовательно ОР 
параллельна КЛ (вн. 6, пред. 2), а потому А МОРи АМКГ равноугольны 


ы о \ 
А 


(кн. 1, пред. 29), слёховательно МК: М0=ЕТ:ОР (вн. 6, пред. 4 и 
вн. 5, пред. 16), но МК>МО, а потому КГ>ОР; во КГ=АС, сл 
довательно АС>ОР. Но мы ими, что АВ=ОМ и ВС=МР, сл 
довательно0 ДАВС> ДОМР (кн. 1, пред. 25). Точно также мож- 
но показать что ДХДФЕЕ>АТММ и ДЕНТ> (МУК. Слвдова- 
тельно сумма трехъ угловь ДАВС, ДРЕЕ, (ОНТ больше суммы трехъ 
угловъ около точки №, а потому эта сумма больше четырехъ нрямыхъ, что 
нротиворчить нашему положеню. А нотому не можеть быть АВ<МК. 
3. Если точка М лежить вн ЛЕЁМ (фиг. 466). 
й Фиг. 466. 


Если бы АВ=МК, то, такъ какъ АВ==ИК==МГ=ВО и АОС=ГК, 
ДАВОС=ЕЬМК (вн. 1, пред. 8); по той же причин Х@НТ=АКММ, 
слвдовательно д .УМ= / АВО-+- ДСИТ Итавь Д АВО+ИСНГ> (ОЕЕ. 
Ствховательно ДЁММ> ДРЕЕ. Но, РЕ=ГЕ№=ЕЕ=ММ, и ОЕ=ЕМ, 
то ДШГИМ=ИФЕЕ (вн. 1, пред. 8), что протвворЪчить предъидущему 
ИТИМ> (ПЕЕ. Олвховательно не можеть быть АВ—МК. 

Если бы было АВ<МЕ, то сдёлавь М№О=АВ, МР=ВС проведемъ 
прямую ОР. Такъ какъ АВ-=ВО, то М0О—=МР и ОК=РГ, в потому ОР- 
параллельна КТ, слёдовательно АМОР и АМКБГ, равноугольны, & потому: 


МК: №0—=КГ: ОР 
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слфдовательно, какь МК>МО, то КГ>ОР Но КГ=АС, схЁдова- 
тельно АС>ОР. Но мы им%ли, что АВ=ОМ и ВО=МР, слдовательно 
С АВО> С ОМР. Пусть МЕ=МО—=МР, провехемъ прямую ОЕ, то по той же 
причин8 Д@НГ> ДОМЕ. На прямой МК построииъ углы ДКМ= ДАВС и 
ЕКМТ-=( НТ, отложииъ прямыя № и МТ равныя каждая прямой №, 
проведемъ 05, ОТ и БТ. Такъ какъ АВ=ОМ=ВС=М5, и [ АВО= / ОМБ: 
то АС, т. е. ЕТ-=0В. По той же прачинё К М=0О7Т-=СТ. Изъ этого сл 
дуетъ, что ЕК=05, КМ=ОТ, но (ДРОВ, т. е) ДЕКМ> (БОТ, шо- 
этому ГМ>5Т (Ен. 1, пред. 24), слфдовательн0о ДЕ>5Т. Но какъ 
№=ШЕ МТ=ЕЕ и ОЕ>ВТ, то (ШФЕЕ> (ВМТ (кн. 1, пред. 95). 
Но мы имЗли, что /ЗМТ=/АВО--И@НнНГ Слёдовательно0о ХРЕЕ> 
>(АВС+ИВНТ что очевидно противорёчить нашему положен. А 
потому не можеть быть АВ> МК. 

Вторая часть. Построение искомаго тВлеснато угла (фиг.464, 465 и 466). 
Изь выше приведеннаго доказательства видно, что во всёхъ случаяхъ АВ> К№: 
возставимъ (кн. 11, пред. 12) къ плоскости вруга КЕМ, въ точкВ М, 
перпендикулярь №, отложимъ на немъ длину такую, чтобы [П]АВ—= 
=0ОКМ-НОМ№ (ки. 11, пред. 22, слВд.), и проведемъ прямыя ©9К, ОГ и 
ОМ, то при точеЕЗ © будетъ искомый тВлесный уголъ. 

Прямая № перпендикулярна къ плоскости КРМ, слЪдовательно она 
перпендикулярна къ тремъ прямымь лийямъь №, МК и ММ. Поэтому 
при точк8 М№ прямые углы, и К№=МГ, Ф№=ОМ, слВдовательно КО—0оГ, 
(кн. 1, пред. 4), по той же причин @М=®К, а потому ФОК-—=0Т-=0©М. 
Но 7048=0ОКМ-НО№ и тавь ваквъь СОМКЫ=а, то 19К=0ОКМ-+- 
0 №, а потому ПАВ=О09К, слВдовательно АВ=9К—ФГ—=оМ. 
Такъ какъ ОК=АВ, ОЕ=ВС, ЕТ—= АС, то Д КОГ—= / АВС(вн. 1, пред. 8). 
Потой же причин; /РОМ=/ДШЕЕ и /МОЕ—=/СВНТ. СлЬдовательно при 
ТОЧЕЁ © построенъ искомый тёлесный угожъ, ограниченный плоскими уг- 
лами /КОГ, /ТЮМ, /МОЕ, равными даннымъ плоскимъ угламъ / АВС, 
/ФЕЕ и /@НЕ 

Предложене 24. Если твло СОСВН, ограниченно (попарно шестью) па- 
раллельными плоскостями, то эти послВдыйя суть нараллелограммы; всяыя 
дв противолежащя площади АС, ЧР; ВС, СЕ; ЕВ, АЕ равны другъ 
другу (и подобны). (фиг. 467). 

Первая часть. Такъ какъ ВС и СЕ параллельны и пересёчевы АС, 
то АВи СШ параллельны (кн. 11, пред. 16). Но ВЕ и АЕ также па- 
раллельны и пересёчены 40, а потому АД и ВС параллельны. Сл дхова- 
тельно АС’ есть паралхелограмъ. Точно такимъ же образомъ доказывается, 
что СР, а также Ва, СЕ и ЕВ, АЕ суть параллелограммы. 

Вторая часть. Вь плосвостяхь В@ и СЕ проведемъ дагонали АН 
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и ДЕ Такъ вакъь АВ параллельна ОС и ВН параллельна СР, то /АВН== 
-=/ ОСЕР (кн. 11, пред. 10). А потому АВ=ЬО и ВН=ОЕ (кн. 1; 
Фиг. 467. 


П— т 


пред. 34). Слёдовательно ЛАВН-> АГОЕ (вн. 1, прех. 4), поэтому 
2ААВН—=3АШСЕ, сл8довательно В9-—СЕ (кн. 1, пред. 34). (Но, кром® 
того, АВ-=РО=@Н-=-ЕЕ, АВ-РЕ=ВН==СЕ, и углы въ ВС соотввт- 
ственно равны угламъ въ СЁ, то также В@> СЕ). Подобнымь же обра- 
зомъ доказывается, что АС: Е и ЕВ < АЕ, 


Предложене 95. Параллелепипедль АВСЛ разефченъ плоскостью ЕЁ, 
паразлельной двумъ противолежащимъ плхоскостямыь АНи ОГ: то отб 


ченныя тЁла АУ и ТГ), относятся между собою какъ ихъ основан1я 
ВВ НЯ И РАВ. 


АЕ и [С (фиг. 468). 


И РА и Р РР 


Фиг. 468. 


Доказат. Продолжимъ АГ въ обф стороны; возьмемъ произвольное 
число отрёзковь ЁР, РО равныхъ Г.Т, а также произвольное число отр®з- 
ковь АМ, № равныхъ АГ; дополнимь параллелограммы АВ, ЕО, ГУ, 
У©, & также твла МН, ОТ, ГУ, РА. Такъ какъ ТА=АМ—=МО, то 
ЕА=АВ—ЕО и ЕН=НЕ-Е$ (кн. 1, пред. 36), точно также АН—=МУ= 
=—=0Б (кн. 11, пред. 24). А потому во вехъ трехъ т$лахь „А, АТ, УО, 
выше поименованныя, другъ противъ друга лежащ1я, плоскости равны и по- 
добны. Сл ховательно эти три тёла равны (кн. 11, опред. 10). По той же 
причин три т$ла Г), ОР, РИ также равны. СлЪдовательно О- такое 
же кратное отъь 4+, какъ ОЕ оть АЕ, а 4© такое кратное отъ Г), какъ 
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Е®@ отъ ТС. Но если ОЕЗЕ®, т ОХ — 3. СлЬдовательно (вн. 5, опред. 5) 
АТ: Ш=АЕ: 1С. 

Предложене 26. При данной ирямой АВ, и при данной на ней 
точкВ В, построить тЁлесный угохъ, равный данному т%®лесному углу О 
(фиг. 469)? 

Фиг. 469. 


Руьшежще. Пусть данный тЪлесный уголь О, составленъ изь плоскихъ 
угловь ЕДС, ЕЕ и ЕОС. Изъ произвольной точки Р прямой ОЕ, опус- 
тимъ перпендикулярь Р@, на плоскость, проходящую чрезь ЕД и ОС, 
ветрёчающий эту плоскость въ точкЁ @, проведемь ШО@-. На прямой 
АЗ, въ точкВ А построимъ уголь /ВАУ-/ЕПС, и (въ плоскости, прове- 
денной чрезъ ВАи.47) /ВАЕ=/ ЕВ; сдЪлаемъ А-=ОС; къ плоскости 
проведенной чрезъ /ВАУ, въ точеЕВ Г возставииъ перпевдикулярь 1Н 
(кн. 11, опред, 12), отложимь ГН=6Р и проведемъь АН, то т%лесный 
уголь при А равенъ данному тФлесному углу при О. 


Отхоживь АВ=РЕ и проведя НВ, 1В, РЕ, СЕ: то, такъ накъ РС 
перпендикулярна въ данной плоскости, РЕФ, ДЕСЕ будуть пряные 
(кн. 11, опред. 3), по той же причин ДНА и ДНГТВ будуть также 
прямые. 

Тавъ вакъ 41=0О@, АВЫШОЕ и [(ВАТГ=ЕЕГС; то ВЕ=ЕС 
(кн. 1, прех. 4). Точно также, 7Н=—6Е, и при точкахь Ги С углы 
прямые. Слдовательн0ю0 ВНЫ—ЕЕ (кн. 1, пред. 4). Далёе, АТ=ОС, 
1Н=дВЕ, при точкахь Ги С’ углы также прямые, а потому АН-—=ОЕ. Но 
АБВ=ОЕ, сл№довательно0 ДВАН—=ХЕШЕ (ви. 1, пред, 8). 

Отложимь А=ОС, и проведемъ ЕТ, НУ, 60, РД. Тажь какъ 
ИВАУ=ИЕОС, и /ИВАЕ=/ ЕООД: то /ТАУ= СТО. Но АЕ=ОСб и АУ= 
—0С, слВдовательно №7=С (кн. 1, пред. 4). Но ТНЕ=6Е и углы при 
точкахь Г и С прямые, сдёдовательно НУ-ЕО. Но НА=ЕО и АО, 
сдЪдовательно /НА=/ЕОС (вн. 1, пред. 8). 

А потому И/ИВАН=ИЕРР, /НАУ—=ИЕШО, а по предъидущему 
ИВАУ=/ЕБЮС, сл®довательно тёхесный уголь при точкВ А, составлен- 
ный плоскими углами /ВАН, /НАУ, /ВАУ, равными плоскимъ угламъ 
ХЕФЕ, /ЕОС, /ЕШОС, равенъ данному т лесному углу при точёВ Л. 
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Примъч. 8. Это предложене заканчивается заключешемъ, что тригранные углы 
равны, если плосые, ихъ составляаюлие, углы равны, т. е. если въ тригранномъ угл, влос- 
ве углы равны, то и двугранные углы равны. Это предложене у Евклида ие доказанно, 
поэтому я здфсь покажу всё услошя разенства тригранныхь углов: 

1. Два триграчные углы, разны, когда имфютъ по одному равному двугранному углу 
заключенному между равными плоскими углами каждый каждому (фыг. 470). 

Доказат. Пусть двугранный уголь А5 равенъ двугранному углу 4'5'. Пусть плос- 
ый уголь АЗВ-=А'5'В’ и плосый уголь А5С--4'5'С'. Я говорю, что углы 5 и 5’ сов- 
мфстятся. 

Фиг. 470. 


\ к 
Я’ \ я \ 
/ ` 
о _ 


т р с д 

Нанесемъ уголь 5’ иа 5 такъ, чтобы грань А’5’С’ совмфетилась съ гранью 45, 
то такъ какъ углы хвуграиные Аб и 4’5’ равны, то и грань 4’5”В’ созм&ститея съ 
зранью АБВ и но равенству ихъ ребро 8'В’ совпадеть съ ребромъ ЭВ. Слх. и т. х. 

Замфтимъ, что если бы равныя грани равныхъ двугранвыхь угловь 45 и 4'5’ были 
расположены къ обратномъ ипорядкЁ, то углы 5 и 5’ совыфстить невозможно, хотя они 
равны. Таве углы называются симметричными. 

2. Два двугранные угла равны, когда имёютъ но одному разному илоскому углу и 
двумъ разнымь, каждый каждому двуграннымъ угломъ, прилежащимъ плоскому. 

Доказат. Для коказательства этого предложен поступають какъЪ выше. Тоже зам%- 
чае отиосительно симметрии. 

3. Два тригранные угла разны, когда они составлены изь разныхь, каждый ках- 
дому, илоскихь угловъ. 


Фиг. 471. 


в 


Доказат. Надобно только показагь, что сходственные двугранные углы равны, ма- 
иримфръ, что двугранный уголь 54 равенъ двугранному углу 5’А’, тогда этоть случай 
сводится на первый. 


497 


Для этого ия ребрахь А5 и А'’б’ возьмемъ точки А и А’ тавь, чтобы Аб-=А'5'. 
Чрезь эти точки проведемъ плоскости АСВ и 4’С’В’ периеядикуларцыя въ ребраиъ 45 
и 4'5'. Пересвчеян этихъ плоскостей съ ребрами 5В, 90 и 5'В’, 5'С’ образуеть дво 
треугольника АВС и А’В’С’, которые будуть равны. Въ самомь дЬлф, очевидно, что 
4450—Д\ 4’5’С'и ДАЗВ=Л 4'5'В’, откудьи Л В5С= Л В'5'С'. Слвдовательно АС—А’С', 
АВ—А’В’ и ВС—В’С', полону ЛАВО-=ЛА’В’С'. Изъ равенства этихъ треугольниковъ 
мы имфемъ / ВАС: -/ В’.А’С', сяЪдовательно двугранные углы АЗи 4'5’ равны. Сад. пт. д. 

Если бы илосые углы, составлявлще триграниые былн равны, но расположены въ об- 
ратноиъ порядкВ, то углы 5 и 5’ ие совивстямы, хотя равны. Въ этомъ случай ол па- 
ЗЫВАЮТСЯ симметричными. 

$. Два тригрвиные угла равны когла три двуграпные углв одного равны тремъ дву- 
траняымъ угламъ хругаго, каждый кажхому. 

Доказат. Дополянтельные триграивыхь угловь пыфютъь илоске равные углы, а 
если плосвые углы дополиительнаго триграннаго угла равны, то двуграниые углы канныхъ 
триграниыхъ угловъ равны. Сад. ит. д. 

Если двугранные углы одяого триграинаго угла равиы двуграипымъ углаиъ хругаго 
триграинаго угла, но расположены въ обратномъ порядкВ, то таке углы симметричны, 
равны во вефхъ частяхь, но иесовывстимы. 


Предложене 27. На канной прамой лини АВ построить паралхеле- 
пипедт, подобный и подобно расположенный данному параллелепипеду СД) 
(фиг. 472) 

Фиг. 412. 


К р 
т № 
р 7: < Е 


Въьшене. На прямой АВ, какъ на ребрз, въ точн® А, построимъ тВлесный 
уголъ, раввый тёлесному углу при С(кн. 11, пред. 26), ограниченный плоскими 
углами Д ВАН=ИЕСЕ, ДНАЕ=ИЕСС, и (ТАВ= И ССЕ. Сдёлаемъ: 
ЕС: С6=ВА: АТ (ки. 6, пред. 12), равно какъ С@: СЕ-=ГА: АН, откуда 
получимъ (кн. 5, пред. 22) ЕС: СЕ=АВ: АН. Если построимъ паралхело- 
грамъ ВН и параллелепинедь АК, то этотъ поех8днй будеть требуемый. 

Такъ какъ ЕС:09-=ВА: АТ и ДЕСС=ИВАТ то ВТ ЕС 
(кн. 6, пред. 4 и кн. 1, пред. 33); но той же самой причииз 1Н < СЕ и 
НВ ^ ЕЕ. А потому три плоскости тёла АК подобны тремъ пхоскостяуъ, 
одинаково расположеннымъ, тёла СДО. Но въ обвихь т®влахь плоскости, 
противохежатия вышесказаннычь плоскостямъ соотвтственно равны и по- 
добны (кн. 11, пред, 24), слВдовательно АК^ СГ (кн. 11, опред. 9). 

Предложене 28. Всный параллелепииедь АВ, плоскостью СРЕЕ, 


пересъкающею лвЪ противолежат!я плоскости @В и АН по ихъ жагона- 


лямъ СР и ОЕ, длится поноламъ (фиг. 473). 
63 
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Доказат. Такъ ккъ АДОСЕ=АОВЕ, и АРАЕ=АРНЕ (Бн. 1. 
пред. 34), равно какъ СА=ВЕ и СЕ=СН (вн. 11. пред. 24); то нризжа 


Фиг. 473. 


СОКЕГА, ограниченная треугольниками СОР и ЕДА и параллелограм- 
мами СЕ (вв. 11, пред. 16), СЕ, АС равва (кн. 11, опред. 10) призмЪ 
ЕСВНЕШ, ограниченной треугольниками ЕОВ и НЕД и паралхелограм- 
мами СЕ, СН, ВЕ; сл®довательно параллеленипедь АВ плоскостью СРЕР 
АВлЛИТСЯ ПОПОЛаМЪ. 


Примуч. 9. Если мы зкелаемъ доказать это нредложене на основави дополнени 
сдзланныхь къ 10 опредфаепию, то это можио сдёлать на основаши сяфдующихь сообра- 
жен. 

о \ Параллельныя плоскости АВС, ЕЕ, имфютъь къ одной и той же плоскости К, 
одинаковое наклонеше (фиг. 474). 


Фиг. 474. 


Доказат. Пусть АВС и ДЕЕ плоскостью ДК пересёкаклся но прямымъ АВи Е. 
Въ произвольной точкё С прямой АВ, возставимъ къ ней, въ плоскости ОК перпендикузарь 
СН, и въ плоскоскости АС нерпеидикуляръ С.Л; ТАН будеть наклонешемъ плоскостей 
АС и ОК. Продолжимъ НС ко М, и продолжимъ также иплосгость, проведенную  чрезь 
СТ, @Н, ко пересфчея ея ММ съ плоскостью Р.Х. СлЬдовательно АВ и ДЕ парзлзельзы 
(кв. 11, оред. 16). Но АВ перпеядикулярна къ СГ, и СИ, ся8довательно и къ плоскости, 
въ которой оиф лежать; сафдовательно и ДЕ перпендикулярна къ этой плоскости, 3 00- 
тому /ФММ, /ШМС суть углы прямые, а.” ММС есть наклонее плоскостей ДРи 
ЛК. Слвдовательно ММ н СТ, параллельны (кн. 11, пред. 16), откуда /^ТН-= ХМ. 
А потому плоскости АС и ПЕ одинасово паклонены къ влоскости ОК. 

3. Всяый параллеленниедь АВ, магоиальною плоскостью СДЕЕ, дзлатся пос 
ламъ (фиг. 475). о о 
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Доказата. Если ребра перпевдихуляряы къ основной плоскости, то призиы могутъ быть 
сложены одна съ другой, и совершенио равны иежду собою. 


.Фиг. 415. 


Если же ребра ие периензокуляриы къ АН; то проведя чрезь точку Ш) плоскость иер- 
пеидмкулярную ШС, ребрь Аб, ЕЁ, НВ будуть также перпендикулярны къ ией. Эта 
плоскость пересёчеть пноскостя ВЕ по ДК, КА во ЕГ, Ра по ОГ, ОВ шо ОГ ОЕ 
по ОК. Плоскость ей паралиельная, проведенная чрезъ С, пересфчеть тВ же самыя плос- 
хост по ММ, №, ОС, СМ, СМ. 

ТВла СЕСОМ, РЕАТК равны и нодобиы; потому что ОР>'ГЕ, СЕ -. ОЕА, 
СЕМ <> РЕК, С№О >. ОЕТ, СбО > РАГ. Равиыя плоскости въ одноиъ и томъ же но- 
рад» сядуетъ одна за другой. ДвЪ соотвётствующи друРь другу плоскости имЪютъ одн- 
наковое наклонеше, такъ какъ СС, ОЕА, равно какъь и СМО, РЕГ, будучи перал- 
лельнымы плоскостямя кифютъ одинаковое накхонее къ ЕТ. Доле, ОРГМ, ШЕК, какъ 
части плоскости ДЕ, равно какъ ССО, ПАГ, кажъ части плоскости ЮО, инфють одияв- 
вопыя наклоненя къ Г.Р я т. д. Слфдовательно тфза могуть быть сложены, & потому оиз 
равны и подобны. Точио такимъ же образомъ СВЕММ п ОНЕЕТ равны и подобиы иех- 
ду собою. Слбковательно ДЕАДСКО -+- СМОЕС — РЕЛСМО + РЕАГК, иди призма 
РЕАССЕ— призм ОКТСМО. Точно тасимъ же образомъ призма ДНЕСВЕ = призы 
ПОТЕСММ. Призмы ОКТСМО, ПЛКСММ, ввкъ половины пвраллелепииеха ГМИ, ребра 
котораго перпендикулярны къ Г.Л, разиы между собою, слёдовательно также рапиы между 


собою призмы ДЕАСЕС, ПНЕСВЕ. А потому параляелепипедь АВ плоскостью СРЕЁК 
дЪхится пополамъ. 


Предложете 929. Параллелепипеды АН и АТ имвюпе одинаковыя 
высоты и одно и тоже основане АВ, коихъ ребра АГ, Аб, КГ, КМ и 
СУ, СЕ, ВН, ВТ, стоящая на основной плоскости оканчиваются на однзхъ 
и Т№хь же прямыхь ЕМ, ОТ, равны между собою (фиг. 476). 


Фиг. 476. 
р) Е 7. ЗИ 9 


„ей 
ДИ 
д 
д 


Доказат. ТзЕъ какъ СН, ОТ суть параллелограммы: то СВ==ОН==ЕТ 
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(кн. 1, пред. 34); слдовательно, отнявъ ЕН, ДЕ=НУ, а потому АДЕС= 
= А НВ (ви. 1, пред. 8) и Оа—=НМ (кп. 1, пред. 36). По той же при- 
чин ААРЕ@=АКГМ, и СЕ=ВГ, СВ=ВМ. Сл8довательно призма 
ЕЕАС—призм$ 10КВ (кн. 11, опред. 10); & готому, придавъ къ обфиуъ 
твло АВНС, получимъ АН=АТ. 


Примпч. 10. Легко доказать что призмы ЕЁРАС, ТГКВ могутъ быть сложены. 


Предложене 30. Параллелепипеды АВНЕ, АВТ, имфюще одина- 
ковыя высоты и Одно и тоже основаше АВ, коихъ ребра АЕ, Аа, СО, 
СЕ и КГ, КМ, НВ, В1, стояпая на основной плоскости, оканчиваются 
не на однфхь и тЬхъ же ирамыхъ, равны между собою (фиг. 477). 


Фиг. 477. 


Доказат. Продолжимъ ЕС, 1М, ЕГ, ОН до тЪхъ порь, пока они 
не встрфтятся въ №, 0, ©, и проведемъ МА, ОК, РС, ОВ: то образуется 
трей паразхелепипедь АВОМ, иуБющ съ двумя предъилущими одну и 
туже высоту и одно и тоже основзне. Но ребра третьяго и перваго окап- 
чиваются иа однзхъ и т8хъ же прямыхъ РО, ОО, а ребра третьнго и вто- 
раго на одн%хъ и тёхъ же прамыхъь МЕ, ОТ СлВдовательн0о АВНЕ= 
—АВОМ и АВОМ—=АВ/С (вн. 11, пред. 29); а потому АВНЕ=АВ/С. 

Предложене 31. Паралхелепипелы АВЕС, СОЕМ, имЪюпае равныя 
высоты и равных основаны АВ, СО, равны между собою (фиг. 478). 


Фиг. 478. 


ата х 
Доказат. Случай первый. Пусть ребра А@, НТ, ВЕ, КГ; ОР, ОЕ, 


501 


СМ, ФЕ, стояпая на плоскости основаня, къ ней перпендикулярны; по- 
этому углы АКВ, СОГ равны между собою или же неравны. 


1. Если эти углы неравны, напр. ДАКВ< СОШ. Продолжинъ (© до 
8, построимъ при 95, въ точкВ ©, уголь 507-=АКВ, сдЪьлвемь 05=АК, 
©7Т=КВ; построимъ параллелограимъ 75, и параЯлелепипедь 15М. 
Изъ этого построен я сяЗдуетъ,что 05=АК 07—КВи (507Т= АКВ, 
а потому параллелограммы 79, НК равны и подобны. Но 05-=АЖК, ОВ=КГ, 
иэти лиши заключаютъ пряные углы, стЗдовательно парахлелограмиы 0, АГ, 
равны и подобны. По той же причинВ параллелограимы ЕТ, КЕ также равны 
и подобны. Сл»довательно три параллелограмма т8ла ЯТ равцы и подобны 
тремъ параллелограммаиъ тзла АЁ, а потому также равны и подобны 
между собою параллелограмчы противохежание первымъ (кн. 11, пред. 24), 
сл довательно 57=АЕ (вн. 11, опред. 10). 


Продолжимъ ДО, ХТ до ихъь встрЁчи въ а, чрезь 5 пюведемъ 84 
параллельную Да; продолжимъ ОД, 45, до ихъ пересёченя въ с, и по- 
строимъ т%ла ба, Ое. 


Твла ба, 7Т имють общее основане 20, параллельное плоскости 
ау, и равной высоты, боковыя же ихъ ребра Фа, ©Т, 54, 5х; В, ВМ, 
2{, 2У оканчиваются па однзхь и тзхь же прямыхь лин::хъ аХ, ФУ, 
то 24-=7Т (кн. 11, пред. 29). Но по выше доказанному 227--АЕ, ел8до- 
вательно 2а=АЕ. 

Такъ какъ 57Т==ба (кн. 1, пред. 35), а 5Т=АВ-=0У, то ба=0р, 
слвдовательно СД: 28—5ба: ОБ (кн. 5, пред. 7). 

Такъ какъ твло Се разсЪкается, плоскостью РО, парллжельной СР 
и 5е, то СБ:05=0СЕ:0е (кв. И, пред. 25). Точно также твло ае 
разсЪкаетсл плоскостью ©9Я, параллельной Де и а/, то ба: 25=2а: Фе 
(кн. 11, пред. 25). Но мы имЪли выше: СО: 05=5а: 05, ел довательно 
СЕ: 9е—2а: Фе (вн. 5, пред. 11), а потому СЕ-=ба (кн. 5, пред. 9). Но 
по выше доказанному 2а—АЕ; слВдовательно СЁЕ=АС. 

2. Если углы АКВ и СОШ равны. Продолживъ С@, ОО, такъ чтобы 
05=АК, н9а=КВ. /5%0а= (00 0=( АЕБ (кн. 1, пред. 15), схВдова: 
тельно, подобно предъидущему, можно доказать, что АЕ-=Йа, и СЕ==Са, 
а потому и СЕ-=АЕ. 

Случай второй. Ребра Аа, НК, ВЕ, ЕМ; Р®, СМ, 85, ПЕ, стоя- 
щя на плоскостяхъ основан, въ нимъ не перпендикулярны (фиг. 479). 

Опустимъ изъ точекъ К, ©, М, Е и Б, №, ©, Е на плоскости осно- 
вай АВ, СО перпендикуляры КО, СУ, МХ, ЕТ; 5Т №, ©7, Ра, и 
проведемъ 07, УХ, ТХ, ОТ; а[, 2, ба, 1. 


/ 
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Тавъ кавъ т8ла АХ, 5 лежать на равныхъь основашяхъь, имВютъ 
Фиг. 419. 


х ВТАРБ 4 
равныя высоты, ребра же ихъ перпендикулярны къ плоскостамъ оспованй, 
то они, на основани перваго случая, равны. А потому КХ=АЕибй=СЕ 
(ки. 11, пред. 30), сяЗдовательно АЕ=ОЕ. 

Предложене 32. Параллелепниеды АВ иСО, имфюще равных высоты, 
относятся между собою какъ площади основанй АЕ и СР (фиг. 480). 


Фиг. 480. 


Доказат. На @ЕР построимъ параллелограмь ЕН==АЕ (кн. 1, 
пред. 45) н построивъ тзло @Т найлемъ что АВ=Т (кн. 11, пред. 31). 

Такъ какъ тВло СТ разсВкается плоскостью О@, параллельной НТ, 
то (Т: СР=ЕН: СР (вн. 11, пред. 25). Но АВ=СТ и АЕ=ЕН, сл- 
довательно АВ: СО=АЕ: СЕ. 

Предложене 33. Подобиые паралхелепипеды АВ и СО, относятся 
между собою какъ утроеняое отношев!е сходственныхъ сторояъ АЁ и СР 
(фиг. 481). 

Доказат. Продолжимъ АЕ, СЕ, НЕ, до тфхъ поръ пока ЕТ-=СЕ, 
ЕК=ЕМ, ЕГ-—РЕО. Построимъ параллелограмь ТК, равно какъ и тВло 
ТО; построимъ также параллелограмъь СТ и на площадяхъ основашй @Т 
и ТК, построимъ тёла ЕМ, КР, резной высоты съ тёломъ АВ. Та АВ 
и СШ подобны, а потому углы АЕ, СЕМ равны, слёдовательно тавже 
ИТЕК=ИОЕМ, во Е1=СЕ, и ЕК=ЕМ, изъ этого слвдуеть, что ТК, 
СМ равны и подобны (вн. 6, опред. 1). По той же причин» 11, С®, равно 
какъ и ОЕ, ОЕ равны и подобны. А потому три параллелограмма тзла 
ТО равны и подобны тремъ параллелограммамь т8ла СШ, равно какъ и 
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противолежацие первымъ (кн. 11, пред, 24); слЗдовательно 10, ОР равны 
и подобны (вн. 11, опред. 10). 
| Фиг. 481. 


Такъ какъ АВс> СО, то: 
АЕ: СЕЗЕС: ЕМ=ЕН: РО (кн. 11, опрех. 9 и Ен. 6, опред. 1) ‘ 


но: 
СЕ=Е1Т, ЕМ=ЕК, Ро=ЕГЁ 
сл®довательно: | 
АЕ: ЕЕЕС: ЕК=ЕН: ЕГ 
Но: 
АЕ: ЕТ= АС: ЧТ 
ЕС: ЕК=@Т.ТК } (вн. 6, пред. 1) 
ЕН: ЕГ=РЕ: П, 
Сл ховательно: 
АС: СТЕ=СТ:1К=РЕ: Ш 
Но: 
АС: СЕ=АВ: ЕМ | 
СТ: ТЕ=ЕМ:РК (кн. 11, пред. 32) 
РЕ: Г—=РК: 0 
Сл довательно: 
АВ: ЕМ=ЕМ: РК-—РК: О 
а потому: 
АВ: 0О=(АВ: ЕМ} 
но: 


АВ: ЕМ-—=АС: <1=АЕ: ЕТ 
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сл довательно: 
| АВ:10-—{АЕ: ЕГу 
Но мы имВли: | 
10=(Ср и ЕЕ=СЕ 
Сл довательно: 


АВ: СО=({АЕ: СЕ) 

Зампчаше. Отсюда слЗдуетъ, что изъ четырехь, находящихся въ не- 
прерывной пропоршя, прямыхъ лин, первая относится къ четвертой, какъ 
парахлелепипедъ построенный на первой относится въ подобному и подобно 
расположенному параллелепипеду, построенному на второй, потому что отно- 
шен!е первой къ четвертой равно утроепному отношению первой ко второй. 

Предложеще 34. Въ равныхь паралхелециледахь АВ и СО, площади 
основанй АК и СО обратно пропорщшональны высотамъ. А если площади 
основанй АК и СО обратно пропорщональны высотамъ, то параллелепи- 
педы АВ и СО, равны. 

Первый случай. Пусть ребра АС, ЕЕ, КВ, НТ, в СГ, ММ, ОФ, РО 
перпендикулярны къ площадям, основанй АК п 00, то высоты тВль 
будуть АС и СГ (фиг. 482). 


Фиг. 482. 
Я з 
с гы 
и: | & 
Е 


1. Если АВ-ОР, то АК: С0=СГ: Аб. 

а) Площади основанй равны. Такъ какъ АК=СО и АВ=СО, то 
ОТ—=АС; въ противномъ бы случа АВ и ОШ были бы неравны (кн. 11, 
пред. 31), что противорёчитъь положен!ю. А потому очевидно что, АК: СО— 
—=0Г: АЗ. 

Ь) Площади основан неравны. Пусть АК>00, то СГ>АЗ, потому 
что 4 В-—=ОД; въ противномъ бы случа АВ и СО не могуть быть рав- 
ными, что противорфчитъь положению. Сдёлаемь СВ—=А@, и построимъ 
парахлелепипедь (5. 

Такъ какъ АВ—СГ, то: 

АВ: (5—0: 08 (вн. 5, пред. 7) 


Но: 
АВ: 05=АК: СО (вн. 11, пред. 32) 
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СР: 0$=00 : РЕ=ОЕ : ОВ (кн. 1, пред. 25 и ва. 6, пред. 1) 


слвдовательно: 
АК: 00—=СЬ: СВ 
сл»довательно и АК: СО=СГ: АС, потому что СВ-=АВ. 
2. Если АК: 00—0СГ: АС, то АВ=оГТ. 
а) Площади основан! равны. Такъ какъ АК-0О0О, и АК: СО0—= 
—О0Г: АС, то С.—АС, сл$довательно АВ=СО (вн. 11, пред. 32). 
Ъ) Площади основав! неравны. Пусть АК>СО, а потому СГ>А@. 
Слзлаемь СВ—=АС, и построимтъ параллелеципедь 05. 
Такъ какь СЕ—=АВ, то получимъ на основан!и нашего пеложен!я: 
АК: С0-—=СГ: СВ 
Но: 
АК: 00—=АВ: 08 (вн. 11, пред. 32) 


СГ: СВ=0% : РЕ=СЬ: 0$ (вн. 6, пред. 1 и кн. 11, пред. 25). 


Сл®довательио: АВ: 05=—СТ : 05; а потому АВ-—СГ (Ен. 5, пред. 9). 
Второй случай. Пусть.ребра АС, ЕЁ, КВ, НТ и СГ, ММ, ОБ, Ро 
не перпендикулярны ЕЪ площадямъ основанй АК и СО (фиг. 483). 


Фиг. 483. 


а в 


На плоскости основанй АК й СО опустимъ перпендикуляры изъ 
точекъ С, Е, В, Ги Г, М, О, ©, которые пересВкуть эти плоскости 
въ точкахь Л, Г, 5, Виа, 6, 7, Х. ПЦостроимъ параллелепииеды ВТ 
и Да; тла ВТ и АВ имЪють высотою Г@, аа и СО имЪютъ высотовю 
@Т, (вн. 6, опред. 4). . 

1. Если АВ—ОО, то АК: СОмоЁ :Тб. 

Такъ какъ АВ-=СО, а АВ=ВТ (кн. 11, пред. 30) и Ср=Ша, то 
В1Т=Ра, схВдовательно, на основани перваго случая, 19:ай=а[:Т@. 
Но 7153=АК и ай=00 (вн. 11, пред. 24), сл»довательно АК: 00= 
==аГ: Т@. 

2. Если АК: 00=аЁ: Та, то АВ=ОТ. 

Такъ какъ АК=15, и СО—ай (Ен. 11, пред. 24), то позучимъ на 
основани изнего положетя 15:ай=еЁ:Т@, слфдовательно, на основа- 
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ви перваго случая ТВ==Ша. Но ТВ=АВ ин Ра—Ср (вн. 11, пред. 30), 
слЗдовательно АВ=СР. 

Предложеше 35. Если чрезъ вершины А и ЛД двухъ плоскихь угловъ 
(ВАС и ДЕШЕ проведемъ дв прямыя лиши А@ и ОГ, образующия, 
со сторонами данныхъ угловъ, равные углы ДВА. ДЕШГ в ДСАС, 
СГОЕ, и если изъ произвольныхь точевь @ и Г, выше сказанныхъ пря- 
мыхъ, опустимь перпендикуляры СК и Г.М ка плоскости данныхьъ угловъ, 
и если чрезъ основанйя ихъ Аи О проведемь прямыя КА и МФО. то 
эти послВдн!я прямыя съ проведенными А@ и ПГ, образуютъ равные углы 
ХКА@ и СМОГ (фиг. 484). 

Фиг. 484. 


Доказат. Отложимь АН-=РГ и чрезъ точку Н проведемъь прямую 
НТ параллельную @К; прямая НТ встрёчающая плоскость проведенную 
чрезъ ВАС въ точеЪ Г, равно какъ и прямая СК къ ней перпендику- 
лярны (кн. 11, пред. 8). Изъ точекъ Г, М опустимъ на прямыя АВ, АС, 
ТЕ, ПЕ перпендикуляры ТВ, 1С, МЕ, МЕ, и проведемъ прямыя НС, 
СВ, ВН, ГЕ, ЕЕ, ЕГ. Такъ какъ НТ перпендикулярна къ плоскости 
проведенной чрезь ВАС, слЪдовательно она перпендикулярна къ прямым 
ТА, ТВ, ТС (кн. 11, опред. 3), то (кн. 1, пред. 47) (ОНА=ОНРЕ+-ОЛА, 
но [1ТА=С2С-НОСА, сл»довательно Г]НА=СОНТ+0О10-+ГСА; а по- 
тому, такъ какъ [НГ 710=ОНС, то и ПОНА=ОНС--С СА, слфлдо- 
вательно ДНСА=@ (кн. 1, пред. 48). По той же причин ДЁЕО=а. 
СлЬдовательно0 ДНСА—=ИГЕО. Но цо положеню ДНАС=ИГЬЕ, в 
АН=оОГ, схВховательно АС—ОРЕ (кн. 1, пред. 96). 

ДалЪе, такъ какъ ОАН—=(ОАТНСИН, но 141=0АВ--СП ВТ, то 
_ 0ОАН=пАВ+-ОВЕНОЛИ; сл8довательно, такъ какь [ОВЕНОХН= 
=0ОВН, то и ПАН=ПАвВ-+-0ОВН, а потожу ДАВН=А (ка. 1, 
пред. 48). По той же причинё ДХДЕГ-=4. Слзлдовательно ДАВН= 
—=/ИФЕГ. Но по положеню ДВАН= ЕР н АН=)ОЕ, слЕдовательно 
АВ—ОЕ (Ен. 1, прех. 26). 

Итакь АВ=РЕ, А0=ОЕ, а по положеню ДВАС=ДЕШЕ; т 
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ВС=ЕЕ и ДАСВ=ЕОЕЕ (вн. 1, пред. 4); слВдовательно, такъ какъ 
С1СА—= / МЕ)=а, то и /ВОЕ=ДЕЕМ. По той же причин8 ДСВл-= 
=ДЕЕМ, слЬдовательно (С1==ЕМ (кн. 1, пред. 26). Но АС=ЬЕ и 
СЮА— МЕШ, а потому 41=,М (ки. 1, пред. 4), схёдовательно 
пА=оЬм. 

Такъ какь ДАН и ДОМЕ суть углы прямне, то ПАБ-САТ+Н 
+071 и ПОЕГ=ОБРМ-ОМГ; во АН=ОГ, а потому ПАН= ОГ, 
сзВдовательно [] 47+ 1Н=0РМ--0О МГ. Но по предъидущему [].41= 
= (ПРМ, слЁдовательно (11Н = ОМГ, откуда 1Н= МГ. Но по 
предъидущему 41=ЮМ и НА—ОТ, слздовательно ДНАТ=ДТОМ 
(кн. 1, пред. 8). 

Слъдстве. Отсюда ясно, что если изъ вершинъ Ан ДО двухъ рав- 
ныхь плоскихь угловь ВАС и ЕШЕ, проведемъ равныя прямыя АН и 
РГ, образующия со сторонами данныхъ угловъ углы равные, то нерпендя- 
кулары НТ и Г.М, опущенные изъ оконечностей Н и Г, проведенныхъ 
прямыхь, будуть равны. 

Предложеще 36. Если три прямыя А, Ви С пропоршональны, то 
параллелепипехь построенный на этихъ трехь прамыхь равенъ равноу- 
угольному параллелепипеду, построенному на средней В (фиг. 485). 


Фиг. 485. 
Ф 
г и. 
А ть 
Вв-— ЕЕ 
= 


Доказат. Пусть Е будетъ тЁлесвый уголь, составленный изъ трехъ 
плоскихъ угловь ДОЕС, ДВЕЕ и ХЕЕГ. Отложимъ на каждой изъ 
прямыхь ДЕ, СЕ, ЕЕ частн равныя В, и построимь параллелепипедь 
ЕТ. Деле, пусть ЕЁ равна А; при прямой КГ, въ точки К построимъ 
тёлесный уголь, составленный плоскими углами ДМВМ, С МЕГ, СГЕМ, 
равный тВлесному углу Е (кн. 11, пред. 26); отложимь ВМ№М=В и ЕМ=С, 
и построимъ параллелепипедь ВН. 

Такъ какъ А:В=В:С и А-ВТ, В=В№=ЕЕ-=ЕС-ЕР и 
С=АМ, то ВГ: ЕРЕО:ЕМ. Но ДТВМ=ЕФЕЕ, слёдовательно 
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нараллелограимь МГ-—ОР (кн. 6, пред. 14). Такъ какъ. чрезь вершины 
ХЛЕЕи ДГВМ, въ точкахь Еи В, проведевы равныя прямыя Е@ н ВМ 
тавля, что Д.В№=ДЕЕС и [ МЕХ— / БЕС, то перпендикуляры, опущен- 
ные изъ точекъ @ и М на плоскости угловьъ РЕЁ и МАГ, равны 
(кн. 11, пред. 35, сл3д.), а потому тёла ЕГи ВН равной высоты. Но по 
предъидущему площади ихъ основанй ОЕ и МГ равны, слВхдовательно 
ЕН= ЕТ (кн. 11, пред. 31). 

Предложене 37. Если четыре прямыя лини АВ, СО, ЕЕ, @Н про- 
порщональмы, то построепные на нихъ парахлелепипелы АХ СК, ЕГ,, @М 
подобные и подобно расположенные будутъ пропорщшональны. Если построен- 
ные на четырехъ прямыхь подобные и подобно расположенные параллезе- 
пипеды пропорщонахьны, то и прячыя лини тавже пропорщюональвы 
(фиг. 486). 

Фиг. 486. 


т Р4 Г м 
На 
Е Е 
А В 


Доказать 1. Тавъ кавъ АТ<СК, то АТ: СЕ(АВ: СШ)’ (ва. п, 
пред. 33). По той же причин ЕЁ: @МЫ— ЕЕ: СН). Но по положеню 
АВ: ОР=ЕР: СН, стБдовательно АТ: СК=ЕЁ: @М. 

2. Такъ кавъ АТ: СК=(АВ: Ср) и ЕЁ: ВМ—{ЕЕ: @Н)* (Би. 11. 
пред. 33), и по положеню АТ: СЁ-=ЕЁ: @М, то АВ: СО==ЕЕ: ЦН. 

Предложене 38. Если двЪ плоскости АВи СО взаимно периенди- 
кулярны, то перпендикуляръ, опущенвый изъ произвольной точкн Е од- 
ной изъ плоскостей, на другую, встрёчаеть причую АЛ взаимнаго пере- 
сВчеши двухъ плоскостей (фиг. 487). 


Фиг. 481. 


и 


^\ в^\ 


В 


Доказал. Пусть втотъ перпендикухяръ не встр®чаетъ плоскость АВ на 
примой АЛ), а пройдетъ ви этой посл дней, какъ изпр. прямая ЕЕ’ изъ точия 
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Е, плоскости АВ, опустимъ перпендикуляръ Рб' на прямую АД, онъ’ будетъ 
перпендикуляренъ къ паоскости СШ (вн. 11, опред. 4). Проведемъь ЕС, 
то ДЕС Е==4,. но ДЕЕС=4, слЗковательно въ АДЕР@ два угла—=24, 
что невозможно (Ен. 1, пред. 17). СлЗдовательно, перпендикулярь опу- 
щенный изъ точки Е на плоскость АВ, не можеть упасть виз прямой 
АО, а нотому пересВкаетъ ее. 


Предложевще 39. Если мы раздёлимъ пополамъ противолежащя сто- 
роны АН и СЕ параллелепипеда АЕ, и проведемъ чрезъ точки дёлешя 
ТК, М, Г, 0, № Р © плоскости 1М, №, то прямая пересЁчени ТВ 
этихъ плоскостей н логональ параллелепипеда взавыно дВлятся попо- 
ламъ (фиг, 488). 


Фиг. 488. 


Доказат. Проведемъь ОТ, ТЕ, ВВ и ВЧ. Такь какъ ОМ и ОЕ 
параллельны то ДОМТ=СТОЕ (вв. 1, пред. 29). Но ОМ:-=0Е, и 
МТ—=ТО, слАдовательно ОТ-ТЕ и ДМТО=иоОТЕ (Ен. 1, пред. 4), в 
потому ДТЕ есть прямая ливня (кн. 1, пред. 14). По той же причин 
ВВ=ЕВВ, и ВЕС текже прямая хияя. 

Такъ какь С.А равна и параллельна какъ ОВ, такъь и ЕС, то ОВ 
также равна и параллельна Е@ (вн. 11, пред. 9). СлЁдовательно ОЕ и 
СВ равны и паралжельны (Ен. 1, пред. 38), откуда прамыя О@ и ТВ 
лежать въ одной плоскости (ки. 11, пред. 7). 

Такъ какь ГЕ и ВС равны и параллельны, и ОТ-=ТЕ, ВВ=8ВВ, 
то РТ=бЕ. Но (Т05=И5СЕ (кн. 1, пред. 29) и (08Т=/8В8@ 
(кн. 1, пред. 15), сл№ховательно 759=5Ё и 25=8@ (вн. 1, пред. 26), & 
потому 06% прамыя ТЕ и, въ точкВ 5, взаимно длятся пополамъ. 

Предложене 40. ДвЪ призы АЕВСЕР и Н@ТИКГ равной 
высоты, изъ коихъ одна имфетъ осповашемъ параллелограмь АЕРС, а 
друган треугольникъ @НТ, котораго удвоенная площаль равна площади 
параллелограмма, равны между собою (фиг. 489). 

Доказат. Построимъ паралхелепипеды ЕД и 60. Но положен 
параллелограмь А-З Л@НГ1 и НЕ-ЗАСНГ (кн. 1, пред. 34), а потому 
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АЕ-—НТ. схАдовательно, такъ какъ высоты равны, параллелепипеды ЕО 
и СО (кн. 11, прех. 31), & потому и ихъ половины равпы. Но АЕРСВШ 


Фиг. 489. 


есть половина ЕД), а СНТИКЕ половина СО (вн. И, пред. 28}, сл®хо- 
взтельно АЕРОВР)—=СНТМКГ. | 


КНИГА ХИП. 
Книга вторая „О тблахъ: 


Прехдлежен! я. 


Предложеме 1. Подобные, вписанные въ круги многоугольниви 
АВОГЕ и ЕСНИЕ, относятся между собою, какъ квадраты даметровъ 
ВТ и СМ (фиг. 490). 

Фиг. 490. 


А. . 
г 
': х 
р к 
+. М 
с р т 


Доказат. Проведемъ прямыя ВЕ, АГ, СК, ЕМ. Такъ какъ чного- 
угольники подобны, то Д ВАЕ=ДХСЕК и ВА: ЛЕ=СЕ:ЕК (вн. 6, 
опред. 1); а потому треугольники АВЕ и Р@К равноугольиы 
(кн. 6, пред. 6), сл®довательно Д АЕВ==ДЕКО. Но ДАЕВ=ДАГВ и 
ДЕКа=ХЕМС (кн. 3, пред. 21), сл&довательно Д АЁГВ= ДЕМО; во 
(ВАГ-—=4= ОЕМ (вн. 3, пред, 31), слЗдовательно0 и ДАВЕ—= ИТМ. 
Изь этого слВдуеть что треугольники АВГ и Р@М равноугольны. 
Слздовстельно: 

ВГ: бМ=ВлА:аР 
& потому: 
(ВЕ: @М }={ВА: @ЕР 

Не: : 

(ВЕ: @М)=П ВЕ: []@М (ки. 6, пред. 20) 
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(ВА: Е}-= АВОРЕ: ЕОШХ 
Сл%Фдовательно также: 


АВСГЕ: Е@Н1К—=СВГ: П6М. 


редложеще 8. Круги АВСР и ЕЕ@Н относятся между собою 
какъ квадрёты ихъ даметровь ВО и ЕН (фиг. 491). 
| Фиг. 491. 


Доказат. Если бы не было []ВО:СЕН-==кр. АВС : кр. ЕРСН, 
те пусть О ВО: (ЕН=«кр. АВСО: В, тдь В есть площадь, которая или 
` меньше или больше круга ЕЁСН. 

Случай первый. Пусть площадь В<«кр. ЕР@И, и ПВО: ПЕН-= 
=—=Ер. АВОО: В. 

Впишемь въ вругь ЕСН квадрат ЕР@Н (ки. 4, пред. 6); то 
этотъ послВдшй будетъ больше полукруга. Чрезъ точки Е, Е, @, Н про- 
ведемъ касательныя, то внутренн!й квадратъ ЕРСН равенъ половин 
визшняго (кн. 1, пред. 41). Но кругъь меньше внёшняго квадрата, схЬдо- 
вательно внутреннй квадратъ боле половины круга. 

Раздёлимъ пополамъ дуги ЕЁ, ЕС, СН, НЕ вь точкахь Г, К, 1, М 
и проведемъ прямыя ЕГ, 1, РК, Ка, СГ, ГЫ, НМ, МЕ, то каж- 
дый изъ полученныхь треугольниковь ТРЕ, КСЕ, ЕН, МЕН 
больше половины сегмента въ который онъ вписанъ. Въ самомъ дВхВ, 
если мы проведемъ чрезъ точки Т, К, Г, М касательныя, н построиуъ 
парахлелограммы на ЕЁ, РС, @Н, НЕ; то каждый язъ поименоваиныхь 
треугольниковъ равенъ половин» параллелограмма, въ которомъ онъ нахо- 
дитея. Но каждый сегментъ мензе соотв®тствующаго ему параллелограмма, 
ехВдовательно каждый изъ упомянутыхь треугольниковь болёе половины 
соотвЪтствуюаго ему сегмента. 

Продолжая, такимъ образомъ, дахВе подобиое дЗлеше пополамъ дугъ 
круга и д№ая при каждоиъ дёлешя вышеупоманутое построеше, 
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получимъ сегменты, ЕГ ТЕ, ЕК и т. д., сумма которыхъ меньше 
избытка кругах ЕР@Н надъ площадью В (кн. 10, пред. 1). Слдо- 
вательно, такимъ образомъ полученный многоугольникъ ЕЕКСЕНМ> В. 
Въ кругъ АВС воишемъ многоугольникь АМВОСРИО подобный 
многоугольниху Е/ЕК@ГНМ, то ОВО: ОЁН==мног.АМВ... : мног.ЕТХ.... 
(кн. 12, пред. 1). Но мы предположили, что (ОВО: СЕН=юкр.А ВОГ: В, 
сл довательно кр. АВОЮ: В == мног. АМВ : мног. ЕЛЕ... Но очевидно 
кр. 4 ВСР>>мног. АМВ.... СлЪдовательно В>мног. ЕХЕР.... (кн. 5, пред. 14), 
что противорВчить предъидущему В<Е!Е... А потому не можеть быть 
ОВО: С] ЕН=кр.АВОШЬ: В, когда В<кр. ЕРСН. 
По той же причинё не можеть быть СЕН: 0] ВО=кр.ЕРСН: 2, 
когда площадь <Ер.АВСГ. 
Случай второй. Пусть площадь В>кр. ЕЕСН а ПВР: ПЕН= 
—кр. 4 ВОГО: Е, сл#довательно также ПЕН: (] ВО=В: кр. АВСГ. 
Пусть В:кр.АВСр=кр. ЕРСН:Я, во В>кр. ЕРСН, а потому 
кр. А ВСШ> 7 (ки: 5, пред. 14). Но мы положили, что ПЕН: О ВО= 
—А: кр. АВС, сл8довательно []ЕН: (]ВО=кр. ЕЕСН: #, что невоз- 
можно, на основани перваго случая, такъ какъ «кр. АВСО. А потому 
не можетъ быть (ОВО: ОЕН==кр. АВСЬ: В, нра В>кр. ЕЕСН, а также, 
на основанши перваго случая, при положени В<« кр. ЕРСН. Сл#довательно 
ОВО: ОЕН-==вр. АВОО: кр. ЕЕСН. : 
Предложене 3. Всякая треугольная пирамида АВСОШ, можеть быть 
разбита на дв равныя и подобныя другъ другу треугольныя пирамиды, 
подобныя каждая цВлой, и на дв равныя призмы, которыя выфстВ взятыя 
больше половины цёлой пирамиды (фиг. 499). | 


Фиг. 492. 


Доказат. Пусть основане пираииды будетъ треугольникъ АВС, а 
ея вершина О. Раздфлимъ пополамъ прямыя АВ, ВС, СА, АГ, ОВ, РОС 
въ точкахь Е, Е, (, Н, ТК. Проведемь прямыя ЕН, Е@, ВН, обра- 
зуемъ треугольную пирамиду ЛЕСН; даже проведя прямыя НГ, 1Ж, 
КН образуемъ треугольную пирамвду НТКЛ; наконецъ проведя прямыя 
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ТЕ, ЕС образуемъ призму ЕВЕ@НТ на основани ЕВЕС и призму 
СЕСЕНТ ва основани ЕСС. Требуется доказать: 


1. Что обЪ треугольныя пирамиды АЕ@Н и НКО съ вершинами 
Ни Ш и съ оеснованями АЕС и НГК, равны и подобны между собою. 


Такъ какъ АЕ-ЕВ, и АН=2НО, то ЕН параллельна прямой 
ВО (Ен. 6, пред, 2); по той же причин® НТ параллельна АВ; а потому 
НЕВТ есть параллелограмъ, слВдовательно НЕ=ЕВ (кн. 1, пред. 34); & 
потому, такъ какъ ЕВ-АЕ, тои АЕ=Н1. Но АННО в (ЕАН ТНУ 
(кн. 1, пред. 29), елЗдовательно ЛАЕН> АН и ЕН=Г) (кн. 1, 
пред. 4 и вн. 6, пред. 6). По той же причин ААН@=> АНКО и 
КО—бН. р 

Изь этого схВдуеть, что НЕЁ равна и параллельна ОТ НС равна 
и параллельна КТ), а потому ДЕНВ—=АЛШОК (вн. 11, пред. 10), сл 
довательн0 ЛЕНО > АЛК (квн. 1, пред. 4 и кн. 6, пред. 6). По той 
же причин ЛАЕС <> АНЛК. 

Изъ этого видно, что пирамиды АЕСН н НИКО образованы одина- 
ковымъ числомъ, равныхъ и подобныхь плоскостей, а потому он равны и 
подобны между собою (кн. 11, опред. 10). 


2. Что построенныя пирамиды АЕ@Н и НТКЛ подобны цЁёлой АВОГ. 


Такъ какъ НТ параллельны АВ; то треугольникн АДВ и НТ 
равноугольны (кн. 1, прех. 29), 3 потому ихъ стороны пропоршональны 
(кн. 6, пред. 4), слВдовательно треугольники: АДВ и НОТ подобны (вн. 6, 
опред. 1). По той же причин треугольники ВОО, ГК и АШОС, ДЫК 
также подобны. 

Такъ какъ ВА параллельна ТН и АС параллельна НК, то д ВАС= 
—= ШК (вн. 11, пред. 10), & такъ какъ НЕ=ВЕ=ЕА и НЕ—=<0@—СА, 
то ВА: АСЫШ:НК (вн. 5, пред. 15), сх8довательно ДАВС АШК 
(кн. 6, пред. 6). Изъ этого слЗдуетъ, ‘что пирамиды АВОР и НКО по- 
добны (кн. 11, опред. 9), схховательно он подобны и пирамид АЕСН, 
потому что эта посхёдияз подобна пирамидв НЛК), на основан1и первой 
части этой теоремы. 

3. Что призмы ЕВЕОНТ и @ЕСКНТ, которыя мы получимъ, от- 
вавъ оть цзлой пирамиды об вышепоименованиыя маленьюмя пирамиды, 
равны между собою. г 

Такъ какь ВЕРЕС, тт ЕВЕб=ЗАОЕС (кн. 1, пред. 41), а по- 
тому сказанныя призмы имютъ одинаковыя высоты, такъ какъ въ первой 
площади основатя ЕВСЕ противолежить прямая НТ, а во второй пло- 
щадн основашя @РС противолежить площаль [ЕН. Слфдовательно эти 
призмы равны (вн. 11, пред. 40). 
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4. Что об призмы ЕВЕСНТ и СЕСЕНТ вм\%стЪ взятыя больше 
половины цЪлой пирамиды АВС. 

Проведя ЕЁ, Е!Г образуемъ пирамиду ЕВЕТ съ основашемь ЕВЕ 
и вершиной Г, очевидно, что призма ЕВЕСНГ>пирамиды ЕВЕГ Но 
пирамиды ЕВЕГи АЕСН, какъ составленныя одинаковымъ числомъ рав- 
ныхь и подобныхь плоскостей, равны и подобны между собою. Сл$дова- 
тельно призма ЕВЕСНГ> пирамид. АЕСН. Но мы имЪхи, ‚ что призма 
ЕВЕ@НЕ=призм% ЕССКНТ, и пир. АЕСН==пир. НТКО. Сл8довательно 
призма Р@СКНГ>пир.НЛКО. А потому призма ЕВЕСНТ-н призма 
@РСКНГ>пир.АЕСН-нпир. НКО. Изъ этого сл8дуетъь, что цёлая пи- 
рамида АВС раздВлена на двЪ неравныя части, изъ которыхъ большая 
заключаеть об призмы, & меньшяя—0обЪ пирамиды. Слдовательно 06% 
призмы, вмфстЪ взятыя, меньше половины цфлой пирамиды. 


Предложене 4. Если разложимъ дв треугольныя пирамиды АВС@ и 
ЛЕЕС, одинаковой высоты, на двВ равныя, другь другу и цёлой подобныя 
пирамиды, и на двЗ равныя призмы, и если разложинъ полученнныя пирамиды 
снова подобнымь же образомъ, то продолжая подобное разложее дахВе, 
мы получимъ, что вс призмы одной изъ пирамидъ относятся ко всВмъ соот- 
вЪтетвеннымъь призмамъ другой пирамиды, какъ площадь основатя АВС, 
одной изъ нихъ относится въ площади основаня ДЕЕ другой (фиг. 493). 


Фиг. 493. 


Е 


Доказалт. Такъ какъ обз пирамиды АВС@ и РЕЕН одинаковой вы- 
соты, то очевидно, перпендикухлары, опущенные изъ точекъ @, Н на плос- 
кости АВС и ЕЕ, равны. Но, перпендикуляръ, опущенный изъ точки ( 
и прямая @С параллельными пхоскостями АВС и ОГМ, разсВкаются на 
пропоршональныя частн (кн. 11, пред. 17); изъ этого слЗдуетъ, что выше- 
упомянутый перпендикуляръ опущенный изъ точки @ плоскостью ОЁМ 
дЪлится пополамъ, такъ какь @С плоскостью ОГМ въ точЕЁ М дёлится 
поноламъ. По той же причинз перпендикуляръ, опущенный изъ точки Н 
на плоскость ДЕЕ хВлится пополамъ плоскостью А19. Но вышеупомяну- 
тые перпендикуляры равны, & потому равны и половины ихъ. Сл8дова- 
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тельно призмы ЮМСМИТО и ФТЕЗТЕ имФютъ одинаконыя высоты, а по- 
тому онВ относятся между собою какъ площади основанй КМС и ФУР 
(кн. 11, пред. 28 и 32). Но призмы, въ каждой изъ пирамидъ АВСС@ и 
ЛЕЕН, равны между собою, а потому: призиа ТЕ МВГО : призм КМОМЛО= 
—=—=призма ЕРОТТВ: призм ОТЕУТЕ; или призма ТКМВГО-призиа 
КМОМГ.О: призы ЕРОТТЕ-н призма ОТЕЗТЕ—призма КМОМТО: призыв 
ОТЕЗТЕ (вн. 5, пред. 18, 16). СяЪдовательно: Л ЕМС: ДОТЕ==призма 
ЕРОУТТЕВ: призм ОТЕЗГЕ. 

Тавъ какь В№=МО и АК=КСО, то МК параллельна АВ (кн. 6, 
пред. 2); а потому ААВО> АКМС (кн. 6, вред. 4). По той 
же причин ЛРЕР< ЛОТЕ. Но ВО=ЗСМ и ЕЕ=ЗЕТ, & потому 
ВС:ОМ= ЕЕ: ЕТ. Слфдовательн0о ЛАВС: АКМС = А,ЕР: ДФТЕ 
(кн. 6, пред. 22), или же ДАВС: ДОЕЕ=АЕЮ№: АФТЕ—=ипризма 
ТКИВГ.О-н призма КМОМГО: призм ЕРОТТЕ- призма ОТЕЗТЕ, на 
основаи выше доказаннаго. Разлагая подобнымъ же образомъ полученных 
маленьвя пирамиды ОЁМ@ и ВТЗН, будемъ имфть какъ выше, что 
площади основанй ОЁМ, ВТ относятея между собою какъ призмы въ 
обфихь вышесказаниыхь пирамидахь. Итакь ЛОЁГМ: АЕЗТ-= ДАВС: 
:АДЕЁЕ, а потому ЛАВОС: АОЕЕ=9 приз. въ АВО@:2 приз. въ 
РЕЕН == 9 приз. вь ОБМС : 2 приз. въ ЕЛ5Н, сл®довательно и кадъ 
ДАВО: АРЕЕ-=4 приз. вь АВСС :4 приз. вь ДЕЁЕН. Точно тавимъ же 
образомъ доказывается и дхя призмь АТКО и ОРОЕ, и вообще для всВхъ 
сяВдующихъ дВленй одного и того же порядка. 

Предложене 5. Треугольныя пирамиды АВСС и ДЕЕН, одинако- 
вой высоты, относятся между собою вавъ площади основайй АВСи ЕЕ 
(фиг. 494). 

Фиг. 494. 


Доказат. Если бы не было ДАВС: ДОЕЕ—пир. АВОС : пир. ДЕЕН, 
то мы им%ли бы ЛАВО: АРЕЕ==пир. АВС: Х, гдВ тЪло Х больше идя 
меньше пир. РЕЕН. 

Первый случай. Пусть т8хло Х«<ишир.РЕЕН, и пусть ААВС: 
: ДРЕЕ пир. АВС@: Х. 
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Разложим® пир. ДЕЕН на дв меньшя равныя, подобныя между со- 
бою и подобныя цзлой и на дв равныя призмы (вн. 12, пред. 3), такъ что 068 
призмы вы%стф взятыя меньше половины цлой пирамиды ДЕРН. Эти мевьша 
пирамиды разложимьъ подобнымь же образомъ, и будемъ продолжать такое 
разложеше, до тВхъ поръ пока мы дойдемъ до такихъ пирамидъ, которыя, 
виВст® взятыя, меньше чмъ избытокъ пир. ДЕЕН надъ тЪломт Х (кн. 10, 
пред. 1). Пусть эти пирамиды будуть ШОРОЕ и ЕТЭН, то остаю- 
ияся въ пир. РЕЕН призмы больше тВла Х. 

Пусть другая пир. АВСОС разложена подобнымъ же образомь на 
тоже число пирамидъ, то ДАВС: ДРЕЕ=ириз. въ АВСС : призм вь РЕЕН 
(кн. 12, пред. 4). Но мы положили, что ЛАВС: АРЕЕ=лир. АВС@: Х, 
слздовательно пир. АВОб : Х==призм. въ АВС@: привм. въ ДЕЕН. Но 
пир. АВСС_>приз. вь АВС@, слЁдовательно Х> приз. въ ДЕЕН (вн. 5, 
пред. 14), что противорчитъ предъидущему положеню, приз. вь ДЕЁН>Х. 
А потому ие имфетъ м®ста пропорщя ^ АВС: АРЕЕ—пир. АВСВ : Х, когда 
Х<пир. РЕЕН. По той же причин» не можеть быть АДЕР: ДАВС= 
— пир. РЕЕН:@, при «пир. АВСВ. 

Второй случай. Пусть Х>пир. РЕЕН и ДАВС: ДОЕЁЕ= пар. 
АВСС:Х, з потому и АРЕР: ДАВС=Х:пир. АВСб. Пусть Х:пир. 
АВОб-=пир. РЕЕН: 2, слёдовательно и Х: пар. ДЕЕН==пир. АВОВ: 2, 
а потому {< пир. АВСС (вн. 5, пред. 14). Но мы положили, что ЛОЕЕ: 
ДАВСО-Х: пир. АВС@, слВдовательно ЛОЕЕ: ААВС—=иир. ДЕЕН: 2, 
что на основаши перваго случая невозможно. А потому негозможно, чтобы 
ЛАВС: ДРЕЕ= пир. АВС@:Х, при Х>пир. ДЕЕН, ана основан пер- 
ваго случая также невозможно, пря Х<пир. ДЕЁН. СлВдовательно Л АВО: 
АДРЕЕ=пир. АВСС : пир. РЕЕН. 

Предложене 6. Миогоугольныя пирамиды АВСШЕГ, ЕСНТКМ, 
равной высоты, относятся между собою какъ площади ихь основашй 
АВСРЕ в ЕСЫЛК (фиг. 495). 

Фиг. 495. 


т и 


| 


Доказат. Раздёлимъ эти основашя на треугольники АВС, АСФ, 
АРЕ ЕбН, ЕН1, МК, и проведемь чрезъ ОАТ, ШАГ, НЕМ, 
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М плоскости, то многоугольныя пирамиды разобьются на треугольныя. 
Такъ какь ЛАВС: ДАСГР = пир. АВСГ,: пир. АСОГ (кв. 12, 
пред. 5), то: 
АВОСЬ: ДАСЬ=пар.АВСПГ : пир. АСПГ (вн. 5, пред. 18). 
Но мы ныземъ также: 
ААС: АДАДЕ=иир. АСОГ.:: пир. АДЕГ 
Откуда сравнивая послёдн!я дв пропорщи, получимъ: 
АВСР: ЛАРЕ-пир. АВСОГ.: пир. АДЕГ, (вв. 5, пред. 99), 
`°а потому необходимо: 
АВСБЕ: АДАРЕ=пир. АВОГЕГ: пир. АРЕЁ 
По той же причин: 


ЕВЫК: АЕК==пир. ЕОНКИМ : пир. ТЕМ 
& потому также: 


АЕ: ЕВНТЕЕпир. КМ: пир. ЕОЕКМ 


Такъ какъ: 
ДАЛЕЕ: АДЕ1КЕ—пир. АДЕГ: вир. ЯКМ 


= на основан предъидущаго: 
АВОРЕ: ДАРЕ=пир. АВОШЕГ: пир. АРЕГ. 
Откуда сравнивая эти пропорщи, получимъ: 
АВОРЕ: АЕК—пир. АВОШЕГ : пир. ЕЛКМ 
во по предъидущему: 
АРК: Е@НТЕ=пир. ЕТКМ : пир. Е@Н1КЕМ 
Сх8довательно, получимъ: 
АВСШЕ: ЕВЫ1Е—=пир. АВСЬЕГ : пир. ЕЕНТКМ 


Предложене 7. Всякая трехсторонняя призма АВСРЕЕ, можеть 
быть разложена на трм равных треугольныя пирамиды (фиг. 496). 


Фиг. 496. 
Е 7) 
/ 
С 
В А 


Доказат. Проведемъ прямыя ВД, ЕС, СГ, 


` 
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Тавъ какъ АВЕ есть параллелограмъ (вн. 11, опред. 13), то 
ААВО= А ЕДВ (вн. 1, пред, 34), сл®довательно пирамиды АВОСи ЕРВС 
имя вершины' въ точкВ С'’равны (ви. 12, пред. 5). Но пир. ЕДВС и пир. ЕВСО 
суть одна и таже пирамида, слВдовательно пир. АВОС=пир. ЕВОО. 

Далфе, такъ какъ РОВЕ параллелограмъ, то ЛЕВС=ЛЕСЕ (вн. 1, 
пред. 34), слЗдовательно пирамиды ЕВСР и ЕСЕР имя вершины въ точкВ 
равны (кн. 12, пред. 5). Но мы имЗли пир. ЕВСР==пир. АВОС. СлЬдов&- 
тельно пир. ЕСЕР==пир. АВСГ. Изъ этого слёдуетъ, что призма АВСДЕЕ 
разбита на три равныя треугольных пирамиды АВРО, ВЕСП, ЕСЕШ. 


Замичате. Изь этого предложешя схВдуетъ, что всякая пирамида 
есть треть призмы, имющей съ ней одно и тоже основаше и равныя 
высоты. | 

Въ сАмомь дЬлВ пир. АВОС съ пир. САВГ равны; но пирам. 
АВОС-==} приз. АВСРЕЕ, сл®ховательно также пир. САВО= & призм. 
АВСЬЕЕ. 


Если призма многосторонняя, то она можеть быть разбита на трех- 
сторонвшя. 

Предложене 8. Подобныя треугольныя пирамиды АВСС, РЕЕН 
относятся между собою какъ тройное (кубы) отношете соотв тствующихь 
сторонъ ВОС и ЕЕ (фиг. 497). 

Фиг. 497. 


Доказат. Построимъ параллелепяпеды ВТ, ЕМ. Такъ какъ пир. АВС@<> 
сопир. ДЕЕН, то ( ВСА-=ДЕЕО, /АСб—= СЕН, [ ВСб=(ЕЕН, и 
ВО: ЕЕ-=АС: РЕ=СС: НЕ (кн. 11, опред. 9), слдовательно СМс>Е©, 
СЕЕМ, СГ^ЕР (кн. 6, опред. 1). Но въ обоихъ паралхлелепипедахь сто- 
роны, лежапуя противъ трехь вышеупомянутыхь плоскостей, равны и по- 
добны (кн. 11, пред, 24). А потому ВГ>ЕМ (кн. 11, опред. 9), сххова- 
тельно ВТ: ЕМ=( ВО: ЕЕ) (кн. 11, пред. 33). Но призма есть половина 
параллелепипеда, а пирамида треть призмы, сл»довательно пирамида есть 
шестая часть параллелепипеда, а потому ВГ: ЕМ№=пир. АВСВ: пир. 
РЕЕН (вн. 8, пред. 15). СлФдовательно также пир. АВС@ : пир. ДЕЕН== 
=—(ВС: ЕЕ). 
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Зампчане. Изъ этого предложеня также слВдуетъ, что много- 
угольныя подобных пирамиды относятся между собою какъ тройное отно- 
шен!е соотв®тетвующихь сторонъ. Разложивь подобныя многоугольныя 
площади основан й на одинаковое число подобныхь треугольниковъ (ки. 6, 
пред. 20), т. е. разложивъ многоугольныя пирамиды на треугольныя, то 
одна изъ треугольныхь пирамидь данной многоугольной относится къ 
треугольной пирамилВ другой многоугольной, какъ всВ треугольныя 
пирамиды одной ко веёмъ треугольнымъ пирамидамъ другой; т. е. какъ 
одна многоугольная пирамида къ другой многоугольной. Но тавъ какъ 
треугольныя пирамиды относятся между собою какъ тройное отноше- 
ве соотвфтетвующихь стороиъ, то въ тАЕоМЪ же отношеви находятся 
и многоугольныя пирамиды. 


Предложение 9. Въ равныхъ треугольныхь пирамидяхь АВСС, 
ДЕЕН, площади основзый АВС, ДЕЕ находятся въ обратномъ отноше- 
ви высотъ. Если же площади основзй АВО, ЕЕ находятся въ обрат- 
вомъ отношен!и высотъ, то пирамиды АВСС, РЕЕН, равны между со- 
бою (фиг. 498). | 


Фиг. 498. 


Доказат. Построимъ параллелепипеды ВТ, ЕМ. 


1. Пусть пир. АВСб—пир. ДЕЕВН, то, такъ какъ ВЕ=б пир. АВСС, 
и Е№-6 пир. ДЕЕН, ВЕ=ЕМ, слЪдовательно (ки. 11, пред. 34) ВК: 
: ЕМ=высота вь ЕМ: высот8 вь В1Т=высота пир. ДЕЕН: высотв пир. 
АВСС. Но ВК: ЕМ-==ЛАВО: ЛОЕЁЕ, слЗдовательно тавже ЛАВО: 
:АДЕЁЕ=высота пир. ДЕЕН: высотв пир. АВСС. 

2. Пусть ААВОС: АРЕЕ—=высота пир. РЕЁН: высот® пир. АВОВ. 
Такъ какъ ЛАВО: ДРЕЕ=ВК: ЕМ, то ВК: ЕМ—=высота пир. ДЕЕН: 
: высотВ пир. АВС@, или ВК: ЕМ=высота въ ЕМ: высотв въ ВГ сл- 
ховательно ВЕЁЕМ (кн. 11, пред. 34). Но В1=6 пир. АВОС и Е№= 
=6 пир. ДЕЕН, слЬховательно пир. 4 ВС@=пир. ДЕЕН. 


Предложеще 10. Всявьй ковусъ есть треть цилиндра, нчВющаго съ 
вимъ равную высоту и общее основаше АВСЛ (фиг. 499). 
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Доказат. Если бы цилиндръ пе былъ равешь утроенному конусу, то 
цилиндръ или больше, или меныше трижды взятого конуса. 


Фиг. 499. 


Первый случай. Цилиндръ больше утроеннаго конуса. 

Впишемъ квадрать АВСОШ въ кругь, служащИй основанемъ цилиндру 
и конусу, этотъ квадратъ будетъ больше половины круга. На квадуатВ 
построимъ призму, равной высоты съ цилинхромъ, эта призма будетъ 
бохьше половины цилиндра. 

Въ самомъ дёлВ, если мы опишемъ квадратъ около круга, то внут- 
ренн квадратъ равенъ половин внфшняго. Но призмы, построенныя на 
этихь квадратахь, иуВюпцйя равныя высоты съ цилиндромъ, относятся меж- 
ду собою какъ площади основан, слФдовательно призма, построенная иа 
внутреннемъ квадратЪ, равна половинв призмы построенной на ви шнемъ 
квадратЪ. Но такъ какъ цилиндръ меньше призмы на внзшнемъ, то призма 
построенная на внутреннемъ квадрат АВСТ) больше половины цилиндра. 

Раздвлимъ пополамъ дуги круга АВ, ВС, СО, РА, въ точкахъ 
Е, РЁ, С, Н и соединимъ точки дВлевя, то каждый изъ полученныхь та- 
кимъ образомъ треугольниковъ, какъ напр. АЕВ, больше половины соот- 
взтетвующей ему половины сегмента (кн. 12, пред. 2). Построивъ ва каж- 
домъ изъ этихь треугольниковь призмы одинаковой высоты съ цилиндромъ, 
то каждая изъ нихь больше половины соотвЗтствующаго отр®зка цилиндра. 

Въ самомь дВхЬ, если мы чрезъ точки Е,.... проведемъ прямыя па- 
раллельныя къ АВ,...., построимъ пзраллелограмиы, и на этихъ пос- 
дёднихь построимъ параллелепнпеды, одинаковой высоты съ цихиндромъ, 
то каждая изъ призмъ, построенныхь На треугольникахь АЕВ,.... равна 
половин такого парахлелепипеда, & половина параллелепипеда больше от- 
рёзка цилиндра, слВдовательно призма больше половины отрзка цилиндра. 

РаздЪливъ снова поподамъ дуги круга АЕ,..... и продолжая даже 
построеше подобное предъидущему, мы наконецъь дойжемъ до такихъ 
отрёзковъ цилиндра, которые больше избытка цилиндра надъ утроеннымъ 
конусомъь (кн. 10, пред. 1). Пусть эти отрёзки цилиндра будуть Надъ 
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АЕ, ЕБ,...., то остающаяся многосторонняя призма съ основанемъ АЕВ...., 
н равной высоты съ цилиндромт, больше утроеннаго конуса. Но извЁстно 
также, что эта многосторояняя призма равна утроенной пирамид, имфю- 
щей съ конусомъ одно и тоже основане и одинаковую высоту (ви. 12, 
пред. 7, замВч.). СлЪловательно такая пирамида больше конуса съ основа- 


`°емъ АВСР. Но такъ какъ эта пирамида заключена въ вонусВ, то она 


меньше конуса. Это противорВчить одпо другому. СлЁдовательно цилиндр 
не можетъ быть больше утроеннаго конуса. 

Второй случай. Пусть цилиндръ меньше утроеннаго конуса, то об- 
ратно конусъ больше одной трети цилиндра. 

Пусть снова въ кругъ вписанъ квадрать АВСО, то этоть посхБднгЯ 
больше половины круга. Построимъ на квадратВ нирамилу, одинаковой вы- 
соты съ конусомъ, то эта посхдняя больше половины конуса. 

Въ самомъ дл, пусть будетъь, какъ въ первомъ случаЪ, около 
круга описанъ квадратъ, То внутреннй квадратъ равенъ половин® возш- 
няго. Постронвь на обоижъ квадратахъь призмы, одинаковой высоты 
съ конусомъ, которыя будуть относиться между собою какъ  пло- 
щади ихъ основан (кн. 11, предл. 32), то внутренпял призма равна по- 
ловинз внВшней, & также чретня часть первой равна половин третьей части 
второй, т.е. пирамида построенная на внутревнемъ квадрат» равна половинВ 
пирамиды построенной на внёшнемъ квахратЪ. Но послЁдняя, какъ заклю- 
чающая конусъ, больше конуса. СлЗдовательно пирамида построенная ия 
внутреннемъ квадратЪ АВОГ, ичВющая одинаковую высоту съ конусомъ, 
больше половины конуса. 

РаздВлимъ снова пополамь дуги круга АБ,... и провсдемъь АЛ,...., 
такъ что каждый изъ треугольниковъ, какъ напр. АВ, быль бы больше 
половины соотвтствующаго отр$зка круга; построимъ на каждомЪъ изь этихь 
треугольниковъ АЕВ,.... пирамиды одинаковой высоты съ конусомъ, то каж- 
дя изъ нахъ больше соотвЪтетвующаго ей отр»зка конуса. Продолжая да- 
хЪе подобное дёлене пополамъ дугъ круга и подобное построене, мы 
наконець дойдемъ до такихъ отрзковъ конуса, которые меньше избытка 
конуса налъ третьей частью цилнидра (ев. 10, пред. 1). Пусть эти 
отр&зки будуть наль АЕ, ЕВ,.... то остающаяся пирамида на основанти 
АЕВЕ..... одинаковой высоты съ конусомъ, больше третьей части цилиндра. 
Но эта пирамида есть третяя часть призмы, одинаковой высоты и одина- 
ковой площади основан!я сЪ цилиндромъ (кп. 12, пред. 1, замч.). СяЪло- 
вательно призма на основани АЕВЕ.... больше цилиндра, на круг АВСЛ, 
одинаковой съ пимъ пысотн. Мо она заключена въ цилиндр, а потому 
она меныше его, что противорзчитт, предъилущему. СлЪдовательно  ци- 
линдръ ве можеть быть меньше утроеннато конуса; но по прежде дока- 
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занному онъ не можеть быть и больше, а потому конусъ есть третяя 
часть цилиндра. 


Предложеше 11. Конусы АК, ЕМ, и цилиндры одинаковой высо- 


ты 1К, ГМ, относятся между собою, какъ площади ихъ основанй АВС, 
ЕЕСН (фиг. 500). 


Фиг. 500. 


Доказат. Если бы этого ине было, то: 
АВОГ: ЕЕСН= кон. АК: Х 
тд тВло Х должно быть или хеныше, или больше конуса ЕМ. 

Первый случай. Пусть тВло Х<конуеа ЕМ, такъ что конусъ ЕМ= 
=хХ-+2. 

Впишемь въ кругь ЕЕ@Н квадралъ ЕЕСН, то этотъ послфдый больше 
половины круга. На этомъ квадрат построимъ пирамиду ЕМ, одинаковой 
высоты съ конусомъ ЕМ, то она больше половины конуса, потому что она 
равна половина пирамиды, равной съ ней высоты, построенной на описанномъ 
квадрат (кн. 12, пред. 6), а конусь меньше послЁдней. 

Раздфливъ пополамъ дуги круга ЕЁ, ЕВ... и дВлая такое же по- 
строеше какъ для втораго случая предъидлущаго предложеня, и продол- 
жая такимъ образомъ далфе, мы наконець дойдемь до такихъ отрЁ8з- 
ковъ конуса, которые меньше & (ки. 10, пред. 1). Пусть это будуть от- 
р№зки надъ НМ..., то остающаяея пирамида ЕМ на основаши НМЕ,...., 
одинаковой высоты еъ конусомъ ЕМ, больше Х. 

Впишемъ въ вкругь АВС многоугольникъь ОЁА...., подобный и по- 
добно расположенный многоугольнику НМЕ...., и на немъ построимъ пи- 
рамилу ВК, одинаковой высоты съ конусомъ АК. 


Такъ какь (кн. 12, пред. 1): 
ОАО: ПЕб=мног. РВА.... : мног. ИМЕ... 
и (кн. 12, пред. 2): 
040: ОЕб=кр. АВОР : кр. ЕРЕСИ 
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то (кн. 5, пред. 11): 
кр. АВСО : кр. ЕР@Н=мног. ДВА... : мног. ЫМЕ.... 
Но мы положили, что: 
кр. АВСО: вр. ЕЕб.Н==кон. АК: Х 
& потому и; 
. мног. ДВА...: мног. ЫМЕ...=кон. АК: Х, 
Но (кн. 12, пред. 6): 
мног. ДВА... : мног. НМЕ...—= пир. ВК : пир. ЕМ 
Сл$довательно: 
кон, АК: Х-=пир. ВК: пир. ЕМ. 

Но пирамида лежитъ внутри ковуса, а потому конусъь АК>пир. ВК. 
Изъ этого схЗлуеть, что и Х>пир. ЕМ (кн. 5, пред. 14), что противо- 
р®Ачить предъилущему, что пир. ЕМ>Х. Слдовательно не можеть быть: 

кр. АВОХ : вр. ЕЕ@Н==кон. АК: Х 
при Х«конуса ЕМ. 
Такихъ же точно образомъ можно доказать, что не можеть быть: 
кр. ЕР@Н: кр. АВС)=кон. ЕМ: У 
при У«конуса АК. 
Второй случай. Пусть Х>конуса ЕМ, то изъ пропорщи: 
Ер. АВСО: кр. ЕР@Н=кон. АК: Х 
будемъ имВть обратно: 
кр. ЕЕСН: кр. АВОТ-=Х : кон. АК. 
Пусть будеть: 
Х: кон. АК=кон. ЕМ:У 
гл У< конуса АК, то: 
кр. ЕРСН: кр. АВСР=кон. ЕМ: У 
что, на основании перваго случая, невозможно. А потому не можеть быть 
кр. АВСЛ : кр. ЕЕ Н==кон. АК: Х 
при Х>конуса ЕМ, и на основан перваго случая, также невозможно, 
при Х<‹конуса ЕМ. Сх8довательно необходимо: 
кр. АВСШ: кр. ЕЕ@Н=кон. АК : кон. ЕМ. 

Такъ какъ цилиндры въ три раза больше конусовъ, одинаковой съ 
ними высоты и олинаковаго основан!я (кн. 12, пред. 10), то они отно- 
снтея межлу собою какъ копусы, сзБдовательно: 

кр. АВСО : кр. ЕР@Н=цил. на АВСЛ: цих. на ЕЕСН. 
Предложение 12. Подобные конусы ВК, ЕМ, а также подобные цн- 
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линдры относятся между собою какъ утроенное (кубы) отношеше дламет- 
ровъ ВО, ЕН ихъ основашй (фиг. 501). 


Фиг. 501. 


Доказит. Если бы этого не было, то пусты: 
(ВО: ЕНУ=вон. ВК: М 
гАВ тВло М, или меныне, или больше конуса ЕМ. 

Случай первый. Пусть будеть №«конуса ЕМ. 

СдВлаемъ тоже построевше, вакъ при начал перваго случая предъ- 
идущаго предложеня: то мы получимъ пирамиду ЯМ, которой вершина 
будеть М, & основаше будетъ площадь многоугольника ЕОЕЁ..... пирамида 
эта больше тзла М. 

Впишемъ въ кругь АВОГ многоугольникь АЭВ.... подобный много- 
угольнику ЕОР.., и на этомъ многоугольник ностроимъ пирамиду СК, 
коей вершина К. Пусть одна изъ боковыхъ поверхиостей пирамиды СК 
будеть ААБВ, а пирамиды @М треугольникъ МОЕ. Проведемъ 15, ЁО. 

Такъ какъ конусъь ВЁ> коиусу ЕМ, то ВО: ЕН=1К: ГМ (кн. 11, 
опред. 24); ио ВО: ЕН ВТ: ЕГ, сяВдовательно ВГ: ЕГ=1К: СМ, или 
ВГ: 1К=ЕГ: ГМ. Но при точкахь Ги Г углы прямые, т.е Д В1ТК= 
—ЛЕГЁМ. Схздовательно ДА ВТК <> ДЕГМ (кн. 6, пред. 6). 

ЛДалве ВТ: 15—=ЕГ: ГО, а на основанш подо@я многоугольниковъ, 
(8В15=( ЕГО, а потому А В15<> ЕТО (вн. 6, пред. 6). 

Мы имфли что ВТ: 1К-=ЕЁ: ГМ, но ВЕ и ЕГ-—=ГО, а потому 
15:1К=Г0: ГМ. Но (&ТК= ДОГМИ=а. Сл6довательно0 ЛКЗТ> АМОГ 
(кн, 6, пред. 6). 

Такъ какъ ЛВ1К> ДЕББИ, сл8довательно КВ: ВЕЕМЕ: ГБ; и 
АВ15< ДЕГО, сл®довательно ВГ: В5=ЕГ: ЕО; сравнивая эти пропор- 
щи, получимъ: КВ: В5=МЕ: ЕО, или ЭВ: КВ=ОЕ: МЕ. 

Такъ какъ Л КАТ< А МОГ, то КБ: 51=МО: ОГ, а АВ1Тб<> ЕГО, 
ел\ловательно 95Г: 1В=ОГ:ОЕ; сравниван эти пропорщи, получимъ: 
К5: ВЗ=МО: ОЕ. Но мы имВли прежде 5В: КВ=ОЕ: МЕ. Слвдова- 
тельно сравнивая эти пропорщи Ж5: ЕВ=МО: МЕ. 
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А потому стороны треугольниковь КЗВ, МОЕ пропорцюнальны. Сл8- 
довательно АКЗВ <> А МОЕ (вн. 6, пред. 5); сл$ховательно пир. 815К> 
со пир. ЕГОМ (вн. 11, опред. 9); откуда (кн. 12, пред. 8): 

пир. 815К: пир. ИГОМ—(ВТ: ЕГ’—( ВЛ: ЕН} 


Проведя изъ остальныхь точекъ окружностей АВСЬ, ЕЕСН, къ 
центрамъ Г Г, прямыя лини, и построивъ, на получелныхь такимъ обра- 
зомъ треугольникахь пирамиды, коихъ вершины будуть въ К, М, то на 
оснопаи предъидущаго слЗхуеть, что отношене каждой соотвЁтствую- 
щей пары такихъ пирамидхъ равно утроенному отношеню ВД: ЕН, т. е. 
что отиошщен1я всёхъ тавихъ паръ равны межху собою. Сл#довательно 
(кн. 5, пред. 12): 

пир. В15К : пир. ЕГОМ=звсв пир. на АВСО: всфмъ пир. нэ ЕЕ@Н= 
—Влая пир. СК: цзлой пир. С.М. 
Схловательно: 
({ВГ-ЕН ’—=пир. СК: пир. @М 
Но мы предположили: 
(ВО:ЕН) = кон. ВК: М. 
СлЬдовательно: 
кон. ВК: №=пир. ОК: пир. @М. 

Но такъ какъ конуеь заключаетъ въ себ пирамиду, то конусъ 
ВЕ>пир. СК. Слфловательно также №>пир. @М (кн. 5, пред. 14), что 
противорзчить выше написанному,что пир. @М>М. А нотому, не можеть 
быть: 

(В.:ЕН = кон. ВК: № 
при № < конуса ЁМ. Подобиымъ же образомъ можно показать, что не мо- 
жетъ быть: 
(ЕН: ВР) `—=кон. ЕМ: 
ири &<«конуса ВК. 
Второй случай. Пусть будеть М>конуса ЕМ и: 
(В.:ЕН кон. ВК: № 
стВдоватехьно: 
М: конусу ВЕ(ЕН: В)’. 
Пусть: 
М: кон. ВЕ=кон. ЕМ: 7 
5, пред. 14). Слдовательно: 
(ЕН: Вр)=кон. ЕМ: # 
что на основани перваго случая невозможио. А потому не можеть быть: 


(Вр: ЕН)’—=ков. ВК: № 


гАВ сл8довательно ВК>Я (кн. 
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при №М>конуса ЕМ; на основави перваго случая также невозможно, при 
М№«конуса ЕМ. Сл довательно: 


(ВО: ЕНУ==кон. ВК: конусу ЕМ. 


Такъ какъ цилиндры въ три раза больше конусовъ имфющихь съ 
ними одну и туже высоту и одно и тоже основаше (кн. 12, пред. 10), 
схВхопательно они относятся между собою квакъ конусы, & потому также: 


цил. ВК: цих. ЕМ=(ВО: ЕН). 


Предложеве 13. Если мы пересЪчемъ цилиндръ АХ, плоскостью НС, 
параллельной нротиволежащемъ площадямъ осиовайй АВ, СО, то оте%- 
ченные цилиндры В@, @П относятся между собою какъ ихъ оси ЕГи 
ТЕ (фиг. 502). 


Фиг. 502. 


Доказат. Шюдолжимъ ось ЕЁ цилиндра АД по обф стороны до 
К, Г; на ЕК нанесемъ произвольное число частей ЕМ, Л/К  равныхъ 
ЕТ, а на ЕГ, произвольное число частей ЕМ, МГ, равныхъ ТЕ; чрезъ 
точки М, Б, М, Г, провекемъ плоскости равныя и параллельныя площа- 
дамъ основашй АВ, СР и построимъ цилиндры РО, ОВ, 15, 5Х. 


Такъ какъ цилиндры РФ, ОВ, ВС одиваковой высоты КМ, МЕ, ЕТ, 
относятся между собою какъ площади ихь основав! (кн. 12, пред. 11), но 
такъ какъ эти нослёдн!я равны, то и сами цилиндры также равны, именно 
Р9=оВ=ВВ. Слфловательно КТ есть такой же кратности отъь ЕГ ка- 
кой цил. Ра отъ цил. ВЯ. Но той же причинз ПП, такой же кратности 


отъ Е какой цил. @Х отъ цил. 4). А потому когла ЕГЕИ,, то и 
Ре = 2 вх. СлЪдовательно ЕТ: №=ВС : @П (вн. 5, опред. 5) 


Предложене 14. Конусы АВ, СПГ и цилиндры ВЕ, ОЕ, имвюще 
одинаковыя площади основанй АВ, СГ, относятея между собою какъ ихъ 
высоты Н@, ЕТ (фиг. 503). 


Докизат. Продолжимъ 1К до М, отложимь ЕМ=Н@ и вообразимъ 
себё около оси ЮМ цилиилрь ОЕ. 
Тавъ какъ цилиидры ВЕ, ОГ, одинаковой высоты Н@, КМ, то они 
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относятся между собою какъ площади ихъ основан (вн. 12, пред. 11), но 
эти посдёдня равны, а потому и цилиндры равны, именно ВЕ=ОГ. Тавъ 


Фиг. 503. 


ум с РУ 
э 
какъ цилиндрь ЕМ разсфченъ плоскостью СТ), параллельной плхощадамъ 
основанй, то ОЁ; РЕ=МК:КТ (кн. 12, пред. 13). Но ОГ-=ВЕ и 
МК—НС. СлВдовательно ВЕ: РЕ-=НС : КЛ. 
Такъ какъ цилиндры ВЕ, ОЕ относятся между собою кавкъ конусы 
АВЕ, СПТ (кн. 12, пред. 10), то: 
кон. АВС : кон. СО1=Н@ : ЕТ. 


Предложеще 15. Если вонусы АСК, Е@М, или цилиндры АМ, ЕО 
° равны между собою, то площади оеноватй АС, Е@ обратно пропорцю- 
вальны высотамъ 1К, ГМ. И если площади основан обратно пропорцщо- 


иальны высотамъ, то конусы, равно какъ и цилиндры равиы между собою 
(фиг. 604). 


Фиг. 504. 


с: ® о 


Доказат. 1. Пусть цил. А№=цил. ЕО, то высоты ТК, СМ или равны, 
или же неравны. 

а) Если 1КЕ—=ЕЁМ, то АМ: Еб-=АС:ЕС (ки. 12, пред. 11); но 
АМ=ЕО, сл%вдовательно АС=ЕС; в потому АС: Ед =ЁМ: 1К. 

Ь) Если ГМ>ТК, пусть будеть ГР=1К. Проведемъ чрезъ Р’ плос- 
кость ТЕ параллельную площадямъ основан, и вообразимъ себЪ на пло- 
щади Е@ цилиндрь ЕВ. 

Такъ какъ АМ=ЕО, то АМ: ЕЕ=ЕО: ЕЁ (кн. 5, пред. 7). Но 
АМ: ЕЕ=АС:ЕС (кн. 12, пред. 11), и ЕО: ЕВ=ЁМ: ГР (кн. 19, 
пред. 13). СлФдовательно АС: Еб=ЁЬМ: ГР-ЁМ: [К, 

2. Пусть АС: Еб=ГМ: ТК, то на основави прехъидущаго построе- 
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ня АС: Еб=ГМ:ЕГР. Но АС: ЕС—=АМ: ЕВ (вн. 12, пред. 11) и 
ГМ: ГР=ЕО: ЕЕ (вн. 12, пред. 13). СлЬховательно АМ: ЕВ-=ЕО: ЕВ, 
& потому А№=ЕО (ки. 5, пред. 9). 

Тоже самое относится къ вонусзмъ АСК, Е@М (кн. 12, пред. 10), 
т. е. если АС: Е@==ЁМ: 1К, то кон. АСК==кои. ЕВ.М, з еслн кон. АСК= 
==кон. ЕСд.М, то АС: ЕЯ =ЕМ: ДК. 

Предложене 16. Вписать въ болышй изъ двухъ канныхЪ концентри- 
ческихъ круговъь АВСР и ЕЕСН правильный многоугольникъ съ чет- 
нымъ Числомъ стороиъ, который бы не касалея менышаго круга (фиг. 505)? 


Фиг. 505. 


Рьщене. Проведемъ даметрь ВГ) и возставимь къ иему, въуточкЪ 
@, перпендикуляръь С.А и продолжимъ его хо С, то АС будеть прямая ка- 
сающаяся круга ЕРСН (кн. 3, пред. 16). РазхВлимъ пополамъ полуокруж- 
иость ВАЛ и будемъ продолжать это дБлеше дазфе, то наконец мы дой- 
демъ до такой части 1), которая будетъь меньше АЛ (кн. 10, пред. 1). 
Опуетимъ изъ точки 71 на ВЛ) перпендикуляръ ТК, продолжимъ его до Г, 
и проведемъ 1), ОГ, то 12=ОГ. 

Такъ какъ 11. параллельна АС, а послдняя касается круга, то 1Ё 
не будетъ его касаться, а тфмъ боле не будуть его касаться Ш, ПОГ. 
Вноея въ кругь АВС одну за другою прямыя лищи равныя ТО, такъ 
чтобы начало одной, совпадало съ концемъ другой, то въ больышй кругъ 
будетъ влисанъ правильный многоугольникъь съ четнымъ числомъ сторонт, 
воторый не касается меньшаго круга. 

Предложеше 17. Въ болышй изъ двухъ данныхь концентрических 
шаровъ вписать многогранникъ, который бы не касалея своею поверхностью 
меньшаго шара (фиг. 506)? 

Построеше. Проведемъ плоскость чрезъ общий центръ А, плоскость эта, 
пересВчетъ поверхности шаровъ по кругамъ. Такъ какъ (вн. 11, опред. 14) 
шары образованы вращешемъ полукруга около его неподвижнаго д1аметра, то, 
какое бы положене не имВль полукругъ, продолженная его плоскость каждый 
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разъ образуетъь на шарЪ кругъ, и притомъ большой, такъ какъ даметръ 
шара, очевидно, равный даметру полукруга, больше вефхъ прямыхь лай 
проведенныхъ въ кругВ или шарф (кн. 13, пред. 15). Пусть такимъ обра- 
зомъ получены на поверхности большаго шара кругь ВСЛЕ, а на поверхнос- 
ти меньшаго шара кругь Е@Н. Проведемъ въ этихъ сёченяхъ щаметры 
ВО, СЕ, взаимно перпендикулярные. Въ болышй изъ обоихъ концентри- 
чеекихь круговъ ВСОЕ, впишемъ (ки. 12, пред. 16) правильный многоу- 
гольниЕъ, съ четнымъ числомъ сторонъ, который бы не касался мень- 
шаго круга ЕСН. Пусть сторонами этого многоугольника, въ квадрантВ ВЕ, 
будуть ВГ, 1К, ЕГ, ГЕ. Проведемъ ГА, и продолжимъ ее хо М. Къ 
цаоскости круга ВСЕ, въ точ А, возставимъ перпендикулярь АМ, 


встрёчающий поверхность большаго шара въ точкВ №. Чрезь АМ и чрезъ 
каждый изъ даметровь ВО, ТМ проведемъ изхоскости, то эти послВдейя, 
на основани выше сказаннаго, образуютъ на поверхности шара болыше 
Еруги; половины этихь вруговь ОЮМВ, ГМВ перпендикулярны къ плос- 
кости круга ВСПЕ (кн. 11, пред. 18) полобно АМ. 

Такъ какъ даметры ОВ, 1М, СЕ равны, то полукруги ВМО, Т№М, 
ВЕГШ разны, слёдовательно квадраиты ВМ, ТМ, ВЕ также равны. А по- 
тому стороны многоугольника, которыя были внесены въ квадрантъ ВЕ, 
могутъ быть внесены въ ВМ и ТМ№. Пусть сторонами этими въ ЭМ будуть 
ВО, ОР, ОР, ©№, а вь 1М сторонами будутъ ТВ, В5, ВТ, ТМ. Прове- 
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демь ОВ, Р5, ОТ, то, какъ мы докажемъ въ послФдетви, каждая изъ 
четырехетороинихь фигуръь ТВОЕ, ВОР5, БРОТ, в также (кн. 11, пред. 2) 
АМОТ находятся въ одной плоскости. 


Предетавимъ себё прямыя лини проведенныя изъ центра шара А 
въ точки О, В, Р, 5, О, Т, такимъ образомъ построимъ между обоими 
квадрантами ВМ, 1№ многогранникъ, составленный изъ пирамидъ, кото- 
рыхъ общая вершина въ 4, & площади основаюй которыхъ суть ЛВОВ, 
ЕОР$, БРОТ, №Т. 

Въ квадраитз ВЕ, на каждой изъ остальныхь сторонъ 1К, КГ, ГЕ, 
едЗлаемъ такое же построеше какъ и на ВЕ въ трехъ остальныхъ ввад- 
рантахъь ВС, СО, РЕ скБлаемъ тоже, что и въ ВЕ; въ другой половин® 
полушара повторимъ тоже. Такимъ образомъ мы впишемъ въ больший шаръ 
многограниикъ, состоящ изъ парамидъ, съ указаннымь выше свойствомъ; 
многогранникъ этоть не будетъ касаться своею поверхностью меньшаго шара. 


Рьшене. 1. Докажемъ, что каждая изъ четырехстороннихь фигуръ 
ТВОЕ, ВОР$, БРОТ лежать въ одной плоскости. 


Опустимъ на плоскость круга ВОСОЕ, изъ точекъ О, В, перпенди- 
куляры ОТ, ВХ, которые встрёчая лини пересЪчешя ВХ, 1М (кн. 11, 
пред. 38), будутъ параллельны (кя. 11, пред. 6); проведемъ УХ. 


Такъ какъ отъ каждаго изъ полукруговь ВМО, ГУМ отеВчены рав- 
ныя дуги ВО, ТВ, то Д АВО= / АГВ (кн. 3, пред. 21). Но углы при точ- 
кахъ У, Х суть прячые, и ОВ-ВТ, слЁдовательно ОТ=АХ и ВУ=Х 
(кн. 1, пред. 26). 


Такъ какъ ВА—ГА, но ВУ==1Х, а потому А7=АХ, слВховательно: 


ВУ: РАМЫ: ХА 


изъ этого ствдуеть, что УХ параллельна ТВ (ви. 6, пред. 2). Но 
по предъидущему ОТ, ВХ параллельны и равны между собою. Сл3- 
довательно УХ, ВО равны и параллельны (кн. 1, пред. 33). А 
потому также ВО и ТВ параллельны (кн. 11, пред. 9). Точно такимъ же 
образомъ ‘доказывается, что Р5 и ТО параллельны 1В; а потому 28 па- 
ралиельна ЕО и ТО параллельна 25. Такъ какъ ЕО параллельна ТВ, 
то четырехеторонняя фигура 1ВОЕ лежитъ въ одной плоскости (кн. 11, 
пред. 7). По той же причинВ каждая изъ остальныхь многостороннихъ 
фигуръь ВОРЗ, 5РОТ лежать въ одной плоскости. 


2. Докажемъ, что поверхность вписаннаго многогранника не касается 
поверхности меньшаго шара, на которой находится болыной кругь Е@Н. 
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Опустимъь изъ центра шара А перпендикулярь 4 на плосый 
четыреугольникъ 1ВОЕ, пересфкающй эту плоскость въ точЕЪ Я и 
проведемъ въ этой плоскости прямыл лини ВЯ, #0, къ которымъ также 
будеть перпендикулярна прямая ..АЯ (кн. 11, опред. 3), слфдовательно 
(кн. 1, пред. 47): 


048—047, (В 
и 

(]40=042--0]20 

Но АВ=АО, а потому: 
04АВ=[]40 
откуда: 
042-020 =гГ]47--02В 

слВдовательно: 


120=02В 


а потому 20—28. Точно такимъ же образомъ доказывается, что прямыя, про- 
веденныя изъ точки Я къ точкамь Г В, соотвЪтетвенно равны В, 20. СлБ- 
ховательно кругъ описанный около точки Я, радусомъ ЯВ, пройдетъ чрезъ 
точки Г В, О, а потому четырехсторонняя фигура вписана въ этоть круг. 


Примюч. 1. Если мы опустимъ изъ точки А перпендикуларъь Ах на илоскость 
ВОР и проведенъ 20, &Р, то точно такниъ же образомъ зоказывается, что кругь оци- 
саиный 05010 точки 5 радуусомъ 20, пройдеть также чрезъ точки К, 5, Р, а потому че- 
тырехсторонная фигура вписана въ этомъ ЕругВ и т. д. 


Такъ кавь 1[В>ХУ и ХУ—=ВО, то 1В>В0, во 1В=18=В0, а 
потому какъ ГВ, такъ и ВО>ЕО. Слфдховательно, въ круг описанномъ 
около ЛВОЁ, каждая изъ равныхъ дугь 1В, ВО, ТВ болыше дуги 
ОВ; а потому ДОЯВ есть тупой уголь, сжВдовательно (кн. 2, пред. 12) 
080>018В2-- 020, т. в.: 


080>20В2. 


Изъ точки О проведемь ОУ перпендикулярную къ ВО. Такъ какъ 
ВО<ЗОУТ и (кн. 6, пред. 1): 


ВО: РУ=ОВ.ВУ: БУ.УВ 
то: 
ОВ.ВУ<2рУ.УВ 
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Но, проведя прямую ОХ), (вн. 6, пред. 8, сл®д.): 
РВ.ВУ=ОВО и БУТ.УВ=ПОУ 


Слвдовательно 080<2п07. Но ЦВО>20 ВА. Ся довательно 
СО7т>Ц ВА. ДалВе, такъ какъь ВА=АО и ОВА=О АО и: 


0ВА=0ВЯ--ОЙА 
равно какъ: 
040=—=[007-НУА 
то: 
082-024А=П0У7-НПУА 


Но по выше сказанному П07>0 ВА, слёховательно ПТА<О2А, 
а потому 47>АУ, сл»довательно тёмъ боле 4>АВ. Итакъ Ай пер- 
пендикулярна въ одной изъ боковыхь сторонъ многогранника, а А@ 
перпендикулярна къ поверхности меньшаго шара. СлЗдовательно много- 
гранникъ (стороною ТВОЕ) не касается поверхности меньшаго шара. 


Примъч. 2. Равнымъ образомъ многогравиикъ не касается стороною ОРБЕ поверх- 
ности меньшаго шара, Опустимъ изъ точки А на ОРБЕ перпендикуляръ Ах, и проведемъ 
О:, Рё, то кругъ описанный около 5 рамусомъь 20 пройдеть чрезъ точки Р, 5, В. Такъ 
какь 1В больше чфмь ЮО, БР, и ГТВ-—=Е5=ОР, то каждая изъ В5, ОР соотв тствеино 
больше ВО, 5Р. Въ вругВ, описанномъ около четырехсторовней фигуры, дуги В5, ОР 
равны и больше ЮО, БР. СлЬдовательно угогь РО при точкВ 2 тупой, & потому 
С0Р->2[20 (вв. 2, пред. 19). 

Изъ точки Р проведемъь Ри перпендикулярио О.А, и продолжимь ОЛ до 4. Точио 
также, какъ прежде, доказывается что А2> Аз, & сзфловательно тзыъ боле 42>АС, изъ 
чего слёдусть, что и стороиа КОРБ не касается поверхности меньшаго шара. Равнымъ 
образомъ ни одна изъ кругнхъ сторонъ многограниика ие касается поверхиости меньшаго 


шара. 
Друпое доказательство, что АЁ> АВ. 


Въ точкЁ @ возставимъ къ А@ перпендикулярь @К и проведемъ 
АК. РаздВливъ продолженную дугу ВЕ пополамъ, то останется (ки. 10, 
пред. 1) еще часть ВГ, которая меньше дуги, которой хорда была бы 
СК, а потому и пряман лишя В1<С ЖК. Но такъ какъ по выше доказан- 
ному четырехсторонняя фигура ТВОЕ вписана въ кругь и ОВ=ВЕ=ТВ, 
прямая же ОЕ меныше каждой изъ предъидущихь, то угожъ ОЙВ тупой, 
сл*довательно ВО> ВЯ. Но @К> ВО, сл довательно тЪиъ боле @К>ВА, 
& потому 0@К>0 ВА. 
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Такъ какъ: 
ПАК—=46--овк 
и 
048=0874Ай 
Но: . 
АК—АВ 
то: 
ОЯК-=ПАВ 
а потену: 


046-н16ек=о0ви-оАА. 


Но мы имфли []В2<О Е, слВдовательно (1АЯ7>САб, а потому 
А7>АЗС. 

Замючане, Если въ шарь В впишемъ многограннякъ подобный 
миогогранпику вписанному въ шаръ А, то оба многогранника относятся 
между собою какъ утроенное (кубы) отношеше д1аметровъ этихъ шаровъ. 


Доказат. РаздВливъ многогранники на олинаковое число одинаково 
расположенныхь пирамижъ (коихъ вершины лежатъ въ центр® шаровъ, а 
основан1я суть стороны многогранниковъ), то эти пирамиды подобны (вн. 12, 
пред. 8). (Стороны прилежалия къ вершинз суть рамусы шаровъ). 
СлВдовательно каждая пара одинаково расположенныхь пирамидъ въ обоихь 
шарахъ находятся въ томъ же отношении, кавъ утроенные (вубы) жаметры 
шаровъ. Итакъ вс пирамиды въ шар А относятся ко всфмъ пирамидамъ 
въ шарЁ В, какъ одна изъ пирамилъь въ А, къ одной изъ пирамидь въ 
В. А потому отношене многогранниховъ равно утроенному отношеню 
даметровъ шаровъ. 

Предложенще 18. Шары АВС, ЕЕ относятся межд собою каБъ 
утроенные (кубы) даметры ВС, ЕЁ (фиг. 507). ь 


Доказат. Если бы это не имфло м%сто, то пусть: 
(ВО: ЕР }=шар. АВС: Х 


такъ что тзло Х или меньше, или больпе шара ДЕЁЕ. 


Случай первый. Положимъь Х<шар. ОЕЕ. Пусть шаръь НаТЕ-=Х бу- 
хетъ концентрическй съ шаромъь РЕЕ; впишемъ (ки. 12, пред. 17) въ 
болышй шаръ ДЕЕ многогранникъ, коего поверхность ие касается мень- 
шаго шара ВОТ, & въ шаръ АВС впишеиъ многогранникъ подобный предъ- 
идущему; мы будемъ имВть (ки. 12, пред. 17, зам®ч.): 
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многогр. АВС: многогр. ДЕЕ==(ВС: ЕЁ } 


Но по положеню: 


шар. АВС: шар. @НЕ=(ВО: ЕЕ). 
& потому: | 


шар. АВС: шар. 6НТ-=иногогр. АВС: многогр. ДЕР 


но какъ шаръ АВС > многогр. АВС, то и шаръь @НГ>иногогр. ДЕР. 
Но такъ вакъ шаръ @НГ вписанъ въ многогранникь ДЕЙ, то шаръ 


@аН1<иногогр. ДЕЁ, что противорчить прехъидущему. А потому ие 
можетъ быть: 


(ВС: ЕР }=шаръ АВО:Х 
при Х< шара ДЕЕ. 


Фиг. 507. 


7:1 
Ф 
В с «о 
х 
т 


Подоблымъ же образомъ доказывается, что не имЗетъ м%ста пропоршя: 


шаръ ДЕЕ: 2—(ЕЁЕ: ВС} 
при й<шара АВС. 


Случай второй. Пусть Х>шара ДЕЕ и: 
(ВС: ЕЕ \=шаръ АВС: Х 


схВдовательно, когда шаръ КЁМ=Х, то: 


(ЕЁ: ВС =шаръь КЕМ: шар. АВС 
Пусть будетъ: 


шар. ЮЁМ : шар. АВО=щар. ЕЕ: 2 
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гдв шар. АВС> 7, ся довательно: 
(ЕР: ВС \—шаръь ЕЕ: 2 


что невозможно на основани перваго случая, гл < шара АВС. А по- 
тому не можеть быть 


(ВО: ЕЕ\=шар. АВС: Х 


при Х>шарь ДЕЕ, а на основаяи перваго случая также не можеть быть 
при Х<шара РЕЕ. СлЁдовательно необходимо: 


(ВС: ЕР) шар. АВС: шар. ДЕЕ. 


КНИГА ХШ. 
Книга третяя „О тБлахь! 


Предлежен] 1. 


Предложеще 1. Если прямую АВ, въ точкВ С, раздВлимъ въ врай- 
немъ и среднемъ отношеши, то квадратъ построенный на прамой, состав- 
ленной изъ половины АЛ данной прамой и изъ большаго отрёзка АС, ра- 
венъ пять разь взятому квадрату, построенному на этой половин8 АД 
(фиг. 508). 

Фиг. 508. 
т М Р я 


Доказат. На прямыхь АВ, СТ) построимъ квадраты АЕ, ОЕ; по- 
строимъ фигуру въ квадрат ОЕ какъ въ пред. 4, ки. 2, и продолжимъ РО до @. 

Такъ какъ прямая АВ раздВлена въ крайнемъ и среднемъ отноше- 
ви, то (кн. 6, опред. 3): 


АВ: АС=АС:СВ 
а потому (кн. 6, пред. 17) АВ.СВ=ЦАС. Но: 


АВ.СВ=СЕ и ПАС=ЕО. 
68 
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СлЬдовательно СЕ=ЁО. Такъ какъ АВ-ЗАДи АВ-АК, А)— АО. 
то АК=2АО, слЪдовательно, какъ (кн. 6, пред. 1): 


АК: АО—=КО: 00 
то и КО-=200. Итакъ (кн. 1, пред. 43): 


Го-00=200 
Слаздовательно: 
КО—=ГоО-+0оС 


но по выше доказанному СЕ-=РО, а потому (кн. 1, пред. 2): 
АЕ—=САВ—=гномону ОМЁЕСАО. 


Но АВ=2АТ, а потому (кв. 6, пред. 20, слЗд.) []АВ—=4(] АД, сл 
довательно: 
гномонъ ОМРЕРОАО—4Г] Ар 


‘но 2О—=ГАД, то (вн. 1, пред. 2) ДЕС АО, гдз АП=ЗАВи: 
ФЕ=ПОр=С(СА--АР)=О (СА АВ). 


Замючане. Предложен1е доказывается анамипически, если искомое 
принять за извзстное и на основан выведенныхь отсюда слЁдствй позу 
чаютъ извЪетныя истины. Напротивъ, предложене доказано синтетически. 
если съ помощью извЪетныхь истинъ доходаятъ до искомой. 

Пусть прямая линя АВ (фиг. 509) въ точкВ С раздВхена въ крае 


Фиг. 509. 


немъ и среднемъ отношен!и, и пусть АС болышй отрёзокъ, прибавимъ 5Ъ 
продолженной прямой АВ ея половиву АЛ; требуется доказать, чт 
Пер=5П Ар? 

1) Аналитическое доказательство. Примемъ за известное, что О СЛ= 
=—5(С]АХ. Но (вн. 2, пред. 4): 


060=0.40+ПАФ-2 (46. АБ) 
сяВдовательно: 
С240+040-2 (46. АБ)=5САР 
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а потому (кн. 1, пред. 3): 


0.4С-2 (АС. Ар)—0П АЛ. 


Но мы предположили ВА=2АТ, а потому 2(АП.АС)=ВА.АС; мы 
предположили также, что: 
ВА: АС=АС: СВ 


а потому АВ.ВС=ГОАС. Сл8довательно: 


(ВА.АС)-(АБВ.ВС)—«С АХ. 


Но (кк. 9, пред. 2): 
(ВА. АС)-+(АВ.ВС)=ЦАВ. 


Сл®довательно 4] АД=ЦСАВ, что и должно быть, такъ какъ 2 Ар=АВ. 


2) Синтетимеское доказательство. Такъ какъ ПАВ=40 АХ, а (кн. 9, 
пред. 2): 


ПАВ=(ВА.АС)-Н(АВ.ВС) 
то: 
(ВА.АО)-[АБВС)—=4АПАР. 
Итакъ: 
ВА. АО-=(АЛ.АС) 
и АВ.ВОС—=ОАС. Сх8довательно: 
ПАС-+-2(АР.АС)-=« АД 


а потому (вн. 1, пред. 2): 
ПАО+-ОАО--(АР.АС)=50АХ. 
Но (вн. 2, пред. 4): 
040+0Ар--2(АР.АС)—=ООС. 


Сл»довательно ОДО-=50 АТ, т. е.: 
040+} АВ)=503 АВ. 


Примич. 1. Уже древнимъ было извфстно два снособа для доказательства теоремъ 
и р®шен1я задачь, какъ это видно изъ настоящей книги Начахь Евклида: снособъ анали- 
эпический (буйдисьс разрьшене) и синтетическй (обубгойв сложен!е). Я войду въ нЁко- 
торыя подробиости относительно этихъ способовъ, такъ какЪ я думаю, что преподаватель 
долженъ, по возможности, доказывая теоремы и рЬшал задачи, указывать на характерь 
процесса и мало ио малу уяснять оба эти способа. Это тзмъ важнфе, что элементарная 
геометрия, въ качеств общеобразовательной науки, наихучше можетъ уяснить процессъ 
мншлен!я, такъ какъь никакая другая наука не можеть сравниться съ иею въ правихь- 
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ности хогическаго развит!я истивъ. Кром этого я ие знаю ни одного математическаго со- 
чиненя, въ которомъ бы оба эти способа были обстоятельно изложены, а зналитичесый 
снособъ, по большей части, нонимается неправильно. 

Способь аналитическй. Въ тринадцатой книг Начахь Евклида мы иаходимъ крат- 
кое опредфлеше анализа и синтеза, но Паппиусь говорить, что изобратене аналитичес- 
каго способа прицадлежить Платону, хотя въ сочиненлхь Платоиа мы не находинъ ии- 
чего относительно этого способа. Ето бы иибылъ творецъ аналитическаго снособа, но Ев- 
клидь первый его формулироваль слфдующимъ образомъ: въ анализВ предложенную тео- 
рему принимають за истину, чтобы изъ иея вызесть слёдствя, которыя бы привели къ из- 
эзстиой уже истин. Изъь этого онредёлея в нримёровъ, которые Евкхлидь даетъ для 
нояснев я, можно заключать, что онъ смотритъ на теорему какъ доказанную, если изъ нея 
вытекаеть, кзкъ необходимое схфдетше, какое нибудь, уже доказанное, извфетное иреддо- 
жене. 

Но уже Аристотель замфтиль, что изъ ложнаго предложеня можно вывесть, какъ не- 
обходимое ся дстые, предложене истииное, такъ изприизръ, изъ ложнаго предложен: 
въ каждомъ треутольниеВ стороиы пропорцоизльны противолежащимь угламъ, вытекаеть, 
какъ иеобходимое слёдстые, нредложене истинное: что противъ равныхъ угловъ лежать и 
стороны равныя. Сяфдовательно, истина, выведеинаго сяфдствы, не даетъ намъ права дф- 
лать заключен1е о истииз предложеня. 

Но если изъ принатаго предложения за истиниое вытекаетт, какъ иеобходимое сл®х- 
стые, иесообразность съ извфстными истинами, то мы впразВ заключить, что предложенная 
теорема ложна, такъ какъ истинное предложене Не можеть дать ложиаго саздств!я; напр.: 

Задача. Чрезъ даниую точку между двумя параллельными лишями провести такую 
прямую, которая бы въ этой точк дфлилась нополамъ, т. е. чтобы отрёзки ел, между дан- 
ною точкою и параллельными, были равны? 

Рилиете. Пусть данных прямых будуть (фиг. 610) АВ и СОШ и данная между инми 
точка О..Подожимъ, что задача рёшена и что искомая прямая есть ЕЁ, которая, сяёдо- 
вательно въ точкВ О дёлитьсл пополамъ, т. в ЕО—ОР. Изъ точки О онустимъ перпендя- 


Фиг. 510. 


куляръ ГМ на одиу изъ прямыхъ, то оиъ будеть пернендикухярь и къ хругой. Если прямая 
ЕК въ точкЁ О длиться пополамт, то ЛОЁГЕ-—=ДОЕМ, тажь какь ОЕ—ОГ, /ГОЕ— 
—/ИЕОМ и /ОГЕ=/ЕМО какъ прямые, слВловательно н ОГ-—-ОМ. Что возможно 
только въ томъ частномъ случа$, когда точка О лежить иа средин® прямой Г.М. Слёхова- 
тельно вообще задача невозможна, 

Схфдовательно изъ анализа, такимъ образомъ формулированнаго, можно, въ первому 
случаВ, только сказать что теорема можеть быть истиниа, & во второмъ случав, мы 
заключимт, что предложениая теорема ложна. 

"Такъ обыкновенио понимаютъ аналитичесьй способъ, который отъ того и получиль 
назван! разрюшеня, такъ какъ предложенная теорема разлагается на свои составиыя части, 
хо тёхъ поръ, пока не хойдуть хо извёстной истнин или иесообразиости. 

Пашусь формулироваль анвлитичевк! способъ иначе, оиъ даль ему такую форму, 
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что онъ ведетъ всегда къ опредВлениому результату. Въ анализ%, говоритъ Паппусъ, предло- 
жениую теорему прииимаютъ за истину и ищутъ изъ какой другой, уже извьзстной тео- 
ремы, она можеть быть выведена, какъ необходимое сяфдстве, н если такая теорема най- 
хется, то нредложенная будеть доказана. Если же такой изв®стной теоремы ие находится, 
то ищутъ изъ какой теоремы, еще яе доказанной, она можеть быть выведена, и найдя та- 
кую теорему, вопросъ сводится къ тому, чтобы доказать эту послвдиюю. Съ этой нослфх- 
ией поступаютъ кзкъ съ предаоженной, т. е. опять ищуть изъ какой изьзстной теоремы 
ока можеть быть выведена, какъ необходимое сяЪдеств!е, и если такая теорема иаходится, 
то предложенная будеть доказана, если иВть, то поступають опать иодобвымъ образомъ, 
пока накоиець, ие дойдуть до теоремы изв®стной, откуда и заключають, что предложен- 
нвя теорема спразедлива, 

Изъ этого видимъ, что аналитическй способъ состоять въ установлеши мепрерывнаго 
рада предложенй, начиная съ предложенной теоремы и окаичивая извфств-й. Каждая изъ 
теоремъ этого ряда есть слёдстые теоремы непосредствеино за ией схЗдующей. У ЕвЕлида 
радъ теоремъ вдетъ въ обратномъ сиыслф, именио: каждая изъ теоремъ ралл есть сл®дстые 
иепосредствеино предъидущей. 

Посмотримъ кашя усломя иеобходимы, чтобы об® процесса Евелидонскй и Панпуса 
вели къ опредлениому результату. 

Ести ДЕЪ теоремы такъ связаны между собою, что каждая изъ иихъ есть сяФдстие 
другой, то таыя двЁ теоремы называются взаимными. 

Если въ радВ предложен, о воторомъь мы выше говорили, два по-жФдовательныя 
предложен1я взаимны, то можно разсматривать вторую теорену какъ слодстые первой, 
вывсто того чтобы разсматривать ее какъ иифющую слФдстыемъ первую. Если такая 
взаимность имзетъь м»сто, начиная съ первой теоремы ряда до послЪдней, то можно ска- 
зать, что аналитичесяЙ способъ состоитъ въ установлени ряда теоремъ, изъ коихь вто- 
рая есть слфхстве первой, которую вужио доказать, третяя есть сидеть!” второй и т. д. 
пока не дойдемъ до извЪстивто истиннато предложена. 

Такъ какъ вывесть сл детые изъ данной теоремы легче, чёмъ найти теорему, ко- 
торой данная есть слфдстые, то можно прилатать Евехидовсый внахитичестй продессъ съ 
тВыъ услошемъ, чтобы каждый разъ, когда изъ данной теоремы выводится, кзЕЪ слФистые, 
другая, убфдиться, что об эти теоремы взаимны, тогда и этоть процессь ведеть также 
вфрио къ доказательству данной теоремы кзкъ и Извппуся. 

ЗаФсь представляется вопросъ: какую изъ различныхь теоремтъ, изъ коихъь предло- 
женная можеть быть выведена, вазгь сафдстые или которыя могуть быть гыведены, кзЕЪ 
сяЪдстыя даниой, слЬдуеть выбрать? Тотъ же вопросъ представляется и относительно каж- 
дой изъ теоремъ аналитическаго рада. 

ОтвЬта иа этоть вопросъ дать иельзя, тахъ каКЪ ии какихь правиль для этого ие- 
сушествуеть. Рядъ теоремъ ножетъ быть продолжеиъ неопредёленио, & изв®стной теоремы 
ие представиться, иногха-же такой радъ заказчивается весьма скоро изв®ствымъ предло- 
женшемъ. Это зависить оть спобобиости соображеня и общиряости геометрическихь поз- 
нАНЯ. 

Примиръ Возьмемь хдя примЪра извфотвую теорему Пиевгора: во волкомъ 
прамоугольномъ треугольник квадрать построенный из гниотенуеВ равенъ сумм квадра- 
товъ построениыхъь ия катетатъ. 

АДоказат. Пусть АВС будетъ данный треугольникь (фиг. 611), въ которомъ уголь А 
прамой. Положимъ что вр. дложещше справедливо, т. е. пусть будеть: 


ВС"=АВ+- АС, 
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Эта теорема есть саёдстые другой: во всякомъ прямоугольномъ треугольникв каж- 
дый изъ катетовъ средне-пропорщюналепь между гипотенузою и отр®зкомъ гипотеиузы, ле- 


„Фиг. 5. 


А. 


В и с 


хащимъ между основашемъ перпевдикулира, опущеинаго изъ вершивы прямого угла на 
гипотенузу, и катетоиъ, И въ самомъ дёлЬ, если эта теорема справедлива, то мы имфемъ: 


АВз—ВС.ВЬ, АС-ВС.СР 


складывая получимъ предложенную теорему. СхВховательно предложенная теорема сведена 
на кругую, которую надобио доказать. 

Вторая теорема будеть схВдстые третьей: во всякомъ нрямоугольномъ треугольник, 
перпендикулярь, опущенный изъ вершины прямаго угла ив типотенузу, дЪяить треуголь- 
инЕЪ из два треугольинка подобиые между собою и каждый подобенъ цёлому. 

Эту посхёднюю теорему легко доказать, слфдоватехьно и предложенивя справедлива. 
Въ этомъ примёрВ рядъ теоремъ состолль изъ трехъ, изъ коихъ первая была слЗдстшемъ 
второй, авторая сафдстыемъ третьей. 

Докажемъ туже теорему аиахитическимъ процессомъ Евклида. 

Если мы имфемъ: 

ВС?—АВ-+- АС? 


АС—ВС`—АВ?—(В0+АВ) (ВС-—АВ) 


т. е. одинъ изъ катетовъ дохжженъ быть средне пропорщоналенъ между суммою и разностью 
типотенузы и другаго катета. . 

Очевидно, что предложенная теорема и выведенная изъ иел, какъ саздстые, суть 
взаныныя. Надобио доказать эту послёднюю, 

Для этого, изъ точки В какъ изъ центра опишемъ рамусомъ ВА кругъь (фиг. 612) 
и продолжим гипотенузу до встр»чи съ кругомъ въ точк8 Е. Очевидно, зто СЕ—ВС+- АВ, 


м 


э 10—=ВО—АВ. Слфковательно надобно показать, что АС, касательная къ кругу, есть 
средне пропорщональная между СЕ и СГ. 
Если эта послёдная теорема будетъ справедлива, то изъ вел будеть выходить, какъ 
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слЪдстве третла теорема: что треугольники АЕС м АТС, имфюще окинъ угогь С общ 
и стороны заключаюния этоть уголъ пропорщональны, будуть подобин. 

Очевидно опять, что этн двё послёдн!я теоремы взаимин, слФховательно остается 
доказать послздаюю: что треугольники АЖО и АГСО подобны, а это слёдуеть изъ того, 
что эти треугольники равноугольны. 

Въ этомъ посяфлпемъ процессв надобно было удостов8ряться всяюй разъ, что дёВ 
посл8довательяыя теоремы взаимны, чтобы отъ истины посяфдней заключать о пстинЪ 
прелложенной. Если такзя взвимпость не имфеть мфста, или если мы ые ухостовВрились въ 
взаимности, то падобио удостовёриться обратпымъ порядкомъ доказательства въ справед- 
ливости предложенной теоремы. 

Для примфра я возьму слфдующую задачу: 

. Задача. Построить квадрать по данной разности магопали п стороны? 


Рьшеше. Пусть АВСЛ будетъ требуемый квадрать (фиг. 518), АЕ данпая раз- 
ность, СЁ будетъ равпа сторон квадрата, сяфдовательно, треугольникь СЕВ будетъ 
равнобедрепный. Если продолжянъ ВЕ до встрёчи съ АД въ точк8 Е, то углн треуголь- 
вика АЕР будуть равны угламъ треугольника» СЕВ, слЁдователью и ЛАЕЕ будеть 
равнобедренный п мы будемъ инёфть АГ=АЮ. Точка Е саФдовательно можеть быть по- 
строена, а за тЪмъ м требуемый квадратъ. 


Фиг. 513. 
Уф ЕА 


Е 


В 
Е 728 
Въ самомъ дёлф, построивь лишю АЕ равную данной разпости, проведемъ пеонре- 
дфленныя прямыя АМ и АМ, составляющая углы съ АЕ равные, каждый, половипВ пря- 
маго. На аввн АМ возьмемъ АГ--АЕи продолжныь ЕЕ хо встрёчи съ АМ въ точкВ 
В, АВ и будетъ сторона квадрата, который и построимъ, если изъ точки В возставимъ 
нерневдикулары ВС въ АВ м СО кь АМ. 


Такъ какъ мы пе удостовфрихись во взаимпости, то надобно показать, что фигура 
построенная по услоню АЯ--АЕ есть квадрать и удовлетворяеть задачЪ. Во первыхъ 
это квадратъ, такъ какъ уголь А есть прямой. Кром этого углы треугольника СЕВ 
равны угязиъ равпобехрениато ЛАЕР, слфдовательо и ЛСЕВ будеть равнобедренный 
и мы будемъ пиёть СЕ-=СВ, сл№довательно АЕ будетъ дЫйствительно разность дагоналхи 
и сторопы квадрата. 

Ми кажется я достаточно вынснилъ эналитичесый способъ, перейду къ сиитезу. 


Способъ синтетическяй. Синтезъ отличается отъ анализа только обратинмъ порях- 
комъ теоремъ пачинающихся въ анализв съ преддожениой и оканчивающ/Я ся, какою ии- 
будь извфстиою теоремой. 

Въ синтез начинають съ извзстныхь предложен, чтобы вывесть изъ нихъ друтш, 
кзкъ необходимых слдстея, изъ этихь послёднихь выводятъь иовыя и продолжають, та- 
кпиъ образомь, до тЁхъ поръ, пока ие дойдуть до предложепиой теоремы. Изъ этого ви- 
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х дамъ, что если мы зиземъ аналитическое доказательство теоремы, то изъ мего могучшиъ 
синтетическое, поставивъ въ обратномъ порядЕё аивлитичесый рахъ предложей. 

ПрямБромъ для синтетическаго способа можеть служить обыкновенное доказатель- 
ство, изложенное въ Началахь Евклида, теоремы Пиоагора (и. 1, пред. 47). 

Къ этому способу относится тоже замфчан!е, что и къ анализу именно: каюа иредло- 
жещя мы должны выбрать для исхода? Отвзта ва этоть вопросъ и здёсь дать иельзя, часто 
можно сдёлать много попытовъ безь усизха. Анализь въ этомъ отношети имЗеть шф- 
которое преимущество предь синтезомъ, въ анализ исходыая теорема дана—это иредло- 
жевная теорема для доказательства. 

Способъ приведеня къ нельяости—абсурду. Два предложена, изъ коихъ каждое 
есть отрицаюе другого, пазываются яротиворючанииии. Справедливость одного изъ этихъ 
предложен влечеть ложность другаго и обратио. 

Изъ этого посльхняго замвчан1я вытекаеть пе прямой способъ доказательства из 
вЪстной теоремы м состоять въ томъ, что разсматривають ей протпворзчащую и показы- 
ваютъ ея зожность. Обненовенно это противорфчащее предложеше будеть веключать ифе- 
колько схучаевь и чтобы это противоръчащее предложеше было зожно необходино чтобы 
каждый изъ случаевъ быль ложенъ, вь противноиъ суча, т. е. если хоть одинъ взъ 
всЪхъ случаевъ ие будеть зоженъ, то предложениая теорема будетъь ложна. 

. Олёдовательно, надобпо разематривать каждый случай отдёльно и иоказать, что 
кажднй изъ пихъ, будучи принять, зедеть къ ивлёпости. Для примфра можно взать прех. 
6, кн. 1 Начахль Евкхнда. 

Замфтимъ еще, что способъ предъловь есть пичто иное какъ способь приведешя къ 
иехфпости. 

Замфтамъ, что изобрётеше этого способа приписызваютъ Евклиду. Кревие геометры 
часто употребляли этоть способъ, тавъ какъ софисты своими тонкими возражении осри- 
иуждали ихъ къ этому. 

Предложене 2. Если ивздратъ, построенный на прямой АВ равенъ 
пать разъ взятому квадрату построенному на одномъ изъ ея отрЁзковъ 
АС, то отрзокъ С)=2АС въ точкВ В будеть раздВленъ въ крайнемъ 
и среднемъ отношеши такъ, что СВ есть другой, больш отрёзовъ дан- 
ной прямой АВ (фиг. 514). 


Фиг. 514. 
хх м РЫ 


х Еве 
Доказат. На прямыхъь АВ, СШ построимъ квадраты АЁ, С@; х- 
полнимъ (какъ въ вн. 2, пред, 4) фигуру въ АР и продолжимь ЕВ до Е. 
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Такъ какъ []АВ=50 АО, т. е. АЕ=5 АО, то: 
гномонъ ОМДЕВОО—АО— СПАС 
Но ОО=2АС, & потому (кн. 6, пред. 20, слхёх.) (00—40 АО, т. е. 
СС—4АО, сх®довательно гномонъ ОМСГЕВСО=СВ. 


Такъ какъь ОО=ЗАС, во РО=ОК и 40—00, то СК50О, сж- 
довательно КВ-=2В0; а потому, такъь какъ: 


ГО--0В=20В 
ГО-—-ОвВ=кКВ 


Но мы имЗли гномонъь ОМЁЕВСО=СВ. Сл8довательно (вн. 1, пред. 3) 
ОЕ=В@; но ВВ=СО.ОВ, такъ какъь Ср=ШС и ОЕ=О ВОС, слЬдова- 
тельно СО.РВ=ОС ВС; а потоиу (кн. 6, пред, 17): 


Ср: ВО=вВоО: ОВ 


Изь этого слВдуеть, что СО, т. е. 2А(, въ точЕЪ В, раздЪлена въ 
крайнемъ и среднемъ отношении; а потому СО>.ВС (слВдующан Лемма), 
слЪдовательно ВО>ОВ. 

Лемма. Что СТ, т. е. 2АС> ВС, доказывается слздующииь обра- 
зомъ: 

Пусть не будеть 2АС> ВО, а пусть, если возможно, ВС—2АС, сл$- 
довательно ЧВС>4САС, а нотому: 


0В0+040=5040 


то: 


Но мы предположили, что ПВАе=5П АС, слЗдовательно мы бы имзли: 
ПВА—=ОВО--АС 
что невозможно (кн. 3, пред. 4). А потому не можеть быть ВО-=2АС. 
Если бы мы предположили, что ВС>2АС, то изъ подобныхъ заклю- 
чевй сл®довало бы, что: 
САВ< ПО В--ПАС 
что еще менфе возможно. СлВдовательно необходимо 2.0`> ВС. 
Зампчане. Пусть ОА и АС (фиг. 515) будуть оба отрёзка прамой 
Фиг. 515. 


т———в 
ШС. пусть еще АВ=2АД и ПСО=5САХ, то требуется еще инымъ 


образомъ доказать, что: 


АЪ: АС=АС: СВ 
н чт0 40>ОВ. 
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1) Аналитическое доказательство. Примеиъ за хоказавное, что: 
АВ: АС—=АС: СВ 
то (вн. 6, пред. 17) АВ.ВО=ОАЛО. Но, такъ вакъ АВ=2АГ то: 


ВА.АС—5(рлА. АС) 
сл довательно: 
| (АВ.ВС)-ЫВА.АС) 
т. е. (кн. 2, пред. 2): : 
САВ=бАО-+2(А.АС) 


во ПАВ=4АЦПАЛ, сл$довательно: 


САО-+2(РА.АО)—4ПАГ 
& потому: 
0140—-САр-+2(рА.АО) 
т. е. (вн. 9, пред. 4): 
060=50А) 


что быхо принято выше. 
2) Синтетическое доказательство. Тавкъ какъ Г'ОР=5С АХ); во 
(кн. 2, прех. 4): 


О@0=(Ар--пАО--2(рА.АО) 
& потому: 
Пар--пА0--2(рА.АС)=0ПА, 
стВдовательно: 
ПАО-+2(рА.АС)—40 АХ. ` 
Но: 


2(рА.АС)=ВА. АО 
и (кн. 2, пред. 2): 
4ПАр=бАВ-—=(АВ.ВС)+(АВ.АС) 


схёдовательно: Е 
(АВВО)+-(АВ.АО)—=ВААС)+-ОАС 


а потому АВ.ВС—=ОСАС, слЪдовательно: 
АВ: АОС=АО: СВ 
& такъ какъ АВ> АС, то и АС>СВ, 


Предложеще 3. Если прямая АВ, въ точкВ (С, раздёлена въ край- 
немъ и срехнемъ отношени, то квадратъь построенный на прямой ВЛ, 
составленной изъ меньшаго отрёзка ВС и половины большаго ОС, равенъ 
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пать разъ взятому ввадрату, построенному на половин ЛС большаго от- 


рёзка (фиг. 516). 


Фиг. 516. 


_ Доказат. На прямой АВ построимъ квадрать АЕ и допелнииъ фи- 
гуру. 

Такъ какь АС=2ОС, то ПАС—4ООО, т. е. ЕЗ—=4 РС. Но (вв. 6» 
пред. 17) АВ.ВО=(САС, т. е. СЕ=Е5, слФдовательно СЕ-АЕВ. 

Такъ какь АШО—ОО, & также (вн. 1, пред. 34) НКЕ=КЕ, то 
СЕ—=НГ, слдовательно @К—КГ, т. е. ММ№-=МЕ, откуда (вн. 1, 
пред. 36) МЕ=ЕЕ. Но (вн. 1, пред. 43) МЕ—=ОС, слёховательно Сб= 
—=ЕЕ, & потому прибавивь СМ, то гномонъ ОСОВКЕРО-=СЕ, или по выше 
доказанному, =4Е@, сл№довательно )№=5Р С. Итакь Д№=0О ОВ, а также 
Еа=00. Сл%®довательно (ПОВ=50]ОО, т. е:: 


[30ВС--3 4б)=5[33 АС. 


Замъчане. Пусть АВ, въ точкВ С, раздВлена въ врайнемъ и сред- 
немъ отношени, АС больший отрзокь и С)=3.А(, требуется доказать 
инымъ образомъ, что []ВО0=50 СО (фиг. 517). 

Фиг. 517. 


р с 
4 тв 


1) Анамипическое доказательство. Примемъ за доказанное, что 
0 ВО=50]0О, тавъ какъ (вн. 2, пред. 6): 


О ВО=(АВ.ВС)+0О СП 


то АВ.ВС—4[]С1. Но на основани предположеннаго АВ.ВО=САС, 
слЗховательно []А4С—[0]С0, что и должно быть, такъ какъ А0—=2 АТ. 

2) Синтетическое доказательство. Такъ какъ АС=2ЬО, то ПАС= 
—4(] ОС, но (кн. 6, пред. 17) САС=АВ.ВО, слЪдовательно АВ.ВО= 
=4[]00, & потому: 
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Ав.ВО-ПОО 
т. е. (кн. 2, пред. 6): 
ОРВ=500. 


Нредложене 4. Если прамая АВ, въ точк С, раздВлена въ врай- 
немъ и среднемъ отношени, то сумма ввадратовъ построенныхь на цЁлой 
АВ и на меньшемъ отрзк $ СВ, равна утроенному взадрвту, построен- 
ному на большемъ отр8зЕВ АС (фиг. 518). 


Фиг. 518. 


Доказат. На прямой АВ построимъ квадрать АДЕВ и хонохнимъ 
фигуру. 
Такъ какъ: 
АВ: АС=АС:СВ 


то АВСВ=С ЛО, т. е. АК=НС. 
Но (кн. Ъ пред. 43) АЕ-=ЕЕ, & потому, прибавивь СК, АК-=СЕ, 
слзховательно: 
СЕ+-АК= АКН 


тавъ какъ по предъидущему АК-—НС. Но: 


СЕНАК=Ьгномону ЕНАВЕСЕ-+СК 
СхВховательно: 
гномонъ ЕНАВЕСЕ+СКЕ-Ы2 НС 
& потому: 


гномонъь ЙНАВЕСЕ--ОСК-НС—=ЗНС 
Итакъ: 


гномонь РНАВЕСЕ-+-ОК--На—=АЕ+НОК—ПАВ-ИВС 


и НВ=ПАС, Сибдовательно: 
048+080=30 40 


Зампчане. Пусть АВ, въ точкЁ С, раздВлена въ крайнемъ и сред- 
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немъ отношеши и пусть АС болышй отрёзокъ, требуется доБазать инымъ 
образомъ, что (фиг. 519): 


Фиг. 519. 
с 
а ———вВ 
[У В; ШУ; 9—1 8: 19 


1) Анамипическое доказательство. ТвЕЪ КАКЪ: 


ПАВ В0=04С 
и (Ен. 2, пред. 7): 
ПАВ--ОВО-(АВ.ВО)-ПАС 
то: 
2(АВ.ВО)--ПАС=ЗС АС 
ствдовательно: 
2(АВ.ВС)=20 АС 


& потому АВ.ВС=СО АС, что справедливо (кн. 6, пред. 17), такъ какъ 
прямая АВ, въ точкВ С, раздВлена въ крайнемъ н среднемъ отношети. 


2) Синтетическое доказательство. ТакЪ ЕЗЕЪ: 
АВ: АС=АС: ОВ 


то (кн. 6, пред. пред. 17) АВ.СВ=САС, а потому 2(АВ.СВ=ЭСАС, 
сх&довательно: 


2(АВ.СВУНАО—=30 АС 
Но (вн. 2, пред. 7): 
ЖАВ.СВУНАО=ПАВ--ОВО 
ст} довательно: 
|: И; 0—8; (4 


Предложенще 5. Если прямую АВ, въ точЕЁ С, раздВлимъ въ край- 
немъ и среднемъ отношенн, в ва ея продолжени къ ней приложимъ 
прямую АД, равную большему отрёзку АС, то цВлая прямвя ПВ, въ 
точкВ А, раздВлена въ крайнемъ и среднемъ отношеюи, большйй же от- 
рЁзокъ есть данная прямая АВ (фиг. 520). 

Доказат. На прямой АВ построимъ квадрать АЕ и дополнимъ 


фигуру. 
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Такъ какъ: 


АВ: АС—=АС: СВ 
Фиг. 520. 


то (вн. 6, пред. 17) АВ.СВ=(ЦАС, т. е. СЕ=СН; по (вн. 1, пред. 43, | 
СН=ФН и СЕ-НЕ, слёдовательно ОН=НЕ; & потому, прибавив НВ. | 
ЛК=АЕ, т. е. В).)А=САВ, сл8довательно (вн. 6, пред. 17): | 

| 


ВО: АВ=АВ: ДА 
& такъ какъ ВО>АВ, 10 и АВ>ОА. 


Замъчаше. Пусть прямая АВ, въ точ С, раздфлена въ крайнемъ 


и среднемт, отношени, АОС>ОВ и кь АВ приложена пряная АД=АС, 
требуется доказать ииымъ образомъ, что (фиг. 521): 


ЛВ: ВА=ВА: А) 
Фиг. 591. 


р В 


1) Аналитическое доказательство. Такъ какъ: 


. ОВ: ВА-ЕВА: Ар 
во АЛ—АС, а потому: 

ОВ: ВА=ВА: АС 
сл%довательно (кн. 5, пред. 19, сяфд.): 

ОВ: РА=Ав: ВС 
а потому (ви. 5, пред. 17, схёд.): 

ВА: АП=АС: СВ 

Но А)=АС, елдовательно: 

ВА: АС-АО: СВ 

какъ было предположено. 
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2) Синтетическое доказательство. ТакЪъ Еакъ: 


ВА: АО=АС: СВ 
но 40—=АХ, то: 
ВА: Ар=АЛ: СВ 
схВдовательно (кн. 5, пред. 18): 
ВО: АВА: ВС 
откуда (Ен. 5, пред. 19, сл®д.): 
ВО: ВА=ВА: АО 
Но АС=АХО, сл довательно: е 
ВО: ВА=ВА: Ар 
и ВА>АХ. 
Предложеше 6. Если раплонвльную прямую АВ, въ точк (С, раз- 
дВлимъ въ крайнемъ и среднемъ отношени, то каждый изъ ея отрёзковъ 
АС и СВ есть вычеть (фиг. 522). 


Фиг. 5229. 


А с 
р——щв 


Доказат. Продолжимъ ВА хо точки 7) и отложимь АД} АВ, то 
(кн. 13, пред. 1) ПСО=5СПАХ. Изь этого схвдуетъ, что ОСЬ и ООА 
относятся между собою какъ числа, & потому (Ен. 10, пред. 6) они соиз- 
мзримы. Но ДА=} АВ ращюнальна, а потому также ратоналень ОДА. 
СлВдовательно (кн. 10, опрех. 6) ОСД ращональный, & потому и (вн. 10, 
опред. 8) СТ) также рашональна. 

Но тавъ какъ квадраты СУ и АД относятся между собою ине какъ 
квадратныя числа, то (вн. 10, пред. 9) Ср и АД по длин несоизыз- 
римы. А потому СО и АД ращональны, только въ степени  соизмримы; 
слВдовательно (вн. 10, пред. 74) АО есть вычеть. 

Такъ какъ прямая АБ, въ точкВ С, раздВлена въ врайнемь и 
среднемъ отношени, то (ви. 6, пред. 17) АВ. ВО=С АС, сл8довательно 
(кн. 10, пред, 98) ОВ есть лервый вычеть. 

Предложене 7. Если въ пятиугольниЕВ АВСЛЕ, съ равныин сторо- 
нами, три угла, сх}дуюцщие одинъ 38 хругимъ, по порядку, или же не 
по порядку, равны, то пятиугольнивъ будетъ правильный (фиг. 523). 

Доказат. Случай первый. Три угла А, В, С, слВдуютъ одинъ за дру- 
гимъ по порядву. 

Проведемъ АС, ВЕ, ЕФ. 
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Такъ какъ вь ЛЕАВ и ЛАВС, по положеню ДА=ИВ и СВ= 
—=ВА-=АЕ, то (ки. 1, пред. 4) АС-ВЕ, (ВСА=ИВЕА в ДАВЕ= 
Фиг. 5983. 

А 


[2 р 


= САВ. Изъ этого слФдуетъ, что вь ДАЕВ ДАВЕ=: С САВ, в потому 
(вн. 1, пред. 6) АЕ=ВЕ, но по иредъидущему АС-—ВЕ, слВдовательно 
(кн. 1, пред. 3) РС=РЕЕ. Итакъ вь ЛОЕР, АДЕЕ, стороны ОП=ОЕ 
и ЕД общая. СлЁдовательно (вн. 1, пред, 8) ДЕСО=ХЕЕО; но шо 
предъидущему Д ВСА=Х АЕБ, сл довательно (кн. 1, пред, 2) ДВСШ= 
= АЕШ. Но мы предположили ДВС А—=ИВ, слЬдовательно 
ХАЕР=ДА— ДВ. Подобнымь же образомъ доказывается, что ДСДЕ= 
—=А= В. Сл®довательно АВСШЕ равноугольная фигура. 

Случай второй. Три угла А, С, О), слВдуютъ одинъ за другимъ не 
шо порядку. 

Проведемъ ВУ). 

Тавъ какъ въ ЛАВЕ и Л ВОО. по предположеню ДА=ХС, ВА= 
=—В0, АЕ—СФ, то (вн. 1, пред. 4) ВЕЕВО, ХАЕВ=ДСОВи (вн. 1, 
пред. 5) Д ВЕР= ( ВПЕ, сл&довательно (вн. 1, пред. 2) Д АЕР= ДОСЬЕ. 
Но мы также предположили, что ДХСРЕ=И4—/ 0, сж®довательно 
ХАЕО=ДА= ХС. Подобнымъ же образомъ доказывается, что Д АВС= 
—=.4А=0С. СлВдовательно фигура АВСРЕ равноугольна. 

Предложене 8. Въ пятиугольной фигур АВСШЕ, съ равными сто- 
ронами и равными углами, длагонали ВЁ и АС, проведенныя изъ вершияъ 
двухъ, схВдующихь одинъ за другимъ, угловъ Аи В, хдЁлятся въ край- 
немъ и средиемъ отношени, н болышй отрёзокъ равенъ сторонз фигуры 
(фиг. 594). 

Доказат. Около данной фигуры опишемъ кругь (кн. 4, пред. 14). 

Такъ кавъ въ Л ВАЕи ЛАВС по положено ДА=ДВ, ЕА-=АВ- 
==ВС, то (вн. 1, пред. 4) ВЕ=АС и (ВАС=ХАВЕ, сл№довательно 
(жи. 1, пред. 6 и пред. 32) ДАЕЕ-=ЗДВАЕ, но (Ен. 6, пред. 33) 
К ЕАС=2 И ВАС, а потому ДЕАС=ХЕАЕЕ, слЬдовательно (кн. 1, 
пред. 6) ЕЕ=ЕАЛ=АВ. 
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Такъ какъ ЕА=АВ, то (кн. 1, пред: 5) ДАВЕ=ХАЕВ, во‘) 
предъидущему Д АВЕИВАЕ, а потому Д АЕВ-= [ ВАЕ, сл8довательно 


Фиг. 524. 


«= 
а 


р 


въ ДАВЕи ЛАВЕ уголь АВЕ общ, а также ДВАЕ-—= Д АЕВ, сл- 
довательно эти треугольники раввоугольны, откуда (кн. 6, пред. 4): 


ЕВ:ВА=АВ: ВЕ 
но ВА=ЕЁ, елВловательно: 
| ВЕ: ЕЕЕЕ: ЕВ 


въ этой пронорщи ВЕ>ЕЕ, а потому и ЕЕ>ЕВ. Изъ этого слЗдуетъ, 
что даговаль ВЕ, въ точкВ Е, раздфлеиа въ крайнемъь и среднемъ отно- 
щени. и болышй отр№зовъ ЕЁ=АВ. 

Полобнымъ же образомъ доказывается, что и АС, въ точкВ Е, раздВ- 
лена въ крайнемъ и среднемъ отношени, и больш отр®зовъ=АВ. 

Предложеве 9. Если мы приложимъ одну къ другой стороны СД и ВС, 
внисанныхь въ одинъ и тотъ же кругь, шестисторонней н десятисторон- 
ней фигуры, то цВлая прямая ВШ разчВлена въ крайнемъ и среднемъ от- 
ношени, и большй отр$зокъ будетъ сторона СШ шестисторонней фигуры 
(фаг. 525). 

Доказат. Найдемъ центръ круга Е, проведемъ прямыя ЕВ, ЕС, ЕЙ 
и продолжимъ ВЕ до АД. 

Такъ какъ ВС есть стороиа десятисторонней фигуры, то дуга АСВы= 
==5 дуг. ВС, ел довательно дуга АС-—4 дуг. ВС. Но (вн. 6, пред. 33): 


дуг. АС: дуг. ВСС АЕС: ССЕВ 


СлВдовательно Д АЕС—=4 ДСЕВ. Такъ кавъ (кн. 1, пред, 5) Д ЕВСО= 

—= ЕСВ, то (кн. 1, пред. 32) Д АЕС=2 / ЕСВ. Такъ какъ (вн. 4, пред. 15) 

ЕО=СП), слЪловательно (кн. 1, пред. 5) ИСЕБ=ЕСЬЕ, а поому 
10 


Ах 


34 
(ии. 1, рт 32 ДЕСВ=—? И РШОС: =0 то срегьихтцент Д АРЫ2 Г РСВ. 
ел левателие, Д 1 Е Д Е1м`. Но в крехьшхутмит также Д 4 Е/— 


Фиг. :25. 


—4 ДСЕВ, слЪдовательно Д Е.С=( СЕВ: а потошу, такъ какъ вътреу- 
гольникахьъ ВЕС, 2ВЕШ уголь ЕВШ общий и ДВЕШ=ГЕЕСВ. 
слФхрвательвно эти треугольники равноутольны, откуда (кн. 6, прех, 4: 


ФВ: ВЕЕЕВ: ВС 
а потому, такь какъ ВЕ—С, то и: 


ВО: ОО—ОС:СВ 


въ этой пропорши ОС>СВ, такъ какъ ВО>ШС. А потому прямая ВД, 
иъ точ (С, раздВлена въ крайнемъ и среднемъ отношени, и болышй от- 
рёзекъ ПДС равенъ сторон шестнсторонней фигуры. 

Предложеще 10. Квадратъ, построенный на сторонф АВ, патисто- 
ронней фигуры АВСПЕ, вписанной въ кругь, равенъ сумм квадратовъ, 
построеиныхь на сторовахъ шестисторонней и десятисторонней фигуръ, 
вписанныхь въ тоть же кругь (фиг. 526). 

Доказат. Возьмемъ центръ круга Е, провехемь АР и продолжииъ 
ее до @. Проведемъ ЕВ, изъ точки Ё на прямую АВ опустимъь перпен- 
дикулярь ЕН и продолжимъ его до точки К. Проведемь АК, КВ; изъ 
точки Ё, на прямую АК, опустимъ перпендикулярь ЁГ и продолжимъ 
его до М; проведемъь КМ. 

Такъ какъ полукруги АВС@, АЕШС равны, равно какъ и дуги АВС 
и АЕФХ, а иотому дуги С@ и ОФ равны; слёдовательно Сб’ есть дуга 
десятисторопней фигуры. Такъ какъ ЕК перпендикулярна къ АВ, то дуга 
АК—=дуг» КВ, сл®довательно АК также есть дуга десятисторонней фи- 
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гуры и 2 дуг. ВЕ дуг. АВ=дуг. ВО. По той же причинив 2 дуг. КМ= 
—дуг.АК=эдуг. С@. Сл№довательно (кн. 1, пред. 2) дуга ВС@=2 дуг. ВКМ, 


Фиг. 596. 


& потому (кн. 6, пред. 33) Д@ЕВ—=2( ВЕМ. Но ВЕ=ЕА, в потому 
(кн. 1, пред. 5) ДЕАВ= Д АВЕ, сл довательно (вн. 1, пред. 32) ДСЕВ= 
=—=2ЕАВ. Сл№довательно Д ВЕМ=ХЕАВ; но такъ какъ въ треуголь- 
викахъ ЛАВЕ, АВЕМ уголь АВЕ общ, [ АРВ—=/ ВМЕ, то эти тре- 
угольники равноугольны. СхВдовательно (вн. 6, пред. 4): 


АВ:ВЕ=ЕВ: ВМ 
& потому (кн. 6, пред. 17): 
АВ.ВИ=ОСЕВ 


Такъ какъ АГ—=ГК и Г.М общая и притохъ перпендикулярная, то 
(кн. 1, пред. 4) КМ№=АМ и ДГКМ=ИГАМЬ=/ МВК: слфдовательно, 
такъ какъ въ треугольникахь ЛАХВ и ЛАКМ уголь МАК общ и 
ДАЕВ= КМА, то эти треугольники равноугольны. СлЗдовательно (кн. 6, 
пред. 4): 
ВА: КАКА: АМ 
а потому (вн. 6, пред. 17): 
ВА.АМ=СКА. 
Но мы прежде доказали, что: 
АВ.ВМ=ЦЕВ 


СлЪдовательно (кн. 2, пред. 2): 
СЕВ-НОКА=АВ.ВМ )--(ВААМ)=ПАВ 


тд8 АВ, ЕВ, КА суть стороны, пяти, шести и десятисторонней фигуръ. 
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Предложеще 11. Сторона АВ патисторонней фигуры АВСОЕ, впи- 
санной въ кругь, даметръ котораго ращоналенъ, есть малая иррацональ- 


ная (фиг. 527). 
Фиг. 527. 


А 
тат 


№. 


Доказат. Возьмемъ центръ круга Е, проведемь АЕ, продолжимъ ее 
до Си В; проведемъ АС, АД и сдфлаемь ЕВ=: 

Такъ какъ АР и ВЕ ращональны, то ЕК, а потому и ВК рацю- 
нальны. Такъ какъ полукруги АВСС и АЕШС равны, а также равны 
дуги АВС, АЕД, то дуги С@, @О равны, слфдовательно (кн. 3, пред. 27) 
Д ОАТ-= (ЛАГ. Но (вн. 3, пред. 29) АО=АДР и АГ общая, слфдова- 
тельно (кн. 1, пред. 4) углы при точкВ Г, прямые и СО=2СТ. По той 
же причин углы при ТОЧЕВ № также прямые и АС—2СМ. СлВдовательно, 
такъ вакъ въ ААГО, ДАМЕ уголь БАС общ и ДАСГ=ИМЕА, 
то изъ этого слВдуеть, что эти треугольники равноугольны. Схёдовательно 
(кн. 6, пред. 4): 

ГО: СА—=МЕ: ЕА 
а потому п: 
210: СА—ЗМЕ: 3 ЕАМРЕ:{ЕА 


Но 220=0ОС, $3 СА=ОМ, +1 ЕА-=ЕК, Олдовательно: 


РО: СИ=МЕ: ЕК . 
а потому (кн. 5, пред. 18): 
ТО--0М: ОМ=МК:: ЕК 


слВдовательно (кн. 6, пред. 22): 
О@ФоО-+СМ): ПбМ=(0МК: СЕК 


Но (кн. 13, пред. 8) ОО есть больший огр&зокъ, дагонали АС, проти- 
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волежащей углу В, раздВленной вт крайнемь и среднемъ отношевши, 
слвдовательно С1= + СА, а потому (кн. 13, пред. 1): 


ОСФоО-+-ом)=500СмМ 
Слх»Вдовательно: 
ОМК—50КЕ 


изъ этого слфдуетъ, что КР рацюнальна, а потому и Г] КР ращоналенъ, 
сл№довательно (кн. 10, пред. 6) []МХК, а потому и МК рацпональны. 
Тавъ какъ ВЕ-4ЕК, то ВК=5ЕК, слЪдовательно (Ен. 6, пред. 20, схВд.): 


ОВК=25П]ЕК 
но по предъидущему: 

ПОМА=—ОЕК 
а потому: 

ПВК=5ПМК 


Изъ этого слВдуетъ (кн. 10, пред. 9, елл.) что ВК, КМ только въ 
степени соизмфримы; слёдовательно (кн. 10, пред. 74) МВ есть вычеть, и 
къ ней прибавлена МК, 

Пусть будетъ дана прямая М такая, что: 


ОВК_ГПГЕМ=ОМ 


т. е. что ВК квадратить надь КМ на квадрать М. Такъ какъ КЁ и ЕВ 
по длин соизмримы, то также по длин соизм®римы (кн. 10, пред. 16) 
КВ и ВЕ, а также ВЕ и ВН, сл#довательно соизмфримы (кн. 10, 
пред. 12) ВК и ВН. Такъ какъ: 


ОВК=5ОКМ 


СВК: ВЕМ=1:5 
а потому (ки. 5, пред. 19, схёд.): 
СВЕ: №=5:4 


Сл®довательно (кн. 10, пред. 9) КВ и М по длин несоивифримы; & 
потому МВ есть четвертый вычеть. 
Проведемъ АН, то (кн. 6, пред. 3) ААВН и ЛАВМ равноугольны, 
слёдовательно (кн. 6, пред. 4): 
НВ: ВА-=АВ: ВМ 
а потому (кн. 6, пред. 17): 
НВ.ВМ=СЦАВ 
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Итакъ НВ рашональна, но ВМ четвертый вычетъ, слВдовательно 
(ки. 10, пред. 95) АВ есть малая иррашональная. 

Предложеще 12. Квадратъ, построенный на сторон% АВ, вписаннаго въ 
кругВ треугольника АВС, равенъ утроенному квадрату, построенному на 
половин даметра круга (фиг. 528). 


Фиг. 528. 


=” 


Доказат. Возьмемъ центрь Ш круга, проведемъ АЛ, продолжимъ ее 
до Е и проведемъь ВЕ, 

Тавъ какъ треугольникь ^ААВС равностороннй, то дуга ВЕС есть 
третяя часть, а дуга ВЕ шестая часть цзлой окружности; слфдовательно 
ВЕ есть сторона шестисторонней фигуры, а потому (ки. 4, пред. 15) 
ВЕ=ФОЕ 

Такъ какъ А=2ЕД, то (кн. 6, пред. 20, сх$х,): 


ОАЕ—=40ПЕО=4ОВЕ 
Но (вн. 3, пред. 31) /АВЕ=а, а потому (ки. 1, пред. 47): 


ПСАЕ=ОАВ-НОВЕ. 


Слх%®довательно: 
ОАВ+-ОВЕОВЕ 
& потому: 
ПАВ—=ЗОВЕ=ЗОДЕ 
гв ДЕ=ЗАЕ. 


Предложенще 13. Задача. Вписать въ данный таръ тетраедръ? 

Теорема. Квадратъ, построенный на д1аметр» шара равенъ похтора 
раза взятому квадрату, построенному на ребрз вписаннаго въ шаръ тет- 
раедра. 

1) Построене тетраедра (фиг. 529). 

Пусть АВ будеть даметръ даннаго шара (кн. 6, пред. 9), маметрь 
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этоть въ точкВ С такъ раздзленъ, что АС-2СВ. На прямой АВ опишемъ 
полукругь АДВ; въ точкЪ С, прямой АВ, возставимъ перпендикухяръ СО 


Фиг. 529. 


и проведемь ДА, РВ. Опишемъ радусомъ СО, около произвольной точки 
Н кругь ЕРС, а въ этотъ послала виишемъ (кн. 4, пред. 2) равиосто- 
роны треугольникъь ЕЁС, проведемъ ЕН, НЕ, НС. Еъ площади круга, 
въ точкВ Н, возставимъ (вн. 11, пред. 12) перпенхикулярь НК-=АС и 
проведемъь КЕ, КЁ, ЕС; т№ло, коего площадь основашя есть ЛЕЕВ, а 
котораго вершина въ К, будетъ требуемый тетраедръ. 

2) Доказательство построемя. 

1. Что это т№ло есть тетраедръ. 

Такъ какъ (ки. 11, опред. 3) КН образуеть съ НЕ, НЕ, Н@ пря- 
мые углы, уголь при О’ также прямой и Аб=НК, СО=НЕ, а потому 
(кн. 1, пред. 4) ХА=КЕ. По той же причин8 КР, а также КС равны 
АЛ. Изъ этого сл8луетъ, что Ад—=КЕ=КЕ—=КЕ. 

Такъ какъ (сялЗдующ. Лемма): 


АВ: ВС=ПАФО: ПОС 
но АО—2СВ, а потому АВ-=ЗОВ, слдовательно: 


040=300С 
Но ОО=ЕН и (вн. 13, пред. 12): 

ПЕЕ=ЗГ] ЕН 
Сл$довательно: 

04о=пПЕЕ 


а потому АД=КЕ. 
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Но АД равна кажлой изь прямнхъ КЕ, КЕ, КС, слЁловательно 
всВ четыре треугольника ЕЕР@, КЕЕ, КЕС, КСЕ равносторонни и 
равны. Схдовательно (кн. 11, опред. 26) тВло ограниченное этими треу- 
гольниками есть тетраедръ. 

2. Что этотъ тетраедръ виисанъ въ даиный шаръ. 

Приложимь къ ЕН прямую НГ=ВС, то АВ=КГ. Такъ какъ 
(кн. 6, пред. 8): 

А0:Ср=со: св 


а АС=КНИ, СР=НЕ, СВ=НЕ, то: 
КН: НЕ=ЕН: НГ, 


схЪдовательио, проведя ЕТ, (кн. 6, пред. 8, сх6х,), уголь КЕЁ будетъ прямой. 
Слвдовательно полукругъ, описанный на КГ, пройдеть чрезъ точку Е. 
Если мы станемъ пращать этотъ полукругь, около пеподвижнаго даметра 
ЕТ, то онъ пройдетъ необходимо чрезъ точки Е, @. Сл8довательно вершины 
тетраедра ЕЁ, Е, @, К будуть лежать на поверхности шара, коего да- 
метрь КГ—=АВ. 

3) Доказательство теоремы. 

Такъ какъ 40—=2СВ, то АВЕЗОВ, а цотому АВ 3 АС. Но (кн. 6, 
пред. 8 и вн. 6, пред. 20, сл$д.): 


ВА: дА0=П] ва: ПАП 
СлВдовательно и: 


048=з304^4р 


ГА АД) есть даметръ шара, а АО сторона тетраедра. 
Лемма. Требуется еще доказать, что: 
АВ: ВСП] Ар: ПОС 
Построимъ, какъ выше, полукругь АДВ. На прямой АС построимъ 
квадрать ЕС и построимъ параллелограмь ЁВ (фиг. 580). 
Такъ какъ треугольники АДАВ, АДАС равноугольны, то (кп. 6, 


пред. 4): 
ВА: АО-=ОА: АС 


слВдовательно (кн. 6, пред. 17): 
ВА.АС—Г АД 
Такъ какъ (кн. 6, пред. 1): 
АВ: ВС=ЕВ: ВЕ 
но 
ЕВ=ВА.АС и ВЕ—=АССВ 
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& потому: 
АВ: ВО=ВА.АС: АС.ОВ 


но по предъидущему: 


ВА.АС=ПАО 
слВдовательно: 
АВ: ВО—=П АД: АС.СВ 
Фиг. 530. 
о 
А тя В 
® С 


Но (кн. 3, пред. 31) уголь АДВ=а, и (кн. 6, пред. 8, слВд.): 


АС: Ср=Ср: СВ 
а потому: 
АССВ=ООС 


схЗВдовательно: 
АВ: ВО=П АО: ПОС. 


Предложене 14. Задача. Впиезать въ данный шаръ октаедрь? 

Теорема. Квадратъ, построенный на даметрВ шара, вдвое больше 
квадрата, построеннаго на ребр, вписаннаго въ шаръ, октаедра. 

1) Построеме октаедра (фиг. 531). 

Пусть даметрь АВ даннаго шара, въ точкВ С, разд®ленъ пополамъ. 
На АВ опишемъ полукругь АДВ, къ АВ, въ точкЪ (С, возставимъ пер- 
пендикуляръ СГ и проведемъь ОВ. Пусть ЕЕ@Н будетъ квахратъ, коего 
сторона=ДВ. Прозедемъ НЕ, Е@, пересВкающяся въ точЕЁ К. Къ 
плоскости ЕЕСН, въ точк К, возставимъ (кн. 11, пред. 12) перпенди- 
вуляръ КГ, продолжимъ его по другую сторону плоскости до точки М, и 
отложимъ КГ, а также ЕМ, равныя одной изъ прямыхь КЕ, КЕ, КС, 
КН. Изъ точекъ Ё, М проведемъ прямыя къ точкамъ Е, РЁ, @, Н, то 
построенное такимъ образомъ тзло, будеть требуемый октаедрт. 

71 
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2) Доказательство построеня. 
1. Что это тВло есть октаедръ. 
Такъ кавъ КЕ=КЫ и ДЕКН=4, то (кн. 1, пред. 47): 
ПНЕ=20ОЖКЕ 
Фиг. 531. 
и.) 


Но мы имфемъ также, ГК=КЕ и ДЁКЕ=а, & потому: 


ПЕГЕ=ЗПЕК 
слЗдовательно: 
ОНЕ=НЕГ 


а потому НЕ=ЕГ; но по той же причиё ЕН=НЕ; схАховатетью 
АГЕН равностороннй. Подобиымъ же образомъ доказывается, что трег- 
гольники СЕЕ, ГЕ@, ГСН также равносторонйе и раввы АГЕН; в 
также равны этому треугольнику четыре треугольника, коихъ основан 
ЕЕ, ЕВ, СН, НЕ суть основаня предъидущихъ, а вершины въ точё №/ 
по другую сторону плоскости ЕЕ@Н. СлВдовательно (кн. 11, опред. 21 
фигура ограниченная этими треугольниками есть октаедръ. 

2. Что этоть октаедръ вписанъ въ данный шаръ. 

Такъ какъ ГЕ-—ИКМ=КЕ, то полуЕругъ, описанный на Г.М, про: 
детъ чрезъ точку Е. Если будемъ вращать этоть полукругъь окохо нешоз 
вижнаго даметра ГМ, то на основаи той же причины онъ пройдеть 
чрезъ точки ЁР, @, Н. А потому вершины октаедра будутъ лежать на по- 
верхности шара, коего дламетрь СМ, а этоть маметрь-—АВ. 

Тавъ какъ ГК—КМ, КЕ общая, и углы при точкЪ К обще, п 
(кн. 1, пред. 4) ГЕ-=ЕМ, но (кн. 3»: пред. 31) ДЬЕМ=9; сл ховательнс 


ОБМ=0ЕЕ 


563 
Но (кн. 6, пред. 8 и кн. 6, пред. 20, сл&х.): 
АВ: ВС=ЦАВ: ПОВ 


а потому, такъ какъ АВ-ЭВС, то: 
048В=20)8В=2 ЕЕ. 
схВдовательно: 
ОМ=САВ 
а потому ГМ=АВ. 
3) Доказательство теоремы. 
Мы только что доказали, что: 
ОЕМ=20 ГЕ 
и что ГМ-=АВ, а потому: 
04В8=20СЕ 


тдь АВ есть даметръь шара, а Г.Е сторона октведра. 
Предложенще 15. Задача. Вписать вубъ (гексаедръ) въ данный шаръ? 
Теорема. Евадратъ, построенный на дламетрВ шара, равенъ утроен- 
ному квадрату, построенному на сторон® куба, вписаннаго въ данный 
шаръ. 
1) Построене куба (фиг. 532). 


Фиг. 530. 
#2 
ыы х М 
х 
/М 
Р (2 


Пусть даметрь АВ даннаго шара, въ точеВ С, разд лень на таня 
части, что АС—=2ОВ, или АВ=ЗСВ. На прамой АВ опищемъ полукругь 
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АРВ, къ прямой АВ, въ точкВ”С возставимъ перпендивуларь СО 
и проведемъ ОВ. Построимъ квадрать ЕЕРСН, коего сторона равна ЮВ: 
къ плоскости этого квадрата въ точкахъ Е, Е, С, Н возставимъ (кн. 11. 
пред. 12) перпендикуляры ЕК, КГ, СМ, НМ, изъ коихъ важдый—=ПОВ; 
построимъ искомый вубъ ЕМ. 

2) Доказательство тостроеная. 

1. Что ЕМ есть кубъ это очевидно (кн. 11, опред. 25). 

2. Что этотъ вубъ вписанъ въ данный шаръ. 

Проведемъ &@, ЕС, КЕ. Такъ какъ ЕК персендикулярна къ излос- 
вости ЕРСН, то (вн. 11, опред, 3) Д КЕб—а4, полукругь опясанный на 
Ъ`° пройдеть чрезь точку Е. Но Р@ перпендикулярна къ ЕГ, ЕЕ, а по- 
тому кн. 11, пред. 4) она перпендикулярна къ илоскости ЕЕГ.К, слёдо- 
вательно д СЕК; изъ этого сл$дуетъ, что полувругь, описанный на 
КС, пройдетъ чрезъ точку Е, и по той же причин пройдеть чрезь ос- 
тальныя вершины куба; а потому вершины эти будутъ лежать на поверт- 
ности шара, коего даметрь КС, а даметрь этотъ=АВ. 

° Тавъ вакъ ДСЕЕа и СЕЕЕ-=ЕК, то (ки. 1, пред. 47): 


ПЕС=2ЦЕЙ=2 СЕК 
схВдовательно: 
СЕЗ--ОЕК 


ОК&=3ПЕК=зП ОВ 
потому что ЕКВ. Но АВ=ЗЬОС и (кн. 6, пред. 8 и кн. 6, пред. 20, сжЖд.): 


АВ: РСО=ЦПАВ:ОЛВ 
& потому: 
П4В=3(0ЛВ 
сл®довательно: 
048=п0 Ка 
а потому АВ=КО. | 
3) Доказательство теоремы. Мы доказали, что: 


П@кК=0ЕК 
и (СЕ=АВ, а потому: 
С@5—=САВ 
сх№довательно: 
, ПАВ=зЗПЕК 


гв АВ есть даметрь шара, а ЕК сторона куба. 
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Предложеще 16. Задача. Вписать въ данный шаръ икосаехръ 
(фиг. 533)? 


Фиг, 533. 


Теорема. Сторона, вписаннато въ шаръ, икосаедра есть малая р- 
рашональная (фиг. 533). 

1) Построензе икосаедра. 

Пусть даметрь АВ даннато шара въ точвВ С раздёленъ на такя 
части, что АС—4СВ (фиг. 1), & потому АВ==6СВ. На АВ опишемъ полу- 
вругь АДВ, вкь АВ возставимъ, въ точ С, перпендикулярь ОУ), и про- 
ведемъ ПВ. 

Пусть, въ фигур П, около центра И описанъ вругь, коего да- 
метръ-—=ОВ. Въ этотъ вругь впишемъ пятистороннею фигуру ЕЕСНК, съ 
равными сторонами, раздёлимъ пополамъ дуги въ точкахъ Г, М, М, О, Р, 
проведемъ прямыя, составляющия пятистороннею фигуру 2ММОР съ рав- 
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ными сторонами, а также проведемъ ирямыя, составляющуя десятистороннею 
фигуру ЕЁЕМ съ равными сторонами. 

Въ точкахь Е, Е С, Н, К возставимъ перпевдикуляры ЕО, ЕЁ, 
8, НТ, КУ къ площади круга, каждый изъ нихъ сдзлаемъ-ЛВ; чрезъ 
ихъ оконечности проведемъ прямыя, составляющ1я пятистороннею фигуру 
ОЕЗТУ съ равными сторонами, проведемъ также прямыя ОГ, ГВ, ВМ, 
М5, БМ, МТ, ТО, ОТ, УР, Р®. 

Въ центр® И” возставимъ перпендикуляръь Я, къ площади круга, 
что представлено на фиг. П, и продолжимъ его по другую сторону пло- 
щади круга до У, сдфлаемъ ИХ равную сторон шестисторонией, а ХИ 
и ИУ равными сторонВ десятисторонней фигуръ; проведемъ прямыя изъ 
точки Я къ вершинамъ угловъ фигуры ОЕЗТУ, подобнымъ же образомъ 
проведемъ прямыя изъ точки У къ вершинамъ угловъ фигуры ЁММОР, 
Такииъ образомъ построенное тфло, будетъ требуемый икосаедръ. 


2) Доказательство построенля. 

1. Что это тВло есть икосаедръ, 

Такъ какъ на фиг. П, Е©, ЕЕ перпендикулярны въ одной н той 
же плоскости (къ площади круга), то он параллельны (кн. 11, пред. 6), 
но онз равны, а потому (вн. 1, пред. 33) также равны и параллехьны 
ОВ, ЕЕ; сл»довательно ОВ есть сторона вписанной въ кругь пятисторон- 
ней фигуры съ равными сторонами, такъ какъ ЕЁ есть сторона такой 
фигуры. “По”той же причин остальныя прямыя #5, ВТ, ТУ, РО суть 
стороны пятисторонней фигуры ОВ5ТУ съ равными сторонами. 


Но ЕО равна ПВ, а потому она равна радусу круга, сх®довательно 
она есть сторона шестисторонней фигуры, а ЕГ равна сторон десятисто- 
ронней фигуры, и ДЕЕФ—4, изъ этого слФдуетъ (вн. 13, пред. 10), что 
ОТ, есть сторона пятисторонней фигуры, & по той же причинз ЁВ есть 
также сторона той же фигуры. Но ОЕ есть сторона той же фигуры, сл8- 
довательн0о ЛФОВГ равностороный. По той .же причин треугольники 
ВЗМ, БТМ, ТУО, ТРО также равносторонве. 


Такъ какъ СВ, ВМ, МГ, суть также стороны пятисторонней фигуры 
съ равными стороиами, то АМИ равностороннй. По той же причинВ 
треугольники ММ, МОТ, ОРУ, РГО также равносторонне. 


На фиг. Ш, предетавлены многоугольники В5ТУ® н ГИМКОР; изъ 
поименованныхь треугольниковъ показаны только т%, воихъ основашя 52, 
ТУ, УО, а вершины М, О, Р, равно какъ и т%, коихъ стороны №, ОР, 
а вершины 7’, У. 

Такъ какъ ХИ’, ОЕ перпендикулярны къ одной и той же плоскости 
(площади круга), то (кн. 11, пред. 6) онз параллельны, но онз также 
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равны, а потому (ки. 1, пред. 33) УЕ, ХФ также параллельны и равиы; 
схВлховательно ХО есть сторона шестисторонней фигуры, такъ какъ УЕ 
есть радлусь круга. Итакъ ХЯ есть сторона десятисторонней фигуры, а 
(9Х2=4. Слёдовательно (кн. 13, пред. 10) 9Й есть сторона пятието- 
ронией фигуры; по той же причин 77, а по предъидущему и ОТ суть 
стороны той же фигуры. Сл»довательно Л 707 равностороннй. То же са- 
мое относится къ тре-гольникамъ, коихъ основашя УЛ, 15, 58, Е, а 
коихъ вершины лежатт въ точкВ И. Точно также доказывается это и для 
треугольниковъ, коихь основашя РО, ОМ, ММ, МГ, ГР, и коихь вер- 
шины лежать въ точкВ У. Изъ этого сл№дуетъ (ви. 11, опред. 29), что 
построенное тВло есть икосаедръ. 

2. Что этотъ икосаедръ виисанъ въ данный шаръ. 

Такъ какъ въ фиг. Ш, У/Х есть сторона шестисторонней фигуры, 
& ХИ десятисторонней, то (вн. 13, пред. 9) Я, въ точкЁ Х, раздВлена 
въ крайнемъ и среднемъ отношени, и ИХ есть большй отр®зокъ, а 
потому: 

УЕ: ИХ=ИХ: ХА 


но УХ=УРи Х7—= ИУ, сл8довательно: 


ТЕ: ИР=УР: ТУ 


Но углы РИЯ, РИ’У суть пряные, а потому проведя РЯ, треуголь- 
ники РИ’Й РИУ будуть подобны (кн. 6, пред. 6). Слёдовательно 
(кн. 6, пред. 8) Д УРИ=—4. А потому (кн. 3, пред. 31) полукругь опи- 
санный на УХ пройдетъ чрезъ точку Р. 

Изъ предъидущей пропорши: 


ТЕ: ИХ=УхХ: ХИ 
глё И7=ХУ и ИХ-=Х©, сл$дуеть что: 
ХУ: Х0=Х0: ХЕ 


СлВдовательно, проведя ОУ, уголь У907=4. А потому полукругъ, 
описанный на У, пройдетъ чрезъ точку ©. 

Если теперь вышеупомянутый полукругъ станетъ вращаться, около своего 
неподвижнаго даметра УЯ, то на основави тЪзхъ же причинъ онъ прой- 
деть чрезъ остальиня точки икосаедра, которыя поэтому лежать на по- 
верхности шара, коего даметръ есть УЯ. Этотъ послёднй=АВ. 

А такъ какъ ИМЯ раздфлена, въ тОчЕЁ Х, въ крайнемъ и среднемъ 
отношени, то, раздёливъ пополамъ УХ въ точЕВ а, будемъ имЪть (вн. 13, 
пред. 3): 
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, 714а=5ПеахХ 
Но У2=27а и У/ХЕЕЗаХ, слЪдовательно: 
072=50 ЯХ=50 ВО 
Но АВ=5ВС и (вн. 6, пред. 8 и кн. 6, пред. 20, сяёд.): 


АВ: ВСО=ПАВ: СВО 
сет№доватехьно: 
ОиВ=50 ВО 
ОТЕудв: 
ПУ2=п АВ 
& потому УЙ=АВ. 

3) Доказательство теоремы. 

Такъ какъ даметрь шара рацоналенъ и квадратъ, на немъ построея- 
ный, равенъ сумиВ пяти ввадратовъ, построенныхь на радусв круга 
ЕЕСНЕ, то радусъ, ‘а потому, и маметръ этого круга ратональны; сл8- 
довательно (кн. 13, пред. 11) сторона, вписанной въ такой кругь пяти- 
сторонней фигуры, т. е. сторона икосаедра, есть малая иррашюональная. 

Замючане. Отсюда схдуетъ, что квадратъ, построенный на маметрё 
шара, равенъ пять разъ взятому квадрату, построенному на рамусв того 
круга, на которомъ построенъ икосаедръ, и что даметръь шара составленъ 
изъ стороиы шестисторонней и двухъ сторонъ десятисторонней фигурь, 
вписанныхь ВЪ этотъ вругъ. 

Предложеще 17. Задача. Вписать въ данный шаръ додекаедръ? 

Теорема. Сторона, вписаннаго въ шаръ, додекаедра есть вычеть. 

1) Построеме додекаедра (фиг. 534). 

‚ ДвЪ боковыя площади АВСО и СВЕЕГ построениаго куба (кн. 13, 
пред. 15) прихложимъ перпендикулярно другъ другу. РаздВлимъ ихъ стороны 
въ точкахь (, ВН, К, Г, М, М, О пополамь и проведемь прямыя СК, 
НГ, МН, №. Прямыя МР, РО, НО раздВлимъ въ крайнемь и среднемъ 
отношени въ точкахь В, 85, Т, и пусть РЕ, Р5, ОТ будуть болыше от- 
р®ёзки. Въ этихь точкахъ возставимъ (кн. 11, пред. 12) перпендикуляры 
ЕТ, БУ’, ТХ въ боковымъ площадямъ куба, перпендикуляры эти возста- 
вииъ въ наружу, сдёлаемъ ихъ равными вышеупомянутыхъ большимъ от- 
р#зкамъ РЕ, Р5, ОТ и проведемъ прямыя ТВ, ВХ, ХС, СИ, ИГ, во- 
торыя лежатъ въ одной плоскости, заключаютъ равные углы, и ограничи- 
ваютъ собою пятистороннею фигуру съ равными сторонами, построенную 
на ребрё куба ВС. Построивъ, на каждомъ изъ двЪнадцати реберъ куба, 
подобную фигуру, получимъ (кн. 11, опред. 28) жребуемый додекаедръ. 


569 


2) Доказательство построеная. 
1. Что 7ВХОИ’ есть такая пятисторонняя фигура. Именно: 


а) Она равносторонная. 
Фиг. 534. 


Е М. Р 


ИХ М 


Вт 


Проведемъ ВЯ, В5, ВУ’. Такъ взкъ прямая МР, въ точк» В, раз- 
к»влена въ крайнемъ и среднемъ отношении и РЕ есть больш отрЁзокъ, 
то (вн. 13, пред. 4): 

ОРА№НОХВ=30ОРЕВ 


но РИ=ИВ и РЕ-—ВУ, сл8довательно: 
ОВИ--ОХМЕ=3Ц8ВУ 
Но (вн. 1, пред. 47): 
ПОВМ--ОМЕ=ЦВЕ 
сллдовательно: 
ОВЕ=ЦСЕУ 
а потому ОВЕ--ОВУ, т. е.: 
ПОВУ—ЦЕУ 
слВдовательно (кн. 6, пред. 20, слзд.) ВУ—=2ВУ. Но В5=2ВР=ОВУ, 
а потому ГЙ=2ВУ, слЬдовательно ВУ=УУ. Подобнымъ образомъ до- 
казывается и равенство остальныхь сторонъ фигуры ВУТ’СХ. 
Ъ) Она лежитъ въ одной плоскости. 
72 
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Чрезъ точку Р проведемъ прямую РУ, параллельную прямымъ ВТ и 
5’, въ наружу куба. 

Проведемъь УН; НХ, то УНХ есть прямая линя, такъ вакъ НО, 
вЪ точкЪ Т, раздлена въ крайнемъ и среднемъ отношенн, и ОТ больший 
отр%зокъ, а потому: 

Но: 0т=©отТ: ТН . 


но НО=НР и ОТ—=ТХ=РУ, сл8довательно: 
НР: РУ=ТХ: ТН 


Но (вн. 11, пред. 6) НР, ТХ параллельны, равно вкакъ и ЕН, РУ, 
Ш.; `Я потому что он перпендикулярны къ плоскости ВЛ), 8 вторыя какъ 
перпегдивулярныя въ плоскости ВР. Слфдовательно (кн. 6, пред. 32) 
УХ, НХ лежать на одной прямой УХ; а потому (вн. 11, пред. 1) фе 
гура ВУУСХ, въ которой лежить УХ, находится въ одной плоскоети. 

с) Она равноугольна. 

Тавъ кавъ МР раздВлена, въ точкВ В, въ крайнемъ ин среднемъ от- 
ношени и РВ есть болышй отрЬзокъ, то (кн. 13, пред. 5): 


ИР-+-РВ: РИ=МР: Р5 
Но РЕ—=РУ, а потому: 
ИР--РЕ=М 


а также: 
№: МР=МР: Р8 


Слфдовательно №5, въ точЕЪ Р, раздВлена въ крайнемъь и среднехъ 
отношени, и МР есть бодышй отр®зокъ, схВдовательно (вн. 13, пред. 14): 


005-05 Р=30О РМ 
но Р№=МВ и ЗР-=5У,, а потому: 


0И№5--05И—=3зОМВ 
слВдовательно также: 
ОХМВ--0№- 05И=40ОМВ 
Но (Ен. 1, пред. 47): 
ПИВ--0]№М9=(8В5 
ел доватехьно: 
0889-05 
т.е. (кн. 1, пред. 47): 
ПОВИ—СИВ 
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& потому (вн. 6, пред. 20, сл$д.): 
ВУ-==ИМВ=ВС 


Но, на основан! доказаннаго въ первой части, ВУ=ВХ и УИ’=д(Х, 
схВдовательно (кн. 1, пред. 8 ДВУЙ=ХВХО. Подобнымъ же образомъ 
доказывается и равенство остальныхъ угловьъ УИС, ВХС, ВУИ. 

2. Что этотъ додекаедръ вписанъ въ данный шаръ. 

Продолжимъ УР во внутрь куба до 2, то УХ ветрётить (вн. 11, 
пред. 39) дагональ куба, онз пересёкутся пополамъ въ точки &. СлВдо- 
вательно 2 есть центръь шара, описаниаго около куба, а РЯ равна позо- 
винз стороны РМ куба. Проведемъ 77. 

Такъ какъ № раздёлена въ крайнемъ и среднемъ отношени, и МР 
есть болышй отр®зокъ, то (кн, 13, пред. 4): 


0№-08Р=30 ИР 


Но МР—=Р2 и РЗ=УР, а потому М№9=УЙ, в также ВР-ЕРЕ, а 
потому ЭР=УУ. СлЪдовательно: 


0У7--С7У 
т. е. (вн. 1, пред. 47): 
п72=3О МР 


Но (кн. 13, пред. 15) квадрать построенный на даме:рз шара ра- 
венъ утроенному квадрату, построенному на сторон® куба, а потому и 
квадратъ, построенный на рахлусВ равенъ утроенному квадрату, построен- 
ному на половин стороны МР. СлФдховательно 72 есть ражмусь шара, 
й центръ шара, и 7 точка на поверхности шара. Подобнымъ же образомъ 
доказывается, что вромВ точки Г и всякая другая вершина додекаедра 
лежить на поверхности шара. Сл№довательно додекаедрь влисанъ въ дан- 
ный шаръ. 

3) Доказательство теоремы. 

Такъ какъ МР, въ точкВ В, разхёлена въ крайнемъ и среднемъ от- 
иошени, и РЕ есть болышй отр®зокъ, то: 


МР: РВ=РВ: ВМ 
а нотому также (кн. 5, пред. 15): 


2МР: оРЕ—=2РВ:2ЕМ 


№О: 83—85: ВМ-+-50 
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но №0>Е$, а потому и ВЗ>ЕМ-+80, слЬдовательно МО раздфлена въ 
крайнемъ и среднемъь отношени и Ё5 болышй отрёзокъ. Но жаметръ 
шара ращоналенъ, и (кн. 13, пред. 15) квадрать, построенный на 
немъ равень утроенному квадрату, построенному“на сторонё №, а по- 
тому № также ращональна. Сл№довательно (кн. 13, пред. 6) ея отр®зокъ 
Е есть вычеть; но В5=УТ', & потому сторона додекаедра есть вычеть. 

Замючаще. Изъ этого сх®дуетъ, что болышй отр®зокъ стороны куба, 
раздВленной въ крайнемъ и среднемъ отношенш, равенъ сторон доде- 
каедра. 

Предложене 18. Задача. Найти стороны пяти тЪхь, разсметрёйныхь 
въ предъидущихь предложешахъ (фиг. 535). 


Фиг. 535. 


С 


Теорема. Если кзвадратъ, построенный на даметрв шара, описаннаго 
около этихь пяти тёль, раздёлить на шесть равныхъ частей, то квадратъ 
построенный на сторонз тетраедра равенъ четыремъ такимъ частамъ, ок- 
таедра—тремъ, куба-—двумъ. Изъ остальныхь же двухь, коихъ отношеня 
къ другимъ и отношеюе между собою не ращональны, сторона икосаедра 
больше стороны додекаедра. 

1) Построене сторон. 

Пусть даметрь АВ даннаго шара, въ точкахъ Си Л, раздВленъ 
на тая части, что 4С=СВ и А)—=2ОВ. На АВ опишемъ полувругь 
АЛВ, въ точкахъ Си Ш прямой АВ, возставимъ перпендикуляры СЕ, 
ЛЕ, проведемь АХ, ЕВ и раздЪлимь ЕВ, въ точкВ М, въ крайнемъ и 
среднемъ отношенш, такъ что ВМ больший отр®зокъ. ДалЪе, въ точкВ Л, 
возставимъ къ АВ перпендикуляръ А@, сдёлаемъ его равнымь АВ и 
проведемь СО, которая пересфчеть полукругь въ точк® И; изъ точки Н 
опустимъ на АВ перпендикулярь НК и сдёлаемь СГ-—ОК, такь что 
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ТК=2КС; ь ``нець въ точкВ Г, возставимъ къ АВ перпендикухяръь СМ 
и проведемь ЁМ, то сторона тетраедра будеть АЕ; хкуба—ВЕ; ок- 
таедра—ВЕ; додекаедра—ВМ; и икосаедра—ВМ. 

2) Доказательство построевя. 

а) Такъ какь А)=ОЛВ, то АВЕЗОВ, т. е:: 


Ар: ОВ=3:1 
или (вн. 5, пред. 19): 
ВА: Ар=3:2 
т. е.: 
ВА АО 


Но (вн. 6, пред. 8) ААЕВс. ДАЕФ, а потому (вн. 6, пред. 20, сх®д. 2): 


ВА: Ар=САВ:САЕ 
сл»довательно и: 
ОСАВ: С АЕ—3:2 
т. е.: 
ПАВ=фСАЕ 


но АВ есть даметръь шара, сл»довательно (вн. 13, пред. 13) АЁ есть 
сторона тетраедра. 

Ь) Такъ какъ АР=2ОВ, а потому АВ—=ЗОВ и (вн. 6, пред. 8, и 
ЕН. 6, пред, 20, схВд.): 


АВ: ВО=САВ: СЕВ 


ПСАВ=ЗОЕВ 


но АВ есть даметрь шара, слдовательно (вн. 13, пред. 15) ВЕ есть 
сторона куба. 

©) Такъ какъ сторона куба ЕВ, въ точк» №, разд лена въ крайнемъ 
и среднемъ отиошеши, то’ (вн. 13, пред. 17, сл®д.) больший отрёзокъ ВМ 
есть сторона додекаедра. 

@) Такъ какъ АО=ОВ, то АВ-=2ВОС и: 


АВ: ВО=САВ:ОВЕ 
а потому Е 


но АВ есть даметръь шара, сх довательно Се 13, пред. 14) ВЕ сторона 
октаедра. —. 
е) Такъ какъ: 

АбыАВ—2АС 


и (кн. 6, пред. 4): 
СА: 40=НК: КС 


то и НА=2КС, слВдовательно (кн. 6, пред. 20): 


ОНК—а0О КО 
а потому ОНЕ--ОЖКО, т. е. (вн. 1, нред. 47): 
ОЛО—=5ОКС 
но НО—=СВ, а потому: 
2Н0=0ОВ 
сл ховательно: 
ОСВ=5ОКС 


Но АВ=2ВС ин ГК—=9КС, а потому: 


ВО: КО=АВ: СК 
Схвховательно и: 
ОСАВ—=5ОСК 


Но АС=ОВ и КС—=ГО, а потому АК—=ГВ, & также: 
АВ—=ЕК--2ОВ 


но АВ есть даметрь шара, слВдовательно (кн. 13, пред. 16, слВд.) ЁКи 
Т.В суть стороны, вписанныхь въ одниъ н тоть же кругь шестисторонией 
и десятисторонней фигуръ. Такъ какъ КС=СГ, а потому (вн. 3, пред. 14) 
МТ=НК; но какъ НС—2КО=КТ, то МГ=КТ; а потому МГ есть также 
сторона шестисторонней фигуры, & ЁВ сторона десятисторонней ни 
_ (МЁВ=9д. СхВдовательно (ки. 13, пред. 10) МВ есгь сторона пятисто- 
ронней фигуры, а потому (кн. 18, пред. 16) она есть также сгорона ихо- 
саедра. 

3) Доказательство теоремы. 

На основани теоремъ предложенй 13, 14 и 15 мы нашли, что: 


ОАВ=}САЕ—=50ОВЕ=ЗОВЕ 


Раздфливь (АВ на шесть равныхъ частей, то 4 изъ нихъ прдутся 
на ПАЕ, 3 на СВЕ и3 на ОВЕ, такъ что отношеюя сторонъ тетраедра, 
октаедра и куба рашональны. Такъ какъ стороны икосаедра н додеваедра 
иррашональны, ибо одна изъ вихь есть малая иррашональная (БН. 10, 
пред, 16), другая (кн. 10, прех. 17) вычеть, а потому отношевя этихъ 
сторонъ ни между собою, ни къ упомянутымъ выше тремъ не могуть быть 
ращональны. 
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Что сторона икосаедра ВМ больше стороны додекаедра ВМ, дока- 
зывается слёдующимъ образомъ: 
1. Такъ какъ треугольники ЕОВ, ЕАВ равноугольны, то- (кн. 6, 
пред. 4): 
РВ: ВЕ=ВЕ: ВА у 


слЗдовательно (кн. 6, пред. 20, слёд.): 


ОВ: ВА=ООВ:ОВЕ 
или: 
АВ: ШВ=оОВЕ: ООВ 
но АВ-—=3ДОВ, сх8Вдовательно: 
ОВЕ=3ОЛВ 
Но АД=2ОВ, а потому: 
ОАр—0рВ 


сл8довательно САД>ОВЕ, а потому АД>ВЕ, а сл8довательно т%мъ 
боле АЁ>ВЕ. Но, такъ какъ КГ есть сторона шестисторонней фигуры 
и ЕГ.==Г,В сторона десятисторонней, то (кн. 13, пред. 9) АГ, въ точк® 
К, раздВлена въ кравнемъ и среднемъ отношени, и КЁ болышй отрз- 
зокъ, но ВР также была раздВлена въ крайнемъ и среднемъ отноше, 
въ точкЁ М и ВМ болышй отр№зокъ. Сл8довательно0 КГ>ВМ, во такъ 
какъ КГ. МК, то и МГ.>ВМ№ Л во (вн. 1, пред. 19) ВМ>МГ, сл8дова- 
тельно тёмк боле ВМ> ВМ. 

2. Или иначе. Такъ какъ АР=2ОВ, то АШ)=зЬВ. Но (кн. 6, 
пред. 8) ЛЕАВ-ЛЕВЬ, а потому: 


АВ: ВВ=бСАВ: ОВЕ 


сх» довательно: 
О4В=3ОВЕ 
Ио: 
ОАВ=5ОКЁ 
ел ховательно: 
- 5ОКТ-=ЗОВЕ 
Но (сх8дующая Лемма): . 
ЗОВЕ>6вОВмМ 
схВдовательно: 
ОСКГ>ОВМ 


а потому КГ>ВМ, но КТ=ГМ, слвдовательно0 СМ>ВМ, а потому твиъ 
бе ВМ>ВМ. 


576 


Лемма. Что ЗОВЕ>6 С] ВМ доказывается слёдующимъ образомъ: 
Такъ хавъ ВМ>МЕ, то: 


| ЕВ.ВМ>ВЕ.ЕМ 
& потому: 
(ЕВ.ВИ)-КВЕТРМ)>5(ВЕ.ЕМ) 
Но (кн. 2, пред. 2): 
(ЕВ.ВМ)КВЕ.ЕМ)=ОВЕ 


и такъ какь ВЕ, въ точкЁ М, раздВлена въ крайнемъ и срехнемъ отно- 
шени, то (вн. 6, пред, 17): 


ВЕХЮМ=ОВМ 
сядовательно: 

ОСВЕ>ЗОВМ 
а потому: 

ЗОВЕ>6ОВМ 


Замьчане. ВромВ поименованныхь пяти тёхь, иЪтъ другаго, состав- 
левнаго изъ равныхь фигурь съ равными сторонами и равными углами. 

Въ самомъ дВлЁ 

1) Изъ двухъ треугольниковъ, или изъ двухъ плоскихъ угловъ нельзя 
составить (5. 11, опред. 11) тЪжесный уголъ. Изъ трехъ равностороннихъ 
треугольниковъ состоить тёлесный уголъ темраедра, изь четырехъ—ок- 
‘таедра, изъ пияти—икосаедра. Но изъ шести, или боле равностороннихъ 
треугольниковъ нельзя (кн. 11, пред. 21) составить тЪлесный уголь, такъ 
какъ уголь подобнаго треугольника-=$4, а сл»довательно сумма шести 
тавихгь угловъ-—44, & семи и болЪе угловъ>>44. 

2) Изъ трехъ ввадратовъ состоитъ тВлесный уголь куба; но изъ че- 
тырехъ, которые=44, нельзя составить (кн. 11, пред. 21) тзлесный уголъ. 

3) Изъ трехъ равностороннихь ин равноугольныхь пятистороннихъ 
фигуръ состоить т№лесный уголъ додекаедра; но изъ четырехъ нельзя соста- 
вить тёдеснаго угла (кн. 11, пред. 21), такъ какъ (слЗдующья Лемма) уголъ 
подобиой фитуры=1 #4, ся®довательно сумма четырехъ такихъ угловъ>>44. 

4) Изъ другихъ многоугольнивовь еще мензе возможно составить 
тВлесный уголъ. 

Лемма. Что уголъ равноугольной, патисторонней фигуры съ равными 
сторонамй—=1 {4 доказывается такимъ образомъ (фиг. 536). 

Около этой пятисторонней фигуры АВСШРЕ опишемъ вругъ, коего 
центрь Р, проведемъ прямыя ЕД, РВ, ЕС, РО, ГЕ, которыя раздВлатъ 
пополамъ (кн. 4, пред. 4) равные углы фигуры. Такъ какъ сумма угловъ 
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КНИГА ХГУ. 


Ниига четвертая „О тфлахъ’: 


По мниню никоторыль приписмваемая Гипсиклу Александрйскому. 


Квига первая „0 пяти тълахъ. 


Дорогой мой Прот: хъ, однажды прибыль въ Александрию Базилидъ 
изъ Тира, отъ быль рекомендованъ моему отцу, кавъ отличающиеся по- 
добно ему любовью ЕЪ математик®, большую часть времени своего пребы- 
ваня онъ провелъ въ общеюи съ нимъ. Однажды они просматривали со- 
чинен1я Аполлон1я о соотношени, винсанныхь въ одинЪ итоть же шарь, 
додекаедра и икосаедра, и объ отношеши между ними; имъ показалось, 
что разсужденя Аполлошя не совсёмъ справедливы, и они изписали, 
какъ мнЪ сообщаль мой отець, поправки ими сдВханныя. ВпосхВдетыи 
мн попалось подъ руки другое сочинен!е Аполлон]я, воторое содержало 
въ себз взрное рёшене упомянутой задачи; чтене этого сочиненя  до- 
ставило ин большое удовольстве. Сочинен!е изданное Аполлошемъ можеть 
каждый просмотр®ть, такъ какъ его можно вездЬ найти; настоящее же со- 
чинене, которое я впослВдстви, на сколько я могу судить, съ возможнымъ 
старанемъ допохниль, я думаю тебф, имВющему преврасныя познан:я по 
всВмъ изукамъ, а въ особенности по геометрн, представить прежде всего 
ЕАКЪ свЗдущему судьВ; въ твердомъ ожидави, что ты изъ дружбы 
къ моему отцу, равно какъ изъ расположеня во мнЪ, склонишся подарить 
евоимъ вниманемъ мою попытку. Но время окончить мн предислоше и 
приступить въ самому длу. 


Продлеожеон{ я. 


Предюжене 1. Перпендикулаярь ДЕ, опущенный изъ центра Л) круга, 


на сторону ВС, нятисторонией фигуры вписанной въ кругь, равевъ поло- 
вин прямой, составленной изъ радлуса ОЕ круга и стороны ЕО, десяти- 
сторонней фигуры, внисанной въ тоть же кругь (фиг. 537). 


Фит. 537. 


х 
в [ГС 


„.&. 


Доказат. Продолжимъ ОЕ по об} стороны до Ри А, проведемь ДС, 
СЕ, сдЪлаемь ЕС-—ЕЕ и проведемъ @С. Такь какъ дуга ВЕС равна 
пятой части злой окружности, дуга АСР равна полуокружности и дуга 
ЕО равна половинф дуги ВРС, то: 


дуг. АСЕ-Б дуг. РО 

слЗдовательно: 
АС—4 дуг. ЕС 

Но (кн. 6, пред. 33): 

дуг. АС: дуг. ВЕС Д АДС: ДЕШС 

сл3Вдовательно: 
ДАр0—4 ДЕШО 


но (кн. 3, пред. 20) ДАДО= ДОЕС, а потому: 
4 ДЕРО= (БЕС 


сл8довательно 2ДЕРО=ИХЛЕО. Но (кн. 1, пред. 4) ХОЕС= И Р6С, 
слвдовательн0о СЕСС=2 ДЕС, а потому (кн. 1, пред. 6 икн 1, 
пред. 32) ОС—=@С; но (вв. 1, пред. 4) 40=ЕС, сл8довательно Д@=РС. 
Но СЕ=ЕЁЕ, сл8довательно: 


РЕЕЕ-+ЕС 


& потому, прибавивъ по ОЁ, получимъ: 
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2рЕ=ОЕ--ЕС 
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около #=4@ и они равны, то каждый изъ нихъ- #9, или 1— } прямаго 
угла, сх довательно (вн. 1, пред. 32): 


ДЕАВ--ДАВЕ=}{4 
Фиг. 536. 


но ДЕАВ=ДЕВО, слдовательно и ДЕВС-ИАВЕ, т. е. 
ДАВС 4. 


Примпчате 2. Изъ предъидущихь построен сторонъ пяти правильныхь тВлъ 
легко вызесть вхъ алгебраичесыя выраженя чрезъ ращусъ шара, въ который ов вии- 
саны. 

Если назовемъ чрезъь Е радусь шара, въ который вписаны правильныя т ла, чрезъ 
а сторону какого инбудь изъ нихь, то соображаясь съ предъидущими построешями, най- 
демъ: 

Сторона тетраедра: 


= 3 ВУб 

Сторояв чексаедра: 
а ВУЗ 

Стороны октаедра: 
а— ВУЗ 


Сторона додекаедра: 
а 5 ЖУТЕ—УЗ) 


вы +И 106—У5) 


Если чрезь г означимъ рамусъ шара, винсаннато въ каждое изъ пятй правильныхъ 
т»ль, то найдемъ: 
Для тетраедро: 


Сторона икосаедра: 


рыб 


58 
13 


Для зехсаедра: 

1 
Для октаедра: Л 
Для додекаедра: 

У5-+2У5 

гай 15 

Для икосаедра: 

У5-+2у5 

—В 15 

Имфя эти выражен!я легко иайти поверзности и объемы пяти правильныхь тфлъ. 
Поверхности: 
Тетраедра: 


Поверхность каждой грани, если ез назовемь чрезъ м будетъ ик УЗ, созда. 
тельно, есхи чрезь А назовемь всю поверхность тетраедра, то найдемъ: 


= Зв У 
Гексаедра: 
— з №, 4—8 
Октаедра: 
и— тв У;  А—РУВ 

Додекаедра: 

ИЕ зв У106—У5, 4—8106—У5) 
Икосаедра: 

м 35 В (6УЗ—У16], = 6У8—У15.. 
Объемн: 
Тетраедра. 


1 Е 
Если поверхность А умножимь из 3” г есть рамусь шара винсаннаго въ пр 
вильное тВло, то очевидно иайдемъ его объемъ У. 


Гехсаедра. 
У— 8... ВУЗ 5 УЗ 
Октаедра. 
У-—488 УБ. у ВУЗ 
Додекаедра. 
7—2 У'10(8-У5. ы ВУ 5+2у5— зву 80 (+95) 
15 
Икосведра. 


У.-286У3— У18). + ВИБНУ5-- 2 */10+255. 
15 
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отношении, въ точеВ 0, и пусть ОМ больший отрзокъ, то (кн. 13, пред. 5 
и прех. 9) МО будетъ сторона, вписанной въ тотъ же вругь, десятисторон- 


ней фигуры. 
Тавъ какъ: 
48—50 ММ 
и (вн. 13, пред. 15 и вн. 13, пред, 17, ежЗл.): 
| САВ=800@ 
а потому: 
802@6=50 ММ 


Но (вн. 13, пред. 8 и вн. 14, пред. 7): 
ДС: 09—=мММ: МО 


а также: 
в: М№=с6: мо 
ся довательно: 
30а: 50 МУ=300@:50]мМО 
& потому: 


30ба=50 мо 
Но (кн. 13, пред. 16 и пред. 10): 


50 ЕКТ=5ГОМИМЮ+-5С МО 
схВдовательно: 
50КТ=з0О@-+30]06 


Но (предъидущая лемма): 


О0е-—0706=50 
а потому: | 
зора-300@==150» 
ел довательно: 
БСК Т—=15С №" 
Но (вн. 13, пред. 12); 
- 00—36 
а потому: 
57—15 [6 
схВдовательно: 
157—156 


а потому 7—6. 


Предложеще 3. Если опустимъ пернендикуляръь 7@, изъ центра Ё 
круга, описаннаго около пятисторонней фигуры АВСРЕ, съ равными ` 
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сторонами, на одну изъ этихъ сторонъ СО, то тридцать разъ взятый пря- 
моугольникъ, построенный на перпендикулярв РС и сторон® СО, равенъ 
поверхности додекаедра. А если изъ центра 0, круга описаннаго около 
равносторонняго треугольника АВС, опустимъ перпендикулярь ДЕ ва 
одну изъ его сторонъ ВС, то тридцать разъ взятый прямоугольникъ, по- 
строенный на сторон® ВС и перпендивулярв ШЕ, равенъ поверхности 
икосаедра. 

Доказат. 1) ШЩюведемъ СЕ, РГ (фиг. 541). Такъ каЕЪ (Е: 1, пред. 41): 

СРЕб= АСЕ 


5(СР.ЕРС =юЮАСРЕ=ЗАВОРЕ 


30(СР.ЕС)—2АВСРЕ= 


(кн. 11, опред. 28) поверхности додекаедра. 
Фиг. 541. 


то: 


слдовательно: 


А. 


о 
СУ 


с? 


2) Проведемъ В), ГС (фиг. т Такъ какъ (вн. 1, пред. 41): 
ВСРЕ&ЗАШВС 
3(ВСОРЕ=6вАШВО= АВС 


з0(ВС.ДЕ)=20 Л АВС= 


(вн, 11, опред, 29) поверхности икосаедра. 
Фиг. 542. 


А. 


то: 
схФдовательно: 


а 


В (#4 


Зампчане. Отсюдь слФдуетъ, что поверхности, вписанныхь въ одинъ 
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Зампчаще. Изъ (кн. 12, пред. 13) сх3здуеть, что перпендивуляръ, 
опущенный изъ центра круга, на сторону, вписавкаго въ этотъ кругъ 
треугольника, равенъ половин радлуса. 

Предложенще 2. Въ одинъ и тотъ же кругь вписаны пятисторонняя 
грань додекаедра и трехсторонняя грань икосаедра, вписанныхь въ 
одинъ и тоть же шаръ. 

Аристеусъ въ своемъ сравие`..и пяти Т%лъ и Аполлоюй во второмъ 
сочинени „о сравнени хдодекаедра съ икосаедромъ“ утверждаютъ, что по- 
верхность додекаедра относится въ поверхности икосаедра, какъ доде- 
каедръ къ икосаедру, такъ вакъ перпендикуляры, опущенные изъ центра 
шара на пятистороннею гравь додекаедра и трехстороннею грань ико- 
саедра, равны. Мы же дадимъ здфеь доказательство предложениаго 
предложеня, предпославиги ему слВдующую хемму. 

Лемма. Если мы въ кругъ впишемъ пятистороинею фигуру А@ВНС 
съ равными сторонами, то сумма квадратовъ, построенныхь на сторон 
АС и на дагонали АВ, равна пять разъ взятому квадрату построенному 
на радусВ (фиг. 538). 

Фиг. 538. 


| АД 


Изъ центра Д опустимъ перпендикулярь ОЕ на сторону АС, про- 
должимъ его по об® стороны до В, Е и проведемь АЕ; то эта прямая 
будетъ сторона десятисторовней фитуры. Такъ какъ ВЕ-=2ЛЕ, то (Ен. 6, 
пред. 20, сл3д.): 

ОВЕ=40СОЕ 


Но (вв. 3, пред. 31) Д ВАЕ=а, а потому (кв. 1, пред, 47): 


ОВЕ=ОВА--ПАЕ 
сх довательно: 


0 .В4А--ПАЕ=4 ПОЛЕ 
& потому прибавивъ по ГДЕ: 
ОВАНОЛЕНОФЕ=ОЕ 
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Но (ка. 13, пред. 10): 
ПАЕНСДЕРПАС 
ел$довательно: 
ПАС+-ПАВ=5П РЕ 


Изакъ, вышеупомянутое нредложеше шожно доказать ся&дующикъь 
образотьъ (фаг. 539) 
Фиг. 539. 


д‘ 


в Е Е 

Пусть АВ будеть маметръь шара, въ которомъ виисаны ходекаедръ 
и икосаедрь, СДЕЕС „есть пятисторовняя грань ходекаедра а КН 
трехсторонняя грань икосаедра (фиг. 540), требуется доказать что 06% 
трани вписаны въ одинъ и тоть ме кругь, или что 7=<, если я, $ суть 
радусы крутовъ, описаниыхь около вышесказанныхь пятистороннихь и 
трехстороннихь фигуръ 


Фиг. 540. 
и. 4 
м 
о] г и: 
м. 


Проведемъ въ пятистороиней фитурв жагональ Об; то эта послЪд- 
няя будеть (кн. 13, пред. 8 м кн. 13, пред. 7) сторона вписаннаго въ 
шарь куба. Возьмемъ такую прямую ММ, чтобы (кн. 10, пред. 6, схВд,) 
САВ=5СОММ. Но (вн. 13, пред. 16, слЪх.) квадратъ, построенный ина 
даметрв АВ равенъ пять разъ взятому квадрату, построенному на радусь 
того круга, въ который вписана грань икосаехра, сл довательно радуеъ этотъ 
есть ММ. Раздёлимъ (ки. 6, пред. 30) прямую ММ въ крайнемъ и среднемъ 
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и тоть же шаръ, додекаедра и нкосзедра относятся между собою какъ 
вышеупомянутые прямоугольники. 

Предложене 4. Поверхноеть додекаедра относится въ поверхности 
икосаедра, какъ сторона Н куба къ сторонз ДС икосаедра (фиг. 543). 


Фиг. 543. 


Доказат. Пусть въ кругВ, описаиномъ около точки Е, вписаны пяти- 
сторонняя и трехсторонняя фигуры, влисанныхь въ одинъ и тотъ же шаръ 
додекаелра и икосаехра. Въ вругъ этотъ внесемъ сторону ОС треугольной 
и сторону АС паятнугольной фигуры. Изъ центра Е опустимъ перпендику- 
лнры ЕЁ, Е@, на стороны ОС, АС, продолжимь Е@ хо В и проведемъ 
ВС, сторону десятисторонией фигуры. 

Если мы прямую хин!ю, составленную изъ ЕВ и ВС раздВлимъ въ 
крайнемъ и среднемъ отношеви, то (кн. 13, пред, 9) ЕВ будетъ большй 
отр8зокъ. Но (вн. 14, пред. 1): 


2ЕС=ЕВ--ВС 
и (кн. 13, пред. 12): 
2ЕЕ=БВЕ 


СлВдовательно, если 2 раздзлена въ крайнемъ и срехнемъ отно- 
. шенш, то (кн. 13, пред. 9) ЗЕЁ есть большй отр®зокъ. Но если мы Н 
раздВлимъ въ крайнемъ и среднемъ отношени, то СА бохышй отрзокъ 
(кн. 13, пред. 11, слВд.). Слдовательно (Ен. 14, пред. 7): 


Н: САЕЗЕС: 2ЕЕ-= ЕС: ЕЕ 
& потому (вн. 6, пред. 16): 
Н.ЕЕР=СА.ЕС 
но (вн. 6, пред. 1): 
Н: СО=Н.ЕЕ: СР.ЕЕ 
сл довательно: 


Н: Ср=СА.ЕЗ:ОР.ЕЕР 
14 
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т. е. сторона куба относится къ сторон икосаедра (вн. 14, прех, 3) какъ 
поверхность додекаедра къ поверхности икосаедра. 

Предложеше 5. Если какая нибудь прямая ВС раздвлена въ край- 
пемъ и среднемъ отношенш, то сумиа квадратовъ, построенныхь на цзхой 
прямой ВС н большемъ отрёзкВ СШ относится къ сумм квадратовъ по- 
строенныхь на ц®лой ВС и на меньшемъ отрёзк8 ДВ, какъ ребро С 
куба относится къ ребру Е икосаедра (фиг. 544). 


Фиг. 544. 
А. 
В 
ее —_ 
г 
с 


Доказат. Пусть въ вругь радуса СВ, вписакы патисторонняя и 
трехеторонняя грани, вписанныхь въ одинъ и тоть же шаръ додекзедра 
и икосаедра. Пусть СВ раздЪлена въ крайнемъ и среднемъ отношен, то 
(кн. 13, пред. 5 и пред. 9) больший отрзокъь СГ) будетъ сторона воисан- 
ной въ этотъ же кругъ десятисторонней фигуры. Пусть (кн- 13, пред. 18) 
Е будетъ ребро икосаедра, Е ребро додекаедра, а @ ребро куба. 
Слздовательно Е будеть сторока треугольника, ЕР сторона вЪ этотъ же 
Еругъ вписаннаго пятиугольника, но Е есть (кн. 13, пред. 17, сл№д.) 
болышй отрзокъ, раздВхленнаго въ крайнемъ и среднемъ отношенш, ребра 

твои рхону (вн. 13, пред. 12): 
\\ ии нкоь оН  скяок. 


—30СВ 


чото, ниват.ой |0 от ре. 
и (кн. 13, пред. 


те „Ние ОвАгатин, 
= АЦ ыЗ® | Ув: | У И, 
сл®довательно (кн, 14 А ред: МАС: АЕ: 


ОЕ: ОСв+08Р=ОСВ: 006-08: | бе" Чготе.. 
& потому также: 
06:0Е=0Е: ОСВ--ОВО "Ги И и о" 
ЗАДА ААА: М 
Но (вн. 13, пред. 10): 


Я КУ-еСЗОВы-О РСА 


т т АННЫ 


эт 
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сх довательно: 
06: 0Е=080--0 00: 00В--пВр 


т. е. сторона С куба относится къ сторонё Е икосаедра, какъ хин! квад- 
ратящан []ВС+0ООС къ лини, квадратящей [СВ-НО.ВО. 

Предложене 6. Объемъ додекаедра относится къ объему икосаедра, 
какь сторопа куба къ сторон икосаедра. 

Доказат. Такъ какъ (кн. 14, пред. 2) въ равные круги вписаны 
пятиетороння и трехеторонтя грани, вписанныхь въ одинъ и тотъ же 
шаръ додекаедра и икосаедра, но равные круги на поверхности шара 
равно отстоять отъ центра шара, потому что перпендикуляры опущенные 
изъ центра на плоскости упомянутыхь вруговъ равны, & изъ этого сд 
дуеть что прямыя, проведенныя изъ центра шара въ центрамъ упомянутыхъ 
круговъ, равиы и перпендикулярны. СлВдовательно пирамиды, имзюпия 
общей вершаной центръ шара, » основан1ямн пятистороня и трехсторон- 
н1я грани додекаедра и икосаедра, равной высоты, & потому он отно- 
сятея между собою какъ площади ихъ основан! (кн. 12, пред. 5 и пред. 6). 
Сл$3довательно одна изъ пирамидъ додекаедра относится къ одной изъ пи- 
рамидъ икосаедра, какъ пятисторонняя грань въ трехсторонней; схЪлхо- 
вательно отношеще двенадцати пирамидхь додекаедра въ дваддати пира- 
мидамъ икосаедра, равно отношеню двЪнадцати пятистороннихь граней 
въ двадцати трехстороннимъ, т. е. объемъ додекаедра относится къ объему 
икосаедра, квкъ поверхность додекаедра относится къ поверхности ико- 
саедра, схВдовательно и (кн. 14, пред. 4) какъ сторона куба къ сторонз 
икосаедра. 

Предлюженще 7. ДвЪ прямыя АВ, ОЕ, раздЗленныя въ врайнемъ и 
среднемъ отношени, относятся между собою какъ ихъ болышя отр&зви 
АС, ОЕ (фиг. 545). 

Фиг. 545 
С 
Е 
Г Е 
Доказат. Такъ какъ (кн. 6, пред. 17): 


АВ.СВ=ОАС 


и 
РЕЕЕ=О ОЕ 


схВдовательно: 
АВОВ: ПАС=ФЕ.ЕЕ: ПОР 
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а потому (кн. 5, пред. 15): 

4(АВ.СВ): САС—4(РЕ.РЕ): СОР 
стВдовательно: 

4(АВ.СВ--ОАС: САС=4(РЕ.ЕЕ)НОФЕ: ОДЕ 
Но (кн. 2, пред. 8): 
4(АВ.ВС )-+140=С(АВ--ВО) 

и 

4(РЕЕЕ)+0ОРЕ=О(РЕ-+ЕЕ). 
сл ховательно: 

О(АВ-+-ВС): ПАО=О(РЕ+ЕЕ): ОЕ 
а потому (кн. 6, пред. 22): 
АВ+ВО: АД=ФЕ-ЕЕР: ОЕ 
ел довательно: 
АВ+-ВО-АС: АО=РЕ+ЕЕ-+-ОГР: ОЕ 


2АВ:АС=ЗШЕ: ОЕ 
а потому твеже: 
Е АВ: 40=рЕ: ОЕ 
сх довательно: 
АВ: РЕ=АС: ДЕ 


Зампчаще. Если произвольную прямую раздлимъ въ крайнень и 
среднемъ отношеви, то сумма квадратовъ, построенныхь на цёхой прямой 
и большемъ отрЁзкВ относится къ сумы» квадратовъ, построенныхь на 
цзлой прямой и меньшемъь отр8зкз какъ поверхность, или объемъ, 


додекаедра относится къ поверхности, или объему, ивосаедра 
въ тоть же шаръ. 


вписаннаго 


КНИГА ХУ. 


Ннига пятая „О тБлахъ“: 


По мньзшю нюкоторыль приписываемая Гипсиклу Александрйскому. 


Книга вторая „0 пяти тёхатъ. 


Проехложен] я. 


Предложеще 1. Въ данный кубъ АН виисать тетраедръ (фиг. 546). 
Фиг. 546. 


Доказат. Проведемъ во всзхъ шести квадратахь длагонали АС, АЕ, 
СЕ, Аб, ЕС, СС, то очевидно треугольники АЕС, АСЕ, АСС, СбЕ 
равносторонше. Схдовательно (Ен. 11, опред. 26) АЕС@ есть тетраедръ, 
вписанный въ кубъ, такъ какъ его вершины суть вершины куба. 

Предложене 2. Въ данный тетраедрьъ АВС вписать октаедръ 
(фиг. 547). 

Доказат. Раздфлимъ ребра тетраедра пополамъ въ точкахь Е, Р, 
а, Н, К, Г. и соединимъ эти точки между собою двфнадцатью прямыми 
НК, НГ, ЕЕ, ЕС ив т. д., которыя вс равны между собою (кн. 1, пред. 4). 
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А потому всЪ восемь треугольниковъ, основан!я которыхь Ё@, @Н, НК, 
КЕ, а вершины Е, Г, равносторонне. Сл дховательно (кн. 11, опред. 27 


Фиг. 547. 


твою ЕГ есть октаедръ, вписанный въ тетраедръ, тавкъ какъ его вершины 
лежать на срединахъ реберъ тетраедра. . 
Предложеще 3. Въ данный кубъ АР вписать октаедръ (фиг. 648). 
Фиг. 548. 


Доказат. Возьмемъ (вн. 4, пред. 8) средины квадратовь К, Г, М, М, 
$, В в соединимъ эти точки двЪнаддатью прямыми КГ, ГМ, ВМ, ©9М 
ит. д, то тВло ВО, будетъ требуемый октаедръ. 

Если мы проведемъ чрезъ точки К, Г, М, М прамыя РО, ОТ, 15, 
5Р, параллельныя сторонамъ основаня АС; то эти прямыя равны между 
собою и пересёкаются, такъ какъ (кн. 4, пред. 8) ОР, ЭТ одну и ту же 
прямую О@, а ОТ, БТ одну и туже прямую ВЕ дЬлать пополамъ. Сл№до- 
вательно (кн. 11, пред. 10) ДКОГ; ДМТЕ, суть прямые углы. Но КО, ОГ, 
ТТ, ТМ суть половины равныхь между собою прамыхь РО, ОТ, 75, 
потому онз также равны. СлВдовательно (кн. 1, пред. 4) ЕЁ—=ЁМ. Шо 
той же причин ГК, КМ, ММ и остальныя прамыя также равны мехху 
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собою. СлБдовательно вез восемь треугольниковъ, основашя  которыхъ 
КГ,, ГМ, ММ, МК и коихъ вершины В, © равносторонни. А потому 
(кн. 11, опред. 27) тёло ВО есть октаедръ, вписанный въ кубъ, такъ 
какъ его вершины встр8ёчаютъ средины сторонъ площадей вуба. 


Предложете 4. Въ данный октаедрь АЖ вписать кубъ (фиг. 549). 


Фиг. 549. 


Доказат. Пусть АВСГЕ будетъ одна изъ шести четырехстороннихь 
пирамидт, октаедра. Раздлимъ пополамъ ребра этой пирамиды въ точкахъ 
М, М, О, Р и проведемъ прямыя ММ, №, ОР, РМ, которыя (кн. 1, пред. 4) 
равны другь другу и (кн. 6, пред. 2) параллельны сторонамъ квадрата 
(вн. 13, пред. 14) ВСШЕ, схдовательно (ки. 11, пред. 10) он заклю- 
чаютъ прямые углы. Изъ этого слЗдуеть, что МЮ№ОР квадхратъ. РаздВлимъ 
пополамъ стороны этого квадрата въ точкахь @, Н, К, Г. и проведемъ 
@Н, НК, КТ, ГС, которыя (кн. 1, прех. 4) равны хругъ хругу, и такъ 
кавъ он образуютъ (кн. 1, пред. 32) съ ММ, №, ОР, РМ половины 
прямыхъ угловъ, то (кн. 1, пред. 13) он заключаютъ прямые углы. Изъ 
этого сх8дуетъ, что @НКТ, ввадратъ. Подобнымъ же образомъ, какъ съ пи- 
рамидой АВСШЕ, поступимъ и съ остальными пятью парамидами овтаедра, 
мы получимъ еще пять квахратовъ, равныхь квахрату СНКТ, и которыя 
вмВетВ съ нимъ составляютъ кубъ, вписанный въ октаедръ, такъ какъ 
его вершины касаются площадей октаедра. 


Предложене 5. Въ данный икосаедръ вписать додеваедръ (фиг. 550). 


й: с в Доказат. Пусть АВСФЕР будетъ одна изъ двЪнадцати пятиеторои- 
- Нихыипифамиь икосаедра. Возьмемъ (кн. 4, пред. 5) центры @, Н, К, 
ТГ, М, круговъ описанныхь около треугольниковъ и соединимъ эти точки 
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прямыми, то @ИКГМ будеть пятнсторонняя фигура съ равными сторо- 
нами и равными углами. 


Въ самомъ дВхВ, если мы проведемь Р@, ЕН, ЕК ит. д. и про- 
должимъ ихъ, то он раздВхать пополамъ (кн. 3, пред. 4) углы при Е, схЁдова- 
тельно (кн. 1, пред. 4) и основан! я въ точкахъ М, О, Р, ит. к. Шрювехя 
прямыя №, ОР, то он (кн. 1, пред. 4) равны другъ другу. Но (ка. 1, 
пред. 4) ЕМ=РО=ЕР и (кн. 1, пред. 26 и кн. 3, пред. 4) Е@=ЕН= 
=—РК, ся№ховательно (кн. 6, пред. 2) @Н, НК параллельны №, ОР 
слЗдовательно (кн. 6, пред. 4): 


М№О:СН=оОР: НК 


а потому, такъ какъ МО—=ОР, 10 @Н=НК. По той же причин НК=КЕ 
ит. д. СяВдовательно фигура @НКЕМ равносторонняя, но она и равноу- 
гольная, потому что (кн. 11, прех. 10) ДНВК=ДХЮ№Р, ДНКГ—= (ОР 
ит. д., и (вн. 1, пред. 13) Д МОР= ГОРО ит.д. 

Эта фигура находится въ одной плоскости. Такъ какъ перпендивт- 
ляръ, опущенный изь точки Е ва плоскость фигры АВОДЕ, встрёчаетъ 
ея средину, и всБ прямыя проведенныя изъ этого центра къ М, О. Р 
0, Е составляютъ (вн. 11, пред. 4) прямые углы съ упомянутымъ перпенди- 
куляромъ. Проведемъ чрезъ точку С прямую параллельную прямой про- 
веденной чрезъ точку №, а изъ точки, въ которой она встрЬчаетъ периен- 
дикуляръ, проведемъ прямыл къ В, К, Г, М; то этотъ периендикуларъ 
разсВкается параллельными прямыми въ отношен!и: 


ЕМ: Еа=ЕО: ЕН 
мт, д. Слёховательно (кн. 6, пред. 2) прямыя прогеденныя чрезъь С, Н 
и т. д. параллельны прамымъ проведенным чрезь Л, Вит. д, и он 
двлаютъ съ перпендикуляромъ прямые углы, а схВдовательно (ки. 11. 
пред. 5) онЪ лежать въ одной нлоскости. 
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Если тавже поступимъ съ остальными одинадцатью пирамидами ихо 
саедра, какъ мы поступили съ пирамидой АВСОЕЕ, то мы получимъ еще 
одинадцать пятистороннихъ фигуръ съ равными сторонами, которыя равны 
фигурз @НКГМ, и которыя вы№стз съ ней ограничиваютъ додекаедръ, 
вписанный въ икосаедръ, потому что его вершины касаются граней ико- 
саедра. — 

Предложенще 6. Найти число реберъ и вершинъ въ пяти тЪхахъ. 

’1. Найти число реберь? 

Умножимъ число граней, ограничивающихь т№ло, на число сторонъ 
этой грани и произведеше раздВлимъ на два, 

Такъ напр., икосаедръ ограниченъ двадцатью треугольниками, & кз ж- 
дый треугольникъ ограниченъ тремя сторонами, это даеть шестьдееять 
реберъ; но каждыя дв грани даютъ одно и то же ребро тзла, слВдо- 
вательно икосаедръ имФетъ только тридцаль реберъ. 

2. Нани число вершины? 

УмножимЪ число граней ограничивающихь т%ло на число плоскихь 
угловъ каждой грани и произведене раздВлимъ на число угловть, состё г” 
щихъ одну вершину. 

‘къ пагр. икосаедръь ограниченъ двадцатью треугольниками, изъ 
коихъ кождый имфетъ три угла, это даетъ шестьдесять плоскихъ угловъ; 
но пять изъ нихъ образуютъ одну вершину тЪла, слВдовательно икосаедръ 
нмфетъ двзнаддать вершин. 

Иредложене 7. Задача. Найти навлоненя плоскостей въ пати ‚т%- 
лахъ. 

Рилиеще. Согласно нашену великому учителю Исидору эти навлоне- 
шя опредфляются слЗдующимъ образомъ: 

1. Въ куб, плоскости его ограничивающ:н пересЗваются подъ пря- 
мыми углами, что само по себЪ ясно. 

2. Для тетраедра, опишемъ круги, изъ оконечностей одной изъ сторонъ 
одного изъ треугольниковъ, ограничивающихь тетраедръ, радусомъ  рав- 
нымъ высотВ треугольника, то прямыя лини, проведенпыя отъ точекъ пе- 
ресВченя этихъ круговъ къ оконечностямъ упомянутой стороны, заклю- 
чають искомый уголъ иаклонен!я. 

3. Для октаедра, па сторон одного изъ ограничивающихь треуголь- 
никовъ постровмъ ввадратъ, проведемъ въ немь Жагональ, изъ оконечно- 
стей этой дагонали опишемъ круги радусомъ равнымъ высотВ треуголь- 
ника, то прямыя соединяющя точки пересЗченя обоихъ круговъ съ кои- 
цами прямой будутъ заключать угохъ, который дополняет искомый уготь 
наклонешн до двухъь прямыхъ угловъ. 

4. Для икосаедра, опишемъ на одной изъ стороъ, 'ограничивающихь 
его треугольниковъ, пятистороннею фигуру съ равными сторонами, прове“ 

15 
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демъ въ ней Магональ, и изъ ея концевъ опишемъ круги, рахусами рав- 
иными высотВ треугольника, то прямыя проведенныя изъ точекъ пересёче- 
шя этихъ круговЪ къ концамъ прямой составятъ уголъ, дополняющи ис- 
комый уголь наклонен!я до двухъ прямыхъ. 

5. Для додекаедра, проведемъ въ одной изъ пятистороннихь фигуръ 
датональ, изъ ея концевъ опишемъ круги, радлусонъ равнымъ перпевди- 
кулару, опущенному изъ средииы дагонали на параллельную ей сторону 
фигуры; то прямыя проведенвыя изъ точекъ перес®ченя обоихъ круговъ 
къ оконечностямъ проведенной прямой, составятъ уголь, дополняющий ис- 
комый уголь наклонен!я до двухъ прямыхт. 

Вышеизложеннымь образомъ этотъ, въ высшей степени зам чательный, 
челов къ рёшиль задачу, такъ какъ рашене каждой части задачи казалась 
ему очевидна. Но чтобы сдЪлать яснфе вышеприведенный правила & ихь 
изложу каждое отдВльно одно посл другаго. 

Доказат. 1. Пусть АВСГ будетъ тетраедръ, коего основане АВС, 
а вершина ШО. Разд®лимъ пополамъ одно изъ реберь АД въ точк8 Еи 
проведемь ВЕ, ЕС (фиг. 551). ь 

Фиг. 551. 


р 


в с 


Такъ какъ АВ=ВП, АЕ=ЕШ и ВЕ общая; то (кн. 1, прех. 8) 
ИВЕГ=: / ВЕА=4, в потому ВЕ, ЕС пернендикулярны къ АГ. Такъ 
-какъ АС=2АЕ, то: 
ПАС—сАЕ 
Но (кн. 1, пред. 47): 
ПАС=ВАЕНОЕС 
схвдовательно: 
ЗАО: 0Е0=4:3 
но ЕС=ЕВ. а потому: 
< ВОХОВЕ-+-СЕС 


слдовательно (кн. 2, пред. 13) ВЕС есть острый уголь, & потому 
(кн. 11, опред. 6) это есть угожь наклопеня плоскостей тетраедра. 
Этотъ уголъ наклонешя ВЕС данъ, такъ какъ даны сторона ВС треу- 
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гольника и перпендикуляры ЕВ, ЕС. Если мы теперь опишемъ круги 
изъ концевъ стороны ВС, радусомъ равнымъ пернендикуляру ВЕ, и пусть 
эти перпендикуляры перес®кутся въ точкз Е, то прямыя проведенныя изъ 
точки пересьченя Е къ каждому изъ концевь В, С будуть закзючать 
уголь наклоненя плоскостей. Что упомянутые круги пересфкаются въ 
точкВ Е очевидно. Тавъ какъ каждая изъ ВЕ, ЕС>> $ ВС. Но круги опи- 
санныя радлтусомъ раввымъ $ ВС, изъ вонцевъ прямой касались бы; опи- 
санные же радусомъ <} ВС не касались бы, и не пересВвались. Но таЕъ 
какъ ВЕ>} ВС, то круги необходимо должны перес%чься. 

2. Пусть половина овтаедра будетъ пирамида, воей площадь основа- 
шя АВС, а вершина ЕЁ (фиг. 552). Пусть одно изъ реберъ АЕ разд%- 


Фиг. 552. 


В [4 


лено пополамъ въ Е, проведемъь ВЕ, ЕО, которыя равны и перпендику- 
ляриы къ АЕ. Проведемь ВО. Тавъ какъ АВСГ квадрать, коего даго- 
наль ВД, то: 
080=20)А 
Но по предъидущему: 

ОрА: СОРЕ—Ы:3 
схВдовательно: * 

ОВО: ОРЕ==8 :3 
во ДЕ=ЕВ, а потому: 

ОВО>ОВЕНОРО 


слвдовательно (кн. 2, пред. 12) ВЕ тупой уголь, а потому (кн. 11. 
опред. 6) это есть дополнеше угла наклоненя плоскостей октаедра до 
двухъ прямыхъ угловъ. 

Уголь этоть ВЕД канъ, таЕЪ какъ даны сторона треугольника АД, 
а потому и САО, также его дагональ ВД и перпендикуляры ВЕ, ЕО. Пос- 
троимъ на сторон АЛ квадрать, проведемъ дагональ В), и опишемъ 
изъ ея концевъ круги перпендикуляромъ ВЕ, которые перес®кутся въ Е, 
то прямыя проведенныя изъ Ё кь Ви Ш будутъ заключать уголь ВЕД, 
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дополняющий искомый уголъ наклоненя до двухъ прямыхъ угловъ. ЗяЬеь 
также очевидно, что упомянутые круги перссВкутся въ точкВ Ё, такт 
какъ ВЕ>} ВО. Но на основанийпредъидущаго доказательства: 


ОВО: ОДЕ-8:3 
и (кн. 6, пред. 20): 
080—403 В; 
сл%ховательно ВЕ. } ВО. 
3. Пусть часть икосаедра будетъ пирамида, коей основане пятисто- 
ронняя фигура АВСГЕ съ равными сторонами, а вершина Р (фиг. 553). 


Фиг. 553. 


Раздвлимъ одно изъ реберъ СЁ пополамъ, въ точкЪ (, н проведемъ Вб. 
@; эти посяВдея прямыя равны и перпендикулярны къ СЁ. Проведехъ 
датоваль ВО, противолежащую тупому углу ВС), то ВС> ВС, в также 
@р>Ср, слёдовательно ДВСО> (ВОГ. А потому необходимо ВС) 
тупой уголь, слЗдовательно (кн. 11, опред. 6) этотъ уголъ дополняетъ до 
двухъ прямыхъ угловъ уголь наклоненя плоскостей икосаедра. 

Этотъ уголъ В@Д данъ, такъ какъ даны, сторона ВС пятисторон- 
ней фигуры, & потому даны магональ ВД и перпендивуляръь ВС. Если хы 
теперь построимъ на сторон8 ВС пятистороннею фигуру, съ равными сто- 
ронами, проведемъ дагональ ВО, и изъ ея оконечностей опишемъ круги 
рамусомъ равнымъ ВС; круги эти перес®вутся:въ точь» С, такъ какъ п 
здёсь ВС} ВП. Пряныя проведенных изъ @ кь Ви Г будутъ закл- 
чать уголь ВС), дополняющИй искомый уголь наклоненя до двухъ пра- 
мыхъ угловъ. 

4. Пусть АВСГ будетъ квадратъ куба, коимъ описанъ (вн. 13, 
пред. 17) додекаедрь и пусть АЕВЕ@, СПОНСЕ дв грани доде- 
каедра (фиг. 554). РаздВлимъ пополамъ РС въ точкВ К, и въ точкЁ А 
прямой Е@ возставимъ перпендикуляры КМ, КГ, лежаще въ обфиль 
упомянутыхь плоскостяхъ, проведемь МГ. Такъ какъ при построен ико- 
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саедра (кн. 13, прех. 17) было доказано, что перпендикуляръ, опущениый 
изъ точки К на плоскость квадрата АВСШ, равень половин стороны 


Фиг. 554. 
А. р) 


и" 


в с 


пятисторонней фигуры, & потому онъ< 1 МГ; изъ этого сл8дусгь, что уголъ 
МЕТ, тупой. Мы также доказахи, въ приведевномъ предложени, что КЁ 
квадратитъ надъ квадратами построенными на половин стороны куба и 
стороны пятисторонней фигуры. СлФдовательн6о КГ МГ, а потому 
(кн. 11, опред. 6) уголъ МКГ есть донолнеше искомаго угла наклонешя 
до двухъ прямыхъ. 

Этотъ уголь МКС данъ. Такъ какъ сторона квадрата АП соеди- 
няетъ концы двухъ сторонъ пятисторонней фигуры, & если пятисторонняя фи- 
гура дана, то и МГ тавже дана; также даны МК, КГ, такъ какъ он суть 
перпендикуляры, опущенные изъ средины датонали АВ, на сторону ЕС ей 
параллельную. Если мы опишемъ круги изъ концевъ прямой МЕ, раху- 
сомъ МК, то эти круги пересВкутся въ точкё К, такъ какъ ЮМ>> $ МГ. 
Прямыя проведенныя изъ точки пересфчетя К къ упомянутымъ Еоицамъ 
будуть заключать уголь МЕХ, дополняющий искомый уголь наклоненя 
до двухъ прямыхьъ угловъ. 


Примьч. 1. Посл построешя правильныхь иногоугольниЕовь дровШе геометры 
должны были занятся построешемъ нравнльныхъ иногогранниковь, изъ нихъ, насколько 
намъ извфетно, быль первый Платонъ, который показахь, что есть только пять правиль- 
ныхъ ипогограпниковь и что каАЖДыЙй изъ ннхъ можеть быть винсанъ въ шаръ. Доказа- 
тельство это приведено въ текст (Ен. 18, пред. 18, зам.) Евклида, по можно доказать 
это свойство въ боле общей форм: 

Теорема. Существуетъ только пать выпуклыхъ многограиниковт, конхъ грани ны ють 
одно и тоже число сторонъ я в коихъ инотогранные углы нызютЪ одно и тоже число ре- 
беръ т. у | 

Доказат. Въ самомъ дёлф, каждое ребро прниадаежитъ двумь гранямъ, слёдова- 
тельно, соединяя дв вершины, найдемъ: 


2А—пЕ-т5 {1) 


тд А есть число реберъ, Е чисао граней, а 5 число вершинъ многогранника. Но мы Въ 
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прибавлеви УПТ покажемь, что между 4, Е и 8 существуеть сяфдующал  завп- 
симость: 


А-+2—Р+5 (2) 
исключая Ам 5 изъ уравненёй (1) и (2) найдемъ: 


—` Ят-ьи)—тв 
Если п-8, то уразненше (3) сдФлвется: 
= 

Изъ этой носаЗдней формулы видно, что эп можеть получить только три зпаченя 

1—8, т-=4А к т—56, этимъ значетямъ соотьзтствують три зиачешя для №, нменио: 
Е—4, Е—8, Е—20 

Для я-—4, и ч-=6, мы имфемъ: 

4т 


2т 
= 10 т 


4 
Въ обонхъ этихъ случаяхь числу т можно дать только одио зиачене т-—8, 
что даетъ: 
Е—6 и #12 


Если п—86, то: 
3. 
3—т 


откуда видио, что при и—6, число т не можеть имфть никакого значеня, & тёмъ болфе 
дял \>6. 

Изъ этого слёдуеть, что существуеть только пять многограпниковь, имфющихь 
грани съ одинаковымъ числомъ стороиъ и многогранные углы съ одинаковымь числомъ 


реберъ. 


ПРИБАВЛЕНИЯ. 


УГ. 0 иногогракихкахх. 


1. Посл сдёланнаго зам чан!я въ 10 опредзленю, ХГ книги, относи- 
тельно равенства п подобя миогогранниковъ, я здВеь изложу подробно об- 
пя ихъ свойства, услойя ихъ равенства и подобя. 

2. Многогранникъ называется выпуклымь если онъ весь находится 
по одну сторону каждой его грани, продолженной неопредвленно. Въ про- 
тивномъ случа онъ называется возупиямь. 

3. Самый простой многогранникъ есть тетраедрь—-четырехсторонникь, 
Онъ ограниченъ четырмя плоскостями, каждая его сторона есть треуголь- 
викъ. Схёдовательно тетраедръ имЗетъ четыре зрани, четыре зпрераннме 
угла и шесть ребер. 

Услоз1я равенства тетраедров. 


4. Два тетраедра равны когда имВютъ по одному равному двугран- 
ному углу, завлюченному между равными, каждая каждой и подобно рас- 
положенными гранями. 

Доказат. Это предложене доказывается нахоженемь одного тет- 
раедра на другой. 

5. Два тетраедра равны когда имЗють по одной равной грани при- 
лежащей тремъ равнымъ, каждый каждому, двуграннымъ угламъ. 

Доказат. Тавже доказывается наложешемъ. 

6. Два тетраедра равны когда им®ють по три равныя, каждая каж- 
дой грани и подобно расположенныя. 

Доказат. Доказывается наложешемъ, замЪтивъ, что трегранные углы 
равны вслЗдстве равенства граней. 

7. Наконецъ, два тетраедра равны когда ь по шести равкыхъ 
реберъ каждое каждому. 
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Доказат. ВслВдетые равенства реберъ и грани равны, & за тмъ п 
вс трегранные углы равны. 

Каждая изъ этихъ четырехъ теоремъ завлючаеть шесть усломй не- 
обходимыхъ и достаточныхъь для равенства тетраедровъ. 

Первая. ДвВ равныя грани, т. е. двз пары равныхъ треугольнивовъ 
заключаютъ шесть условЙ, но эти треугольники заключаютъ ранный дву- 
гранный уголъ, сх довательно имЗютъ одну общую сторону, слЪдовательно 
всего пять условй, да еще двугранные углы равны— это шестое услове, 

Вторая. Одна грань одного равна одной грани другаго, т. е. пара 
равныхь треугольниковъ— это даеть три условя, и эти треугольники каж- 
дый прилежитъ въ тремъ равнымтъ, каждый каждому, двуграннымъ угламъ— 
еще три условя, слВдовательно всего шесть. 

Третяя. Три грани одного тетраедра равны тремъ гранямъ другаго, 
т. е. имвютъ три пары равныхъ треугольниковъ, слВдовательно девять ус- 
ловй, но изъ нихь три повторяются, слдовательно всего опять тесть. 

Четвертая. Шесть условй, именно, столько сколько есть реберъ. 
Мы увидимъ дальше, что для равенства многогранниковъ всегда не- 
обходимо и достаточно услов числомъ столько, сколько реберъ въ много- 
гранник&. 

8. Предюж. Два многогранника равны, когда они состоять изъ оди- 
наковаго числа равныхь, каждый каждому и подобно расположенныхь тет- 
раедровъ. 

Доказелт. ЗамВтимъ сначала, что всяыЙ выпуклый многограниикъ мо- 
жетъ быть разложенъ на тетраедры инфюпие общую вершину. 

Въ самомъ дЪх, возьмемъ внутри многогранника точку О и соеди- 
нимъ эту точку прямыми со всфми вершипами многогранника. Такъ кКакъ 
миогогранникь выпуклый, то каждая изъ этихъ прямнхъ будемъ имфть съ 
многогранникомъ только одну общую точку—это вершину, въ которую про- 
ведена’ прямая. Слёдовательно прямыя исходяийя изъ точки О и оканчи- 
ваюпщияея въ вершинахъ какой нибудь грани образуютъ пирамиду, имВю- 
щую эту грань основатемъ и вершипу въ точк О. Пусть многогранникъ 
разложенъ на пирамиды, коихъ вершины лежать въ точкВ 0, & основан 
суть грани многогранники, но каждан изъ пирамидъ разлагается на тет- 
раедры, слдовательно и т. д. у 

ЗамЪтимъ теперь, что всявй вогнутый многогранникъь можно разбить 
плоскостями, извстнымъ образомъ выбранными, на выпуклые многогранники, 
слВдовательно каждый миогограниикъ можетъ быть разложенъь на тет- 
раедры. 

Пусть теперь, два миогогранника Ри Р' будуть составлены изъ оди- 
наковаго числа равныхъ, каждый каждому, ип одинаково расположевныхь 
тетраедровъ. Я говорю, что эти два многогранника равны. 
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Нанесемъ многогренникъ Р' на Р такъ чтобы первый тетраедръ -А' 
совмЗетилея съ равнымъ ему тетраедромъ А. Пусть В' будеть тетраедръ, 
иыЗюшИЙ общую грань СЪ тетраедромъ А’ и пусть В будеть соотвВтет- 
венный В’. Эти два тетраедра равны, имЪютъ общую грайь и лежать по 
одну и туже сторону этой грани, еслВдовательно должны  совыЗститься. 
Точно также должны совмВститься и слБдующ!е тетраедры. 


Подобе многогранниковт. 


3. Пусть будетъ тетраедрь ЗАВС, коего ребра суть а, 6, с, 4, е, Г. 

Начиная съ вершины & на ребрахь ВА, БВ, 6С отложимъ 5.А’-=та, 
5В'—те, 5С'—ту, чревъ точки А', В, С’ проведемъ плоскость А’Л С’. 
Такимъ образомъ получимъ тетраедръ 5'А’В'О', коего ребра будуть 1, 
7$, же, т, те, т. 

10. Говорятъ, что два тетраедра модобны, когда ребра перваго изъ 
нихь пропорцюнальны ребрамъ втораго и подобно расположенны. 

11. Два многогранника подобны когда они составлены изъ одного 
и того же числа тетраедровъ подобныхъ, каждый каждому, и подобно 
расположенныхъ. 

12. Изъ этихъ двухъ опредВлевй схВдуетъ, что: 

1) Два тетраедра имЗютъ грани подобныя, каждая каждой, и подобно 
расположенныя, двугранные и трегравные углы равнин. 

2) Два тетраедра подобные порознь третьему подобны и между собою. 

3) Два многогранника подобные порознь третьему подобны и между 
собою. 

13. Предлож. Два тетраедра подобны, когда имютъ по одной по- 
добной грани н равные двугранные углы, прилежащ!е этой грани, каждый 
каждому, и подобно расположенные. 

'Доказат. Доказать это такъ легко, что можно оставить читателю. 

14. Предлож. Два тетраедра подобны, когда имЗютъ пать равныхъ 
двутранныхь угловъ, каждый каждому, и подобио расположенных. 

Доказаит. Тоже зам Зчане, что и выше. 

15. Предюж. Два подобные многогранника имЗютъ сходственвыя 
грани подобныя, двугранные и многогранные углы равные каждый каждому. 

Доказат. Разсмотримъ сначала выпуклый многогранникъ Р. Разобьемъ 
этоть многогранникъ на тетраедры, имюцие общую вершину въ точкВ О, 
взятой внутри многогранника Р. 

Возьмемъ, какую нибудь точку О’и построимъ систему тетраедровъ, 
инфющихъ общую вершину въ точкЪ О’, подобныхь и подобно расположен- 
ныхъ тетраедрамъ составляющимь многогранникъ Р. Такимъ образомъ мы 
построимъ многограивикъ Р’ подобный Р. Оходственными вершинами въ 

16 
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этихъ многогранникахь мы назовемъ т, которыя будуть сходственными въ 
соотвВтетвенныхь тетраедрахъ. Сходственными ребрами точно также мы 
нязовемъ сходственныя въ соотвфтетвенныхь тетраедрахъ. 

Во первыхъ очевидно, что поверхноети миогогранниковь РиР’ сос- 
тавлены изъ одного числа треугольниковъ подобныхъ, важдый каждому, и 
расположенныхь одинаково. 

Во вторыхъ, если два или болфе треугольника иногогранника Рле- 
жать въ одной плоскости и составляютъ одну грань его, то сходственные 
имъ треугольники въ Р’ будуть также лежать въ одной плоскости и сос- 
таватъ одиу грань Р'’, слдовательно многограниики Ри Р’ будуть 
составлены изъ одного числа граней подобныхъь каждая каждой. 

Въ самомъ дЪяЬ, двугранный уголъ, коего ребро есть АС, а грани 
ВАС и ОДС равенъ двугранному углу В"А'0'’О', въ силу подобя тетраед- 
ровъ ВАСО и В'А'С'О’. Точно также двугранный уголь ОАС равенъ 
своему соотвтственному О'А’С"Т'. Сл®довательно, если два треугольника 
ВАС и САГ находятся въ одней плоскости, то двугранные углы В'А'С'О’ 
и 0'А’СТУ, будучи смежными, ихъ грани будуть также находится въ одой 
плоскости (фиг. 555). 


Фиг. 555. 


Точно также можно показать, что если два треугольника ВАС н 
ЛАС не находятся въ одной плоскости, то двугранный уголь ВАСГ б6у- 
деть равенъ двугранному углу В'.А'С’Т'. СлЁдовательно въ многогранни- 
кзхь Ри Р' соотв тственные двугранные углы равны. 

Если теперь мы возьмемъь въ Ри Р' два. соотв®тственные  много- 
транные угла, то изъ предъидущаго видно, что ихъ грани и двугранные 
углы равны, а слЗдовательно взятые многогранные углы равны. 

Итакъ предложеше вполнз доказано для выпуклыхъ многогранниковъ. 
Остается показать что оно справедливо и хля многогранниковь съ вогну- 
тыми углами. 

Многогранниеъ не выпуклый всегда можно разложить на извзстное 
число выпуклыхь многогранниковь. Пусть будутъ два такихъ многогран- 
ника Ри © имвюще общую грань А. Пусть соотвётетвенные имъ подоб- 
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ные въ другомъ многогренникв будуть Р’и ©'. Многогрнникъ, составхен- 
ный изъ Ри © будетъ подобенъ многограннику составленному изъ Р'и 
0’ если эти послфде иизють общую грань А’, соотв тственную грани А, 
и если отношен1я подобя между РР' и ©,6' будуть равны. 
Откуда видимъ, что предхожеше справедливо и для многогранниковъ 
съ вогнутыми углами. 
Вынукхые иногограниики. 


16. Предложене. Если многогранная поверхность, ограничена хо- 
манною хишею, коей стороны лежать, или не лежатъ, въ одной плоскости, тс 
чнсло граней увеличенное числомъ вершинъ равно числу реберъ увехичен- 
ному на единицу. 

Доказат. Пусть Е будетъ число граней, 8 число вершинъ, А число 
реберъ, я говорю, что мы имЗемъ: 


Е--ВЕЗА-Н1 (1) 


Эта формула справедлива, если Ё=1, т. е. если многогранная фи- 
гура обращается просто въ плосый многоугольнивъ, тогда Е==1, ВА, 
такъ какъ число сторонъ всегда равно числу угловъ въ многоугольниЕВ. 

Если мы предположимтъ, что теорема справедлива для фигуры съ Е 
гранямн будетъ справедлива и для фигуры съ Е-+1 гранями, то очевидно 
она будетъ справедлива для всёхъ многогранныхь фигуръ. 

Пусть АВС.... будетъ ломаиная лин!я ограничивающая многогрённую 
фигуру. Построимъ на ребрё АВ новую грань, имЗющую п реберъ и п 
угховъ. Если эта грань имфеть т общихь реберъ съ хоманною лишею 
АВОГ..., то она будетъ имфть тм--1 общихь вершинъ съ этой лишней, 
полагая что новый многоугольниеъ не замыкаетъ многогранную фигуру, & 
оставхяетъ одно отверсте. Поэтому числа ЕЁ, 5, А сдфязются въ новой 
поверхности: | 


Е=Е-+1, 8'=5-*—(т-+1), А=А-+и—т 
во по похоженю мы имфемъ: 


Е+Я= А+ 


подставляя въ эту формулу выфсто Р, 5, Д ихъ величины, полученныя 
изь предъидущихь формухь, найдемтъ: 


Е--8'-= 1 


17. Предложете. Во всякомъ выпукломъ многогранникв число граней 
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Г увеличенное числомъ вершинъ © равно числу реберъ А, увехиченному 
двумя, т. е.: 
Е+Я=А--2 (1) 


Доказат. Если уничтожимъ одну грань въ многогранникВ, то полу- 
чимъ многогранную незамкнутую фигуру, въ которой число граней будетъ 
Е—1, число вершинъ будетъ 5 и число реберъ будеть А, слВдовательно 
(прибав. УШ, пред. 16) будемъ имЪть: 


Е—1-5=А-1 
откуда: 
ЕВА 
Это теорема Эйлера. . 


18. Предложене. Во всакомъ выпувломъ многограиниЕВ: 1-е, число 
граней съ нечетнымъ числомъ реберъ всегда есть число четное, 2-е чисхо 
вершинъ, въ которыхъ сходится нечетное число реберъ, есть всегда четное, 


Доказат. Пусть [,, №, [,,--- будутъ грани треугольныя, четыре- 
угольныя и Т. д., 5.,5., 8.,.. углы трегранные, четырегранные и т. д., 
такъ, что если Е есть число граней въ многогранник®, 5 число вершинъ, 
А число реберъ, то: 


ИЕР... 
(2) 


ВЕН НН... 


Каждое ребро принадлежить лвумъ гранямъ, а концами лежитъ въ 
двухъ вершинахь, слБдовательно, если посчитаемъ, или число реберъ всЪхъ 
граней, или число реберъ всЁкъ многогранныхь угловъ, всегда получимъ 
хвойное число реберъ, т. е. 2А: 


2 АЗ, -5Ь-6Е-НТЬ-Н .. 


(3) 
2А—3 8. +48. 585-68-75... 
Изъ этихъ уравнен легко вихВть, что: 
ВЕНЫ... 
(4) 
НН... 


ходжны быть четвыя числа. 


605 


19. Предложене. Во всякомъ выпукломъ многограннивВ числа К, 8, 
А удовхетворяютъ слёдующимъ условямъ: 


5<2(Е—2) ,‚ АЕ?) 
(5) 
5>:(Е-+2) ‚ АЗЗЕР 
Величины ХР, 8, ЗА написанныя выше даютъ: 
2ААЗЕРА-НОЕ, НЗ .. 


2А—ЗА= 28, +38... 


Изъ этихъ уравнев:й имЗемъ: 


АЗЕ, А>38 
Посл дне неравенство, въ сиху теоремы Эйлера, будеть: 


АЯ} (4А-2—Е) 
откуда: 
А<З(Е—2) 

Подставляя вместо А его величину Ё--5—2, найдемъ два друпя 
уелов1я. 

20. Предложене. Во веякомъ выпукломъ многогранникВ число тре- 
угольныхъ граней, увехичеиное числомъ трегранинхъ угховъ, даетъ сумму, 
которая не можетъ быть меньше 8. 


Доказат. Вехёдстые выражений Г, Эн А, (2), (3) уравнене Эйлера: 


ЕАО 
сдзлается: 


2-Е. Н-нцльз-н . 4-Е НаР-н.. 
2(.-НЬ--РН . 2-Е. )=А-НЗа,48Н.. 
ыы (5, 8-Нзь- ..)- нарзан. 4 (6) 
НЫНЕ. Абнавьаа +. 4 | (1) 


складывая эти уравиеня получимъ: 
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(8), Г8)- . —=8 (9) 
откуда: 
[+88 (10) 


Сиьдстяе 1. Всякй выпуклый иногогранникь имфетъ треугольныя 
грани или трегранные углы. 

Сьдетве 2. Уравнеше`(9) показываеть, что во всякожь выпукломъ 
иногогранник сумма треугольныхь граней и треграниыкъ угловъ разна 
$ сложенному съ сумиою пятиугольныхь граней и пятиграиныхь угловъ, 
еъ двойною сумною шестнугольныхь граней н шестигранныхь, ъит. д. 

21. Предложете. 1-е. Веяюй выпуклый иногогранникъ иизеть или 
треугольныя грани, шли четыреугольныя, или пятиугольнют 2-е. Вселый 
выпуклый многогранинкъ низенъ или треграиные, и" `етырегранные, или 
пятигранные углы. 

Доказат. Если изъ уравненй (6) и (7) посхВ--вательно исключимъ 
8, и {,, то вайдемъ: 

З/+27--Г, Г,—27,—.. —28.—48,—..=10 (11) 


Зав 2, ..— 2—4... (12) 


эти уравнен!я требуютъ чтобы З/,-Н2/,--Г, и 38,:+2.-+3, были числа 
равныя 12 или больше, сл довательно и т. д. 

Изъ уравнешя (11) вытекаютъ слЁдствя: 

Слъдетве 1. Если выпуклый многогранникъ составленъ только изъ 
треугольниковъ или изь треугольниковъь и шествугольниковъ. то число 
треугольниковъ или равно или больше 4. 

Смыдстве 2. Если выпуклый иногогранникъ составлеь только изъ 
четыреугольниковъ или четыреугольниковъ и шестиугольниковъ, то число 
четыреугольниковъ равно или больше 6. 

Сиьдстве 3. Если выпуклый многогранникъ составленъ только изъ 
патнугольниковь или изъ пятиугольниковь и шестиугольниковъ, то число 
пятиугольниковъ или равно, ихи больше 12. 

Уразнеше (12) приводить къ такимъ же слВдетыямъ относительно 
утловъ. 

Слъьдетве 4. Если [,—=0, [.—0, [,—=0,.., 8.=Ю0, 3,==0,.., то урав- 
яеше (11)едЪлаетея /,—12, т. е.: 

Если выпуклый многогравникь имфетъ только трегранные углы, & 
гранами пятиугольники и шестиугольники, то число пятиугольниковъ бу- 
детъ равно 12, 

Уразнеше (12) приводить къ подобному слВдетню относительно много- 
гранныхь угловъ. : 
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22. Предложеще, Сумма плоскихъ угховъ во всёхъ граняхъ выпуклаго 
многогранника равна 44 взятымъ столько разъ сколько вершинъ безъ двухъ. 
Доказат. Означимъ чрезъ > эту сумму, то мы будемъ имфть: 


У=2агиа—)--загда— нови) А 


а {З-на 52-е ..)} 
откуда [прибав. УШ, пред. 18, (2) и (3)}]: 
У—ал-чаР-А—Р) 
во 4А—Е=5—2, схВдователЬно: 


У—ав—2). (13) 


23. Предложене. Во всякомъ выпукломъ многогранние сумма много- 
гранныхъ угловъ равна избытку суммы двугранныхь угловъ надъ столько 
разъ взятыми двумя прямыми двугранными углами, сколько многогранникъ 
имфетъ граней безъ двухъ. 

Доказат. ИзвЪстно, что каждый трегранный уголь многогранника ра- 
венъ избытку подлу-суммы своихъ двугранныхь угламъ надь однимъ пря- 
мымъ двуграннымъ угломъ. Точно также каждый четырегранный уголъ ра- 
венъ избытку полу-суммы своихъ двугранныхь угловъ надъ двумя прямыми 
двугранными углами и т. д. Но каждый двугранный утготь многогранника 
всегда принадлежить двумЪ многограннымъ угламъ, сл№довательно, если 
чрезъь Д означимъ прямой двугранный уголь, то сумма воВхъ угловъ много- 
гранника будетъ равна избытку суммы двугранныхь угловъ Надъ коли- 
чествомъ: 


8, 0(3—2)+5,Г(а—2)+8,005—3+..=21(А-5) 
Но 4-—8=Р—2, схВдовательно предъидущее выражене будетъ: 
2ТЕ—2) (14) 


24. Предложеще. Если выпуклая не замкнутая поверхность много- 
_ гранника имфетъ одно отверстйе, ограниченное я ребрами, не лежащими 
въ одной плоскости, то эту поверхность можно замкнуть многогранною по- 
верхиостью, имёющую найбольше *—2 граней, и такимъ образомъ полу- 
чимЪ многогранникъ выпуклый замкнутый со всвхъ сторонъ. 

Доказат. Пусть АВСГЕЕ будетъ ломанная ограничивающая выпук- 
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ую: поверкность. Всегда можно провести такую плоскость, которая прохо- 
дить по крайней м8рз чрезь три вершины контура АВСОЕРГ и притомъ 
тавъ что всв остальныя вершины хежатъ по одну сторону этой плоскости. 

Пусть, напримЗръ, будетъ полученная такимъ образомъ грань АЕС. 
Чрёзъ вершины А и С проведемъ плоскость, которая бы оставляла съ од- 
ной стороны всВ вершины поверхности и положимъ, что эта плоскость об- 
ращается около АС до тёхъ поръ пока не встрётить новую вершину, на- 
примёръ, В, то АСВ будеть новая грань. 

Продолжая, такимъ образомъ, мы построимъ рядъ граней, которыя 
закроютъ отверсте АВСРЕЕ. Число этихъ граней будетъ наибольшее, 
когда онз будуть треугольныя и будутъ имВть общую вершину А. Но въ 
этомъ случаВ это число будеть т—2. : 

Построенный многогранникъ будетъ, очевидно, выпуклый. Въ самомъ 
ДАЛЬ, если, наприм®ръ, плоскость ЕДС пересЪкаеть данную поверхность, 
то сторона СВ, продолженная должна вотрЪтить также поверхноеть, кото- 
рая, въ такомъ случа, не будеть выпуклая, что противорзчить положеню. 

25. Предложене. Если въ выпукломъ многогранномъ углф, коего всЁ 
грани, исключая одной, постоянны, мы будемъ измфнять одинъ изъ дву- 
гранныхь угловъ, противолежащихь этой грани, то грань будеть умень- 
шаться съ уменьшешемъ угла и увеличиваться съ увеличешемъ угла. 

Доказат. Положимъ, напримВръ, что въ выпукломъ многогранномъ 
углз 8, мы будемъ измёнать двугранный уголь ©), противоположный 
грани АбВ, положимъ еще друме двугранные углы ©С, 5Е, ЗЕ неизм- 
наютея и что грани В5(, С5),.., ЕЗА также не изызняются (фиг. 556). 


Фиг. 556. 


Если проведемь плоскости 45) и В8), то многогранный уголь 5 
раздВлитея на два многогранные угла бАЕРО, 5ВСХ и одинъ треграиный 
БАВШ. Но изъ положеня мы видимъ, что первые два угла постоянны, 
стВдовательно нзиЗнеше лвуграннаго угла 50, въ данномъ многогранномъ 
угл, равно измёненню двуграннаго угла 5) въ трегранномъ угл ЗАВД. 
Но въ трегранномъ углё ЗАВД, если дьз грани АБО и ВБД постояины, 
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то третяя АбВ будетъ увеличиваться или уменьшаться, смотря потому 
будетъ-ли увеличиваться или уменьшаться противоположный ей двугранный 
уголъ. Слдовательно и т. д. 

Если будемъ измЗнать не одинъ двугранный уголь 80), & нзеколько 
противоположныхь гранн 498, то полагая что всВ остальныя грани ие 
измвняются мы будемъ имфть ся дующее предложене: 

Если въ выпукломъ многогранномъ угл, коего ве грани, ва исклю- 
ченемъ одной, постоянны, мы будемъ изыЗнять въ одномъ и томъ же 
направлеви, изкоторые двугранные углы противопохожныя изм8нающейся 
грани и при томъ такъ, что многогранный уголъ остается выпуклымъ, то 
измВняющаяся грань будетъ увеличиваться или уменьшаться, смотря потому 
будутъ-ли двугранные углы увеличиваться или уменьшаться. 


26. Предложене. Если будемъ измЪнать, какимъ бы то нибыло обра- 
вомъ, двугранные углы въ многогранномъ выпукломъ угл, коего грани не- 
изизняются и если на твхъ ребрахъ двугранныхъ угловъ, которые уве- 
личиваются поставимъ знакъ -+, & на тёхъ, которыхъ двугранные углы 
уменьшаются поставимъ знакъ—, и сосчитаемъ вокругь многограннаго угла 
перемВиы знаковъ, то найдемъ ие мене четырехъ перемЗиъ. 


Доказат. Необходимо, чтобы многогранный уголъ имВхь болЗе трехъ 
граней, такъ какъ неизиВияемость граней, въ треграниомъ угл, влечеть 
за собою неизиЪняемость двугранныхъ угловъ. КромВ этого, предпола- 
тается, что многогранный уголь, будучи до изм невя двугранныхь угловъ 
выпуклымъ, остается выпуклымь и послВ изызнен!я этихъ угловъ. 

Во первыхъ нельзя положить, что всВ хдвугранные углы увеличнвают- 
ся или уменьшаются, такъ какъ въ силу предъидущаго предложешя по 
крайней мЪрВ одна изъ граней измВнилась бы. 

Во вторыхъ, невозможно, чтобы на ребрахъ многограннаго угла ва 


однимъ рядомъ знаковъ + слВдовалъ бы одинъ рядъ знаковъь —. Въ са- 
момъ дВлЪ, положимъ что въ многогранномъ угз® на ребрахъ 5В, БА, 5Е 
стоять знаки --, а на остальныхь стоятъ все знави—. Если проведемъ 


дагональную плоскость въ многогранномъ угл такъ, чтобы съ одной ея 
стороны на ребрахъ былн знаки —-, а съ другой были знаки—, То изъ 
предъидущаго предложен!я будетъ слФдовать, что плосвй уголь ВЯЕ въ 
одно и тоже время и увеличивается и уменылеется, что нехВио. 


Въ третьихъ, изъ того что сказано выше сл®дуеть, что на ребрахъ 
многограннаго угла будетъ всегда боле двухь перем нъ знаковъ. 


Итажъ какъ вачиная отъ одного ребра и пройдя по вебмъ, необходимо 
возвратиться къ первому, то слфдуеть, что число перем%нъ знаковъ будетъ 
всегда четное, схёдовательно по крайней мрз ихъ есть четыре. 

11 
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Равенство и нодоб1е выпуклыхъ многограниикевъ. 


й 


217. Предложен. Два выпуклые многогранника Ри Р, равны, когда 
имють всВ грани равныя, каждая каждой, и одинаково располо- 
женння. 

Доказат. Чтобы доказать это предложеше надобно показать, что каж- 
дый многогранный уголъ одного миогогранника иметь равиый ему много- 
граниый уголь въ другомъ многогранниеВ. Еслибы этого небыло, то это 
происходило бы оть того, что многогранные углы въ Р или вс%, или 
отчасти иеравны многограннымъ угламъ въ Р,. Этоть послёдый случай 
сводится къ первому. : 

Въ самомъ дьль, пусть ВАВСШЕ будетъ многогранный уголь въ Р, 
который иметь равный себЪ многогранный уголь въ Р,. Если мы удалимъ 
этотъ уголъ 5 н происшедшее отъ того отверсте АВСОЕ завроемъ (приб.УШ, 
пред. 24) многогранною выпуклою поверхностью, то миогогранниеъ Р зам%- 
нитея другимъ ©, ииющимъ меныше граней, меныле вершинъ и меньше 
реберъ чВмъ въ Р. Точно такимъ же образомъ мы можемъ въ Р, удалить 
многогранный Уголь 5,, равный углу 5 и образовать многогранникъ ©,, 
коего всЪ грани равны грянямъ ©. Продолжая подобнымъ образомъ мы по- 
лучимъ наконець многогранники Ги 7, коихь вс грани равны каждая 
каждой, но многогранные углы неравны. СлЁдовательно мы можемъ раз- 
сматривать только` тотъ случай, въ которомъ всЪ грани многогранниковъ 
РирР равны каждая каждой, а многогранные углы перавны. 

Покажемъ теперь, что это невозможно. 

Допустимъ, что при равенств8 всВхъ граней мпогогранниковь Ри Р, 
вс многогранные углы многогранника Р неравны многограннымъ угламъ 
многограииика Р,. Будемъ разсматривать этоть посяёдй  многограниикъ 
какъ преобразоваше многогранника Ри въ этой гипотезВ поставимъ знавъ 
—-яа тАхь ребрахъ, коихъ двугранные углы увеличились. & знакъ — носта- 
вихъ на тВхъ, коихъ двугранные углы уменьшились. Такъ какъ по предло- 
жентю 26 число перемВнъ знавовъ или равно или болыле четырехъ, то оз- 
начая число перем нъ знаковъ на всфхь многогранныхъ углахъ многогран- 
ника Р,, чрезь № мы булемъ имть: 


Х№- 45 


если 8 есть число вершинъ въ многогранник® Р,. 

Два посл ловательныя ребра многограннаго угла въ многогранникЪ 
оэвринадхежатъ всегда одной гранн и принадлежать только этой, сядователь- 
чо: число. „М. должно быть равно всему числу перемфиъ знаковъ встрёчае- 

мых», обхода. посвФдовательно каждый периметръ грамей многогравника Р.. 
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Но для треугольныхь граней такихъ перем нъ знаковъ можеть быть 
не боле 2. 

Для четыреугольной грани перемВнъ зваковъ не можеть быть бол3е 4. 

И вообще, если число сторонъ грани будетъ четное 2м, то число пе- 
ремЪнъ знаковъ на периметр этой грани не можетъ быть боле 2%, если 
же число сторонъ грани будетъ нечетное: 2-1, то число перемЗнъ зиз- 
Бовъ не превзойдеть 29. р 

Если чрезъ [., /., Г, -. означимъ число треугольныхь, четыре- 
угольныхь и т. д. граней, то мы найдемъ: 


М 2--Ар-аЕ-Н6Т,-6Р,-+ .. (1) 
но мы имфемъ [прибав. УШ, пред. 18, (31)}: 
| ЗАВ НЕ.+.. 


ЕЕ .. 
откуда: 
4А—4И—оу. +4 Н6Г + .. 
но мы имфемъ: 
5--ЕА-Н2 
сл довательно: 
49=8-Н2 Нар -Н6 + .. 


откуда ветВдетве неравенства (11) найдемъ: 


№=45—8 
НО мы нашли выше, что; 
М> 48 


слЪдовательно число № меньше числа 45—8 и больше 48 — что несооб- 
разно. СлВдовательно  иевозможно чтобы многогранникия Ри Р, ) 
имВя всВ грани равныя каждая каждой, имфли не равные многогранные 
углы. | 

Итакъ многогранники Ри Р,, имвюще равныя граии каждая каж- 
дой, имВють и многогранные углы равные каждый каждому, и слёдова- 
тельно будуть равны. 

Изъ этого еще слёдуеть, что если два выпуклые многотранника 
имЪютъ одинаковое число граней подобныхъ и подобно расположенныхтъ, то 
они подобны. г 

28. Предложенще. Найти число необходимыхъ условй для опредзлея 
выпуклаго многогранника? 
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Доказат. Такъ ЕАБЪ выпуклый многоугольникъ Магоналями, прове- 
денными чрезъ одну изъ его вершинъ, дзлится на я—2 треугольников, 
если п есть число его сторонъ; а для опредзлешя треугольника необхо- 
димо три условя, то число всфхъ условй будетъ 2и—3. Въ самомъ дл, 
для перваго треугольника необходимо 3 условшя, а для п—3 остальныхъ, 
очевядно, необходимо только по 2, слЁдовательно мы будемъ имВть 
32(п—8)=2,—3. Очевидно, что для подобя выпуклыхъ многоугольни- 
ковъ необходимо 2—4 условй. 

ЗамЪтивъ это, возьмемъ одну изъ граней многограиника з& осиоване. 
Пусть эта грань будетъ имЪть п сторонъ, то для ея опредЪленя необхо- 
димо 2п—3 условй. Такъ какъ всёхъ вершинъ въ многогранник® есть ©, 
то число вершинъ вн взятаго основашя будеть 5—я. Для опредвленя 
точви въ пространствВ необходимы эири условя, слФдовательно мы будемъ 
имфть 2—3--3(5—яп)=385—и— 3 условй. 

Тавъ какъ плоскость опредвляется тремя точками, а точка тремя 
услошями, то для веёхъ вершинъ многогранника, зежащихь въ одной 
илоскости необходимо только два условя, слЗдовательно чнсло 3(5—я) не- 
обходимо уменьшить числомъ: 


(ЗН, —з)-Н(и,—3)+.. 


ТАЗ, п, п., .. суть числа означающуя число сторонь каждой грани 
изъ числа ЁК—1 граней лежащихь вн} взятаго основаня. Сл3довательно 
чиехо усховй будетъ: 


З(Е--8—2)—(в-ни-ни-ня, ..) 
но: 
я-Ни--я,+..=2А, 5-Е-9=А 


сл» довательно число условй будеть А, т. е. равно числу реберъ, 


Замтимъ при этомъ, что эти условя не могутъ быть выбранныя слу- 
чайно между ребрами и углами, составляющими элементы многограннида, 
такъ какъ число уравненй хотя и будеть равно Числу неизвФетныхь, но 
эти уравнен!я могуть быть такого свойства, что задача сдлается неопре- 
двленною. Для примЗра возьмемъ не треугольную призму и положимъ, что 
даны ея ребра, очевидно, что основате призмы, имВя один и тёже ребра 
можеть имВть самыя разнообразныя формы и кромВ того паразлельныя 
ребра призмы могутъ быть произвольно наклонены къ основанию. 

Такъ какъ для равеиства двухъ многогранниковь необходимо А ус- 
лов, то очевидно для ихъ подобя необходимо А—1 условй. 


ТХ. Изырено объемов и поверхностей т%л%. 


1. Объемомь тЪла называютъ отношее двухъ т№хъ, изь коитъ одно 
принято за единицу. 

Обыкновенно з& единицу т%ла принимается кубъ, коего сторона есть 
единица длины. 

2. Объемь параллелепипеда. Евклидъ доказаль (кн. 11, пред. 32), что 
два параллелепипеда, имзюпие равныя высоты относятся между собою 
какъ пхощади ихь основанй, а для измЗреня объема параллелепипеда на- 
добно доказать, что: 

Предложете 1. Два параллехепипеда, им юще равныя основан1я отно- 
сятея между собою какъ ить высоты (фиг. 557). 

Доказат. Возъмемъ два параллелепипеда АВСР и ЕЕ@Н, коихъ 
основан!я АС и Е@ равны и коихъ высоты суть ВК и ЕЁ. 


Фиг. 551. 


Продолжимъ высоту ВК такъ чтобы ея продолжеше ВМ было равно 
высотз СЕ. Чрезъ точку М проведемъ плоскость перпендикулярную къ 
МВ. Продолжимъ ребра параллелепипеда АВСШ до встрёчи съ проведен- 
ною плоскостью, что образуетъ два параллелепипеда АМСО и ВИМОО. 


Такъ какъ плоскость ВО паралхелельна сторонамь АС и №, то 
пераллелепипедь АВСО относится къ параллелепипеду ВМШОО какъ па- 


614 


раллелограмъь АР къ паралхелограму РМ (кн. 11, пред. 25), или какъ 
АВ: ВМ (кн. 6, пред. 1), или наконецъь какъ ВК: ВМ (вн. 6, пред. 17): 


АВСО: ВИГО=ВК: ВМ. 


Но параллелепипеды В№МОО и ЕРСН им%юпе равныя основашя и 
равныя высоты равны (кн. 11, пред. 31), сяВдовательно: 


АВОСЬ: ЕЕСН=ВК: ЕЁ 


Предложене 2. Два параллелепипеда, ииЗюлуе разныя основая и 
разныя высоты относятся между собою какъ произведешя  основанй 
на высоты. 

Доказат. Пусть основашя паралхелепипедовь Ри будуть Аи 
А,, а высоты В и й,. Возьмемъ трей параллелепипедъь © коего основане 
есть Д., & высота В. 

Такъ вкакъ параллелепипеды Ри © имВютъ равныя высоты, и разныя 
основан, а параллелепипеды 9 и Р, имЗють равпыя основаня, и раз- 
ныя высоты, то мы имземъ: 


А %@_1 
9 д’ ВВ 
перемиожал эти равенства найдемъ: 
Р_ АЛ 
р Ай 


Если параллехепипедъ Р, примемъ за единицу, то 4, будетъ единица 
площади, а В, единица длины, слздовательно мы будемъ имЗть: 


Р=АВ 


т. © объемъ параллелепипеда Р будеть равенъ произведению  основан!я 
его А на высоту №. 
Если параллехлепипедьъ будетъ прямоугольный, то основаве будегъ 
прямоугольникъ и если его стороны будуть @ и $, то А—=аф, откуда: 
-—а.5.В 


т. е. объемъ прямоугольнаго паралхелепипеда Р, коего стороны суть а, 6, 
№, будетъ произведеше сторонъ, ветр8чающихся въ вершин® одного изъ 
его угловъ. 

Если а=$—й, то параллелепицедъ есть кубъ и объемъ его: 


Р-=а* 
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2. Объемь призмы. Раземотримъ сначала треугольную призму АЕ, 
имВющую основашемъ Л АВС. Допохнивъ треугольникъ до параллелограма, 
и призму ло параллелепипеда, который съ призмой будетъ им®ть одяу вы- 
соту, но хвойное основанте. 


Фиг. 558. 
Ф Р 


и 


Щи 


В с 


Данная призма будеть составлять половину параллелепипеда (ки. 11, 
пред. 28). 

Но объемъ параллелепипеда будеть равенъ основаню (7 помномен- 
ному на высоту А, т. е.: 


Р=Абл 


раздВляя 06% части на два подучимъ: 


ев 


2 2 
но — — приз., и 4 = ААВС, слвдовательно: 
об. приз. =ААВСЛ 


т. е. произведению площади основаня на высоту. 

Такъ какъ оснкая призма разбивается на треугольныя, то легко ви- 
дЬть, что объемъ всякой призмы равенъ произведеню основатя на вы- 
соту: 

об. приз.—==основ. Ж выс. 


3. Объемь пирамиды. Всякая пирамида составляеть треть призмы, 
имЗющей съ ней равное основаше и равную высоту (кн. 12, пред. 7, слёх.); а 
такъ какъ объемъ призмы равенъ основаню на высоту, то объемъ пира- 
миды равенъ основан помноженному на треть высоты. Если основане 
пирамиды есть А. з высота й, то: 


в 


об. пнрам. —= > Ай—=А. = 


4. Поверхность призмы. Боковыя поверхности призмы суть цараые- 
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лограмы, которые вс® ниВЮТЪ основашемъ ребро призмы, схВдовательно 
бокован поверхность призмы получится помножая, общее осковае на 
сумму высоть всзхъ параллелограмовт, которая есть вичто иное какъ пе- 
риметръ многоугольника, полученнаго, пересвкая призму плоскостью пер- 
пендикулярною въ ребру, эта плоскость будеть перпендикулярна и ко 
всмъ ребрамъ (кн. 11, пред. 8), слВховательио стороны многоугольника 
будуть перпендикулярны къ ребрамъ. 

Если призма прямая, то боковая поверхность ея получится, помно- 
жаз периметръ ея основаня на ребро. Если периметръ основан я есть Р, 
и ребро Й, то: 

Бок. повер.—=Р} 


5. Боковая поверхность пирамиды. Боковая поверхность пирамиды 
получится, взявъ полусумыу произведен! каждой стороны многоугольника 
основатя на. соотв тственные перпендикулиры, опущенные изъ вершины пи- 
рамиды на стороны многоугольника основаня. 

Въ самомъ дл, боковая поверхность пирамиды состоить изъ треу- 
гольниковъ, имющихъ общую вершину съ пирамидой, & основатями стороны 
миогоугольника обнованя. Если стороны многоугольника будуть а, ‚ а, , @; „-- 
ий,, й,, В,, -. высоты треугольниковъ, то: 


пов. пир. ==$ (ай, Най-на,л,-+ ..) 

Если пирамида будетъ правильная, т. е. такая, которая имЗетъ осно- 
ванемъ правильный многоугольинеъ, & вершина находится на перпенди- 
кулярВ возставленномъ изъ центра многоугольника къ его плоскости, то 
легко видфть, что бока такой пирамиды суть равнобедренные треу- 
гольники равные между собою и имЗюпие высотою прямую, соединяющую 
вершину пирамиды съ срединою какой нибудь стороны многоугольника 
основатя. Общая высота всЪхъ треугольниковъ называется ановемою пира- 
миды. Ст}довательно боковая поверхиость правильной пирамиды равна пе- 
риметру основан1я помноженному на половину аповемы. 

Если периметръ основан1я назовемъ чрезь Р, а аповену чрезъ №, то 
будемъ имфты: 


пов. шр.-=Р.>. = т 


6. Объемь какою нибудь мномлранника. Чтобы получить объемъ много- 
гранника берутъ внутри его произвольно точку и соединяютъ ее съ вер- 
шинами многогранниеа, таким образомъ получится извЪстное число пира- 
мидъ, объемы воторыхъ складываются. 

Но въ изкоторыхъ частныхь случаяхъ, объемъ многогранника можеть 
быть вычисленъ проще. Это бываетъ въ слёдующихь случаяхъ: 
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7. Объемь треуюльной призмы усъченной не параллельно основанию 
Пусть АВСШОЕЕ будетъ треугольная призма усвченная не парахлез но 
основавю АВС. Проведемъ плоскости ЕАС м ЕДС, эти плоскости разд®- 
лить данную призму на три пирамиды ЕАВС, ЕАСШ и ЕСШОЕ (фиг. 559). 

Первую пирамиду ЕАВС можно разсматривать. какъ ииВющую осно- 
ванемъ АВС, а вершину въ точЕВ ЕЁ. 

Вторая пирамида ЕАСО равна пирамидь ВАСГ (кн. 12, пред. 5), по- 
тому что эти дв пирамиды имфютъ одно основае АС], а вершину ий 
прамой ВЕ, параллельной основан, слФдовательно пирамиду ВАС) 
можио разсматривать, какъ имфющую основашемь АВС, а вершину въ 
точк8 ДО. 

Третяя пирамида ЕСОР равна АВСЕ, потому, что эти дв пира- 
милы имфютъ равныя основашя СЕЁЕ и СЕВ (вн. 1, пред. 37), а вершины 
ня прямой АО, параллельной плоскости ВСЕЕ, въ которой лежатъ 06а 
основанйя, слФдовательно пирамида АВСЁ можеть быть разсматриваема, 
какъ имфющая основашемь АВС, & вершину въ точЕВ Е. 


Фиг. 559. 


Если означииъ чрезь й,, №,, В, перпендикуляры, опущениые изъ 
вершинъ Ш, Е, Р пирамидъ на ихъь общее основаше Л.АВО, то мы бу- 
декъ имЪть: 

В--Ь-ЬЬ 


об. приз.—=А АВС, 3 


потому что №,, й,, №, будуть высоты пирамидъ АВСШ, АВСЕ и АВСЕ, 
& площадь ихь основашя есть ААБОС. 

Если данная усЪченнан призма будетъ прямоугольная, то высоты 
в, №,, й, будуть ребра АД, ВЕ, СЕ. 

8. Объемь пирамиды усъченной параллельно основаню. 


Предложене 3. Если пирамида пересФчена плоскостью паралхельною 
осиованю, то сВчеше будетъь многоугольникъ подобный многоугольнияу ос- 
нован1я и площади этихь многоугольниковъ относятся между собою какъ 
увадраты ихъ разстоянй отъ вершины пирамиды. 

18 
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Доказат. Пусть ханвая пирамида будеть АВСОЕ и густ:. 4М б;- 
деть перпендикуляръ, опущенный изъ вершины А на основанш ВСОЕ. 
Чреэзъ точку Г, взятую ва этоиъ первендикуляр®, проведемъ плоскость 
параллельную плоскости основашя, сВчете этой плоскости съ пирамидой 
будеть многоугольникь Р@НК (фиг. 560). 

Соедивииъ точки Ё съ С и М сь С. Прямыя Р@ и ВС будуть па- 
раллельны, такъ вакъ онЪ суть пересВчене хвухъ нараллзельныхь плоскостей 
третье» плоскостью АВС (кн. 11, пред. 16), по той же причянВ парал- 
лельны и прямыя ОН и СП, слЬховательно ДЕбН= ДВС (ав. 11, 
пред. 10). По той же причин и вс углы миогоугольника Р@НК равны 
соотв тетвеинымъ угламъ многоугольника ВСШЕ. Такъ какъ ВС |] РВ, то 
зреугольннки АВС и АР@ равноугольны, и сл6ховательно: 


ВС: ЕО=АС: Аб 

но и треугольники АС) и АСН также равноугольны, слВдовательно: 
Ср: СНЕС: АВ 

откуда: 
ВС: Еа=Су: 6вН 


Тотно также легко показать, что вс№ стороны миогоугольника Р@НК 
пропорщональиы сторонамъ многоугольника ВСОЕ, слВдовательно многоу- 


Фиг. 560. 


эльиики ЕОНК и ВСПЕ, будучи равноугольны и имЪя пропорцюналь- 
лыя стороны, будуть подобны (кн. 6, опред. 1). Но цлощали подобныхь 
многоугольииковъ отиосятсн кавъ квадраты сходственвыхь сторонъ (кн. 6, 
пред. 22), слБдовательно мы имЗемъ: 


мног. ВОДЕ: мног.Р@аНК= ВС": ЕС’ 
Изъ похобя треугольниковь АВС и АР, АСМ и АСГ мы имфемъ: 


ВС: ЕС=АС: Аб-=АМ: АГ 


$19 


ОТЕУДА: 
ВС?: Еа*-=АС*: Аб?—=АМ": А! 
ел довательно: 
мног.ВСОЕ: мног. ЕЕНК=АМ*: АТл 


Слльдствте. Изъ этой теоремы слВлуетъ, что если дв пирамиды 
иуВютъ равния оснопавя и равныя высоты, то ихЪ сВченя паразлельныя 
основашямъ и равноотстояния отъ вершинъ будуть равны. Въ самомъ дл», 
пусть основанн уног. ВСДЕР и яног.В'С'Ш’Е'Е' двухъ пирамидъ будуть 
равны, пусть ихъ высота будеть Н. Если пересёчемь обф эти пирамиды 
плоскостями параллельными основатямъ на разстоян # отъ ихъ вершипт, 
то мы будемъ ихбть: 


мног.ВСОЕЕ: мног.6еде!—=Н*: № 


иног.8'0`О'ЕЕ: мног.6е4еГ=Н?: № 
отвуда: 
мног.ВОДЕЕ: мног.В'С'Г'ЕЕ—мног.Беде{ : ног." де} 


Но мног.ВСРЕЕ=мног.В'СРЕЕ', схвдовательно и многоугольники 
сВченй также равны: 
мног.феде/—мног.6с@еР 


Предложене 4. Объемъ пирамиды, ус$ченной плоскостью параллельно 
основанию, равенъ тремъ пирамидамъ, имфющимъь высоту равную  высотЗ 
уеВченной пирамиды, & основанями: одна нижнее основан!е усЗченной 
пирамиды, другая верхнее основаше той же пирамиды, а третяя будет» 
имЪть основанемъ средне-пропорщюнальную илзощадь между нижнимь + 
верхнимъ оснозашяуми усфченной пирамиды. 


Доказат. Разсмотримъ еначаха треугольную пирамиду АВСО, пере- 
сфченную плоскостью параллельною основан!ю (фиг. 561). Пусть это сВчеше 
булеть АЕЕС. Нроведемъ плоскости ЕВД и ЕЕХ, плоскости эти раздВлятъ 
усзченую пирамиду ВСРЕЕСЯ на три пирамиды: ЕВСХ, ЕЕСФ, ЕЕДВ. 


Первая пирамида ЕВСО имфеть основашемъ нижнее основаше ус%- 
ченной пирамиды, & вершину въ точкз Л, слВдовательно ел высота будеть 
равна высотВ усЗченной пирамиды. 


Вторая пирамида ЕЕФР имфетъь основаемъ верхнее основаше 
усзченной пирамиды, а вершину въ точ Ш, ся довательно имЗемъ туже 
высоту что и первая пирамида. 

Наконець третяя пирамида РЕРВ, равна нирамидлв НВЕШ, кото- 
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рой вершина Я была получена, проведя въ плоскости АВС прямую ЕН [| ЕВ, 
сл®довательно пирамиды ЕЕШВ и НВЕД равны, имВя одно основаше 


Фиг. 561. 


ЕВО, а вершины лежатъ на прямой ЕН параллельной основан ЕВД. 
Пирамиду НВЕД можио разсыгтривать, какъ имВющую основанемъ 
ВНО, а вершину въ точкЪ Е, и слВдоветельно ея высота будеть равна 
высотё двухъ первыхъ пирамидъ. Взявъ ВК—ЕС проведемь НК. Такъ 
какъ треугольники ВСР и ВНО имфютъ одну высоту, то (кн. 6, пред. 1): 


АВСЬ: АВНО=ВС: ВН 
по той же причинВ: 
АВНУ: АВНЕ=ВО: ВК 


Но ВЕ-ЕС, а ВНЫ-ЕЕЁ, тавъ какь ВНЕЕ. есть параллелограмъ. 
Кром этого треугольники ВОДО и ЕЕ подобны, то: 


ВС: ЕЕ ВО: ЕС 
езЪЗдовательно: 
АВС: АВНЛ=ВО: ЕС 


АВНЛ: ВНЕ=ВО: ЕС 
во АВНК-—=ЛЕЕС (кн. 1, пред. 4), слёдовательно: 
АВОШ: АВНЫ)= А ВНО: ЛЕЕС 


откуда видимъ, что основаше Л ВНО третьей пирамиды есть средне-про- 
ворнональная величина между верхнимъ и нижнимъ основашями усЪчен- 
ной пирамиды. 

Если положииь ЛВОР=А, АЕЕСЬ=А, ‚ то АВНО-У А.А,. С1- 
довительно. означая чрезъ №, разстояше между верхнимъ и нижнимъ осно- 
зашяыи усзченной пирамиды, мы будемъ имЪть: 


об, уевч. пирам. == 4 (А+УдА.-+А,) (а) 
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Возьмемъ теперь миогоугольную пнрамиду и построимъ треугольникъ, 
коего площадь была бы равна площади многоугольника основан1я данной 
пирамиды. На основаши цостроеннаго треугольника построимъ треугольную 
пирамиду, коей высота была бы равна высотВ данной пирамиды. Перес®- 
чемъ об пирамиды плоскостями параллельиыми основашяыЪ, на равномъ 
разстояи отъ вершинъ. Такимъ образомъ получимъ двв усЁченныя пира- 
хиды одну многоугольную, & другую, построенную, треугольную. Такъ какъ 
нижн!я основаня этихъ пирамидъ равны, то равны и верхе!я (прабав, [\, 
пред. 3, сл3д.). Но цлыя пиранихы равны и малыя равны, слЗдовательно 
равны и усфченныя. Откуда объемъ усзченной многоугольной пирамиды 
будетъь выраженъ также формулою (а). 

Туже теорему можно доказать еще слЗхующимъ образомъ: 

Пусть площадь нижняго основашя пирамиды бтдетъь А, а верхняя 
А,. Пусть Н будетъ высота д®лой пирамиды, ь В высс.л малой, то будемъ 


имзть: 


об. больш. пирам.==/А. н 


0б. мал. пиры, № 
Вычитая малую изъ большей, получимъ объемъ усзченной пирамиды: 


об. уч. парам 


Зам чая, что мы имфемъ: 
д _Н* АА, _ ИН 
И о а 55 5 
найдемъ: 


об. усвч, пирам.—= 5 1 (НМ А ЕРч-НЫНЬ) |: 
откуда: | 
0б. усВч. пирам.= 4, (+ з) (Н—№) 


или соображаясь съ предъидущимъ: 
об. усЁч. пирам.== 3 А, (7 4) (Н—Ъ) 
а У А, 
или 
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06. ус3ч. пирам.= и (АНУААД,-НА,)(Н—й) 


гдё Н—й, есть высота усВченной пирамиды. 


9. Боковая поверхность пирамиды усъченной параллгльно основанию 

Поверхность такой пирамиды, очевидно. составлена изъ трапецй, 
складывая воторыя, получится искомая поверхность. Если пересВчемъ усф- 
ченную пирамиду плоскостью параллельною основашямъ и равно отетоя- 
щею отъ обЪихь, то легко видВть, что. каждая сторона полученнаго ече- 
ня, есть полусумиа сторонъ нижняго и верхняго основанй. 

Еелн пирамида правильная, то всз трапещи равны между собою и 
имзютъ одну высоту, которая есть аповема усЗченной пирамиды, слЪдова- 
тельно боковая поверхность ея равна произведеню периметра сфчевя, 
равноотстоящаго оть обвихь основаюй, на апоеемт. 


Цилиндръ и конусъ. 


10. Проэкщя. Проэкщей точки на прямой изи на плоскости пазы- 
ваютъ основаше перпендикуляра опущеннаго изъ точги на прямую или на 
ПлоСноСтЬ. 

Проэкщей прямой, нь прямой или на плоскости, называютъ прямую 
соединяющую проэкщи оконечностей данной прямой. Очевидно, что проэк- 
щя пряной, на плоскости параллельной прямой, равна и параллельна дан- 
ной прямой. Во всхъ другихъ случаяхъ проэкщя всегда меньше, проэк- 
тируемой. 

Въ самомъ дВлЗ, изъ оконечностей А и В прямой А Б опустимъ перпев- 
дикуляры АС и ВЛ на плоскость ММ (фиг. 562). Чрезъ точку - 'роведемъ 
прямую АЕ=С)О, которая будетъ находится въ плоскости СОВ ‘кн. 11, 
йред. 7). Проэкшя СШ прямой АВ равна прямой АЕ, такъ вакъ АСОЕ 
есть парахлелограмъ, & АЕ меньше АБ, потому чт В есть гипотевуза, 
а АЕ катетъ прямоугольнаго треугольника АЁВ. 


Фиг. 562. 


Проэкщя кривой на илоскости есть кривая, проходящая чрезъ проэк” 
ци вевхъ точекъ проэктнируемой кривой. 
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Проэкця многоугольника на изоскости есть многоугольникъ 0бразо- 
ванный проэкшей периметра, проэктнруемаго ` многоугольника. | 

Очевидно прозкц!х многоугольника, па плоскости параллельной плос- 
кости многоугольника, равна данному многоугольнику. Во всзхъ другихъ 
случаяхъ она меньше. Для этого разсмотримъ треугольникъ АВС, коего 
„основан:е есть АВ, & высота СР, и пусть ЕЁ@ будеть его проэкци на 
плоскости ММ. Пусть ЕЁ будеть проэкщя основашя АВ, а @Н проэв- 


щ1я высоты СР. Пусть наконець С.К будеть высота треугольника ЕР@ 
(фиг. 563). 


Такъ какъ плоскость треугольника АВС не параллельна плоскости 
ММ, то АВ и СЛ не могутъ быть об параллельны плоскости М (кн. 11, 
пред. 10), а слВховательно ихъ проэкши ЕРи @Н обь вли по крайней 
иврВ одна будуть меньше АВиСО. Но @К не можеть быть больше @Н, 
такъ какъ (СКЕ-А. Изъ этого вндимъ, что основаше и высота треу- 
гольника ЕР@ или меньше, основаня и высоты треугольника АВС или 
одна изъ нихъ не больше, & другая меньше. А изъ этого слВдуетъ, что: 


ДАВС> ДЕЕС 


Если это предлочевне вЪрно для треугольника, то очевидио, оно 
иметь мВсто и для ` ‘огоугольника, такъ каЕЪ каждый  многоугольникф 
есть сумма треуго ....овъ, изъ ковхъ каждый больше своей прозкщи. 

Изь `` _дъидущаго сл$ёдуетъ, что грань многограиника всегда 
меньше суммы остальныхъ его граней, такъ вакъ, очевидно, что прокщя 
этихъ гр. ^й на плоскости первой грани не меньше этой грани. 


И. Многогранная поверхность нли кривая поверхность называется 
выпуклыми, ести пересВчене ея съ какою нибудь плоскостью, есть вымух- 
ый многоугольинкъ или выпуклая кривая. 

Разсмотримъ лза выпуклыхъь многогранника изъ коихь одинЪъ весь 
находится ввутри другаго. Нродолжимъ стороны внутренияго многогран- 
вика До встрёчи еъ поверхностью внЪшнаяго, то разсуждая какъ мы раз- 
суждали относительно выпуклыхь многоугольниковъ (прибав. УЦ, пред. 15) 
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найдемъ, что поверхность внутренняго многогранника меныпе поверхности 
внжшняго. 

Это предложеше остается справедливымъ какое бы нибыло чнело и 
Величина сторонъ многогранниксвъ, тавъ какъ кривую поверхность можно 
разсматривать какъ предзль внисанной въ кривую многогранной поверх- 
ности, число сторонъ которой неопред®ленно возрастаетъ, & величипа ихъ 
иеопредВленно убываетъ. СлВдовательно предъидущее предложеше остает- ° 
ся справедливымъ и тогда когда обВ многогранныя поверхности или одна 
изъ нихъ суть поверхности кривых емпмуклыя. 

12. Повертность м объемь цилиндра. 

Если многоугольникъ основан!я призмы вписанъ въ кругь основзтя 
цилиндра, то говорятъ, что призма виисана въ цилиндръ, если же многоу- 
гольникъ основан!я призмы описанъ около круга основаШя цилиндра, то 
говоратъ, что призма описана около цилидра; если при этомъ ребра впи- 
санной призмы суть женератрисы цилиндра, а грани описанной призмы 
касаются цилиндра по его женератрисамъ. Какъ вписакная такъ и опи- 
санная призмы суть прамыя. : 

Возьмемъ цихиндръ, коего радусъь основашя есть В, впишемъ и 
опишемъ, дзя простоты, правильныя около него призмы съ одииаковымъ 
числомъ сторонъ, коихъ число можеть увеличиваться, а величина умень- 
шатся неопред®ленно. Такъ какъ описанная призма заключветъь внутри 
себя цилиндръ, а цилиндръ заключаетъ вписанную призму, то (прибав. ГХ, 11) 
погерхность и объемъ цилицдра всегда заключается между поверхиостями 
и объемами описанной и знисанной призмъ. Такъ какъ съ неопредВлен- 
нымъ возрасташемъ сторонъ описанныя и вписанныя призмы стремятся 
сдфлатся равными, то мы будемъ разсматривать цилиндръь какъ предёхь 
къ которому стремятся поверхности и объемы вписанныхь и описанныхъ 
правильныхь призмъ, коихъь чиело сторонъ неопредзленно возрастаетъ. 

Если означимъ чрезъ Р, перичетръ описанной призмы, чрезъ Р, пе- 
риметръ осиовашя влисанной призмы, трезъ Н, площадь многоугольника 
основан]н описанной призмы, чрезъ Ц, площадь многоугольника основаня 
винсанной призмы. Чрезъ Ок. означимъ окружность основатя цилиндра, & 
чрезъ Кр. площадь того же круга, то мы будемъ пызть: 


Р/-=Ок.-+е, ’ Р, ‚—Ок.— в, 
П‚—Круне, ‚ П,=Кр—е, 


ГХВ в, в, е,, е, будуть количества убывающун неопредВленно по м8рЪ 
возрастания числа сторонъ призмъ. Если чрезъ й означимъ высоту цилинд- 
ра, то это будетъь и высота обзихъ призмъ. 
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СлВховательно (см. прибав. [Х, 4): 
бок. повер. опис. приз.==Р.А=(Ок.-Нв, А 


бок. повер. впис. приз. =Р.А—=(Ов.—в,)№ 


об. приз. опис. =. ==(Кр.-Не,№ 
об. приз. внис.==0,й=(Ер.—е,№ 


Разность между боковыми поверхностями описанной и вписанной 
призмъ, есть: 
бок. пов. оп. пр.— бок. пов. вп. пр.—(*,-Не,)й 


& разность между объемахи тёхъ же призмъ есть: 
05. оп. пр.—06. вп. пр.==(е,-Не.№ 


эти разности еъ неопредленнымь возрасташемъ числа сторонъ иеопре- 
дфленно убываютъ и могутъ быть сдВланы менфе всякой данной величины. 
Такъ какъ цилиндръ есть предфлть описанной и вписанной призмъ, то, 
прилагая разсужденя кв. Х, пред. 1 и кн. ХИ, пред. 2, мы пайдемъ, 
что: 

Боковая позерсность цилиндра разни произведению окружности осно- 
чанёя цилиндра на ео высоту, а объемь цилиндра равень произиеденю пло- 
ауадн основаня цилиндры на ею высоту. 

Но Ов.—=2^В, Кр.==Е?, сл№довательно: 


бок. пов. цих. ==2х Вй 
об. цил. д 


Если къ боковой поверхности циливдра прибавимъ площади верхняго 
и нижняго основан цилиндра, сумма которыхь есть 2=Ё', то получимъ 
полную поверхиость цилиндра. 


пол. пов. цил.—2к В (+В) 


А это выражене есть боковая поверхность цилиндра, ичВющаго тоже 
основане, и высоту #-НВ. 

13. Поверхность и объемь конуса. Если около круга основаши ко- 
нуса опишемъ правильный многоугольиикъ и впишемъ такой же многоу- 
ГОлЬнНиИКЪ СЪ тмъ же числомъ сторонъ н вершины описанваго и вписан- 
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наго многоугольниковь еоединимъ съ вершиною конуса, то получимъ пра- 
вильныя пирамиды описанную и виисанную въ конуеъ. Очевидно, что 
ребра вписанной пирамиды суть женератрисы коиуса, а грань описанной 
пирамиды касается конуса также по женератрис$. ` 

Такъ кавъ описанная и виисанная пирамиды правильных, То ихъ 
‘грани суть равные равиобедренные треугольники. Высота граней, опи- 
санной пирамиды, очевидно, есть аповема пирамиды, & женератриса конуса, 
которую овначимъ чрезъ №. Озвачимъ апоеему вписанной пирамиды чрезъ 
№, ‚ то мы будемъ имЗть, если озкачимъ высоту конуса и об%ихъ пира- 
мидъ чрезъ В: 


бок. пов. оп. пир.-==Р, я —(Ок.-Н=,) р 
2 2 


бок. пов. ви. пир. ==, 8 —(Ок.—+,) г 


об. опис. пир.=0, г —(Ер.-не,) = 


об. вис. пир —=1, = = ре) 


Такъ какъ поверхность и объемъ конуса меньше поверхности ни 
объема описанной пирамиды и больше вписанной, а разности между по- 
верхностями и объемами пирамидлъ, съ увеличешемъ числа сторонъ умевь- 
шаются неопредфленно, что вудно изъ предъидущихь выраженй, то по- 
вепхность и объемъ конуса есть предЪлъ поверхностей и объемовъ пара- 
мидъ описанныхъ и вписанных, когла число сторонъ пирамидъ неопре- 
дфленио увеличивается. 

Но поперхность и объемъ описанной пирамиды суть: 


бок. пов. опис. пир.-==(Ок.+з,) ей 


об. опис. пир. ==(Кр.-не,) - 


приивная къэтимъ уравнешямъ основную теорему предёлоиъ (прибав. УП, 
пред. 19), найдемъ: 
пов. конус.=0Ок. 5 —=жВ. - = 
об. конус.=Кр. и кА. — 
З 3 
гдВ В есть рамусь круга основан. 
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Если необходимо имть полную поверхность конуса, то къ боковой 
его поверхности надобно прибавить площадь круга основашя пВ’, что 
даетъ: 

пол. пов. кон.-=Ай--кА*=<В(В-#) 


изъ этого выражения видимъ, что полная поверхность конуса, коего апо- 
вема есть #, равна боковой позерхности конуса, им$ющаго тоже основавше, 
& апоеемой В-+%. 

Легко также видфть, что В, №, Н связаны уравненемъ: ` 


=ЕВ--Н?. 


14. Поверхность и объемь конуса усъченнаю параллельно основаню. 

Опишемъ около конуса правильную пирамиду, и будемъ увехичивать 
число сторонъ пирамиды, то поверхность и объемъ усфченнаго конуса бу- 
деть предёль въ которому стремятся поверхность и объемъ усВченной пи- 
рамиды, заключенной между тми же плоскостями, что и усфченный ко- 
нусъ. Разсуждая какъ выше, мы найдемъ, что боковая поверхность усЗчен- 
наго конуса равна произведеню полусуммы окружностей верхняго и ниж- 
ияго основан усВченнаго конуса, на его же стороиу или желе“атрису. 
Если рамусъ нижияго основаня есть В, и верхняго 7, сторона р, то 


пов. усфч. конус =ю(В-Ни)р (а). 


а полную поверхность получимъ прибавляя площади круговъ верхняго и 
иижняго основанй пВ’и пт”, сл№довательно: 


пол. пов. уч. конус. === (В-нир-н= Анти? 

Если а означимъ высоту усВченнаго конуса, то: 
06. усВч. конус к(В'--Ву--!)а (5) 
Выраженя (8) и (5) можно получить слВдующимъ образомъ: озна- 
чимъ зповему цфлаго конуса чрезъ #, а отеченнаго чрезъ #,, то мы бу- 


демъ имть: 
пов, бол. конус.-== Ей 


пов. 0989. кОНусЕЕТУЙ, 


откуда поверхность усЪченняго конуса будетъ: 
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пов. бол. кон.— пов. отсЪч. кон. ==нов. ус№ч. кон. =к(Вй—й.) 


Но: 


#:,—=В:7 
& отсюда: 
Е в 
В 


Е А 
подставляя въ выражене Ай—7й, визсто =, найдемъ: 


пов. ус$ч. кон. <(В—”) а —=®(В-Н) = 


откуда: 
пов. усВч. кон. =ю®(В-н”) @—#,)==я(В-ну)р 


Если чрезъ Н означимъ высоту большаго конуса, и чрезь Н, отеЪ- 
ченнаго, то: 


об. больш, кон.== з кЕН 


об. отс®ч. кон.== и: 
сяздовательно: 


об. усЗч. кон.==0б. больш. кон.—06. отс3ч. вов -к(В"Н—Н) 


| 
замфчая, что: 
В:»—Н: Н, (с) 


7Н . 
и подставляя выЗето Н.= 5 въ предъидущее выражеше, найдемъ: 


(В—) 
В 


ти" 


об. усВч. кон.= 3=Н = ®(В'+- Ви”) @— 


Но изъ пропорщи слВдуетъ, что: 


Слвдовательно: 


об. ус8ч. кон.= -. та(В-НВу-+!”) 


Заизтимъ еще, что поверхности ц®лаго п усВченнаго коиусовъ мож- 
но выразить сл\дующииь образомъ: 

Пусть АВС будетъ прямоугольный треугольникъ, ПД) точка ва сре- 
кин гипотенузы 4С, ДЕ перпендикуляръ къ АВ (фиг. 564). 
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Въ конусЪ образованномъ вращашемъ треугольника АВС около АВ, 
окружность описанная точкою О будетъь равна половин окружности, опи- 


Фиг. 564. 
А 
у) Е 
С В 


санной точкою (С, тавъ кавъ ДЕЗ СВ (вн. 6, пред. 2). Если СВ=В, 
то ДЕН} В, но: 


пов. кон.=9Ж. от а АСК. ШЕАС 


Точно также нусть АВС будегь прямоугольный треугольникъ, Ш 
какая нибудь точка его гипотенузы, Ё точка лежащая на срединв пря-. 
мой ЮС, РЕ в ЕР@ прамыя перпендикулярныя къ АВ (фиг. 565). 


Фиг. 565. 
А 
ил) Е 
Ру С 
С р: 


Въ усфченномъ конусЪ, образованномъ вращещемъ тра:спи СДОЕВ 


Около, АВ, окружность описанная точкою Ё равна полусумм1 окружностей 


описанныхь точками Ди С, тавъ какъ Е@—= ЧР. 


Но мы имфемъ: 
пов. усзч. кон.=я(В-нх)др=Ф<(В--”).СП 
& В--У—2 РС, сл®ховательно: 
пов. усзч. ков —=2^Р@.СО 


Шаръ. 


15. Предварительныя тсоремы. Чтобы найти м®ру поверхности шара 
необходимо изложить слЗдуюния предварительных теоремы: 
1) Если конечеля прямая АВ, лежащая въ одной плоскости съ це- 
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опредленною прямою ХУ ився по одну ея сторону (фиг.? 566), вращается 
около ХУ, то поверхность описанная прямою АВ будетъ или цилиндръ, если 
АВ] ХУ (фиг. 1), или конусъ, еслн АВ не [| ХУ и упирается однимъ 
концемъ въ ХУ (фиг. П), или накоиецъ, усзченный конусъ, если прямая 
АВ не || ХУ и ве встр№чаетъ ее (фиг. Ш). 


Фиг. 566. _ 


Во веВхъ этихъ случаяхь, поверхность описанная прямою АВ, 6у- 
деть равна: 
2*.0р.АВ 


гдз СР есть перпендикулярь опущенный изъ средииы С прямой АВ 
на ХУ (прибав. [Х, 14). 

Предъидущую мру поверхности, опасанную прямой АВ, можно выра- 
зить слёдующимъ образомъ: 

Чрезъ точку В, во вевхъь фигурахъ, проведемь ВЕ|| ВА, изъ точекъ 
А и В проведемъ прамыя перпендикулярных къ ХУ, а изъ С проведемъ 
периендикуляръ къ АВ до встрёчи съ ХУ и СШ перпендивулнръ къ ХУ. 
Такимъ образомъ получимъ два равноугольные треугольника АВЕ и РОШ, 
сл®довательно мы будемъ имть (кн. 6, пред. 16): 


ОСР.АВ-==ЕРО.ВЕ 
откуда: 
_. 2®Ор.АВ=ЖЕС.ВЕ 


Но 3*ЕС есть хлина окружности, описанной радусомь РС, а ВЕ 
есть проэкщя прамой АВ на ХУ. СлЁдовательно поверхность, описанная 
прямою АВ, вращаясь около ХУ, будеть равна произведетю окружностн 
круга, имЗющаго радусомъ часть перпендикуляра, возставленнаго къ АВ 
изЪ ея средины С, до встрчи съ ХУ, на проэкщю прямой АВ на ХУ. 
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16. Поверхность ине. Впишемъ въ полукругь правильный маогоу- 
гольникъ АСОЕЕ....В и будеть вращать полукругъ съ описаннымъ многоу- 
гольникомъ около даметра АВ, то поверхность описанная многоугольникомъ 
будетъ равна сумы поверхностей описанныхъ ел сторонами (фит. 567). Итакъ 
какъ пернендикуляры, возставленные изъ срединъ сторонъ многоугольника, 
встр3Ъчаютъ всВ прямую вращеня АВ въ центр круга и всВ равны, то 
описанная поверхность получится помножая окружность круга, коего ра- 
лусъ равенъ вышеупомянутому перпендикуляру, на проэкщю  сторонъ 
многоугольника на д!аметрВ круга: 


пов. опис. АСРЕЕ..==2.1.АВ 


Фиг. 567. 


р Е 


Аб т’ В 


Это м%ра всей поверхности, & м®ра поверхности описаниой частью 
полигона, напримёрь СДЕЕ будетъ: 


пов. опнс.СДЕЕ—2лд.С'Е"' 


гдф С’Е’ есть проэкщя кривой СДЕЕ на даметрё АВ. 

Такъ какъ шаръ есть предВлъ вписаннаго многогранниеа, коего 
число сторонъ неопредленно возрастаетъ, а величина неопредленно убо- 
паеть, то, означая радусъ шара чрезь В и прилагая основную теорему 
предёловъ, найдемъ: 


пов. опис. дуг. А4СДЕЕ-—=2®В.АЕ' 


пов. опис. дуг. СОЕЕ=2кВ.С'Е' 


Первое выраженше есть поверхность шароваго сегмента, а второе поверх- 
ность шароваго пояса. СлВдовательно поверхность пояса равна поверхно- 
сти цилиндра, койо основане есть большой круь шара, а высота есть 
высота пояса. Тоже можно сказать и о сегмент®. 

Изъ этихъ обБихъь выражеюй получится поверхность шара, если сд®- 
лать АР'—АВ или С'Е'-=АВ=2В: 


пов, шара=4т. В? 
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Такъ какъ площадь круга, коего ражусъ есть В. равна В’, то, оче- 
видно, что поверхность шара равна четыремъ площадямъ больииио круга 
шара. Если выражене 4кВ’ написать въ форм =(28)}', то изъ него видно, 
что поверхность шара равна площади круга, коего рамусъ есть даметръ 
шара. 

Выражеше сегмента: 

пов. сег.=2 8.4 Е" 


можно преобразовать слёдующикъ образомъ: 
Если соединимъ точку 4 съ Р хордою АЕ, то (вн. 6, пред. 8) 
АЕ?=208В.АЕ', сябдовательно: 


пов. сегм.=^АЁ* 


т. е. поверхность сегмента равна площади круга, коего рамусь есть хорда 
стягивающая дугу, опнсавшую сегментъ. 


Объешь мара. 


17. Предварительныя теоремы. 

Предложене. Если треугольникь АВС слёлаетъ полный оборотъ 
около прямой ХУ, проходящей чрезъ его вершиву А, то объемъ описан- 
ный имъ будетъ равенъ произведеню поверхности, описанной стороной ВС, 
противолежащей вершинЪ А, на перпевхикуляръ, опущенный изъ той же 
вершины на сторону ВС. 

1) Пусть ось вращеня ХУ совпадаеть съ осневашехъь АВ треу- 
гольника АВС (фиг. 568). 


Фиг. 568. 


Изъ вершины С’опустимъ перпендикулярь СП на АВ, а изъ вер- 
шины‘ А перпендикулярь АЁ на ВС. 

Очевидно, что объемъ описанный треугольникомь АВС будеть ра- 
венъ суммВ двухъ конусовъ, описанныхъ треугольниками АСО и ВСР, 
сяВдовательно: 
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об. опне. АСВ} кСП?. Ар--4 «СТ. РВ 
=! ^Ор{АР-+-РВ=} кОЬ*. АВ} кСР.СТ.АВ. 


Но изъ подобя треугольниковь СОВ и АЕВ мы им%емъ (кн. 6, 
пред. 16): у 
Ср.АВ=ВС.АЕ 
слёдовательно: } 
об. опис. АСВ=} хОР.СО.АВ=}$ тОР.ВС.АЕ 


но тОО. ВС есть поверхность описанная стороною ВС, слВховательно: 
об. опис. АСВ—пов. опис. ВС. 3 АЕ 


2) Ось ХУ не совпадветъ съ основашемъ треугольника АВС и сто- 
рона ВС не параллельна оси ХУ (фиг. 869). 


Фиг. 569. 


Продолжимъ сторову ВС хо встрёчи съ осью ХУ въ точк8 ШО, & 
изъ точки А опустимъ перпевдикулярь АЕ на ВС. 


Очевидно, что объемъ описанный треугольникомъ АВС равенъ раз- 
ности объемовъ, описанных треугольниками АНО и АСО, слВдовательно: 


об. опис. АВО=о6б. опие. АВГ—0б. опис. АСО 


соображаясь съ предъидущимъ найдемъ, что: 


об. оцие. АВО=пои. опис. ВХ. 3 АЕ— пов. опис. СД. АЕ 
откуда: | 
об. опие. АВО==(пов. опие. ВО— вов. опис. СО) АЕ 


или 
об. опис. АВО=пов. опис. ВС.} АЕ. 


3) Сторона ВС |} ХУ (фиг. 570). 
80 
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Проведег", Вр, АЕ, СГ перцендикулярно къ ХУ, то объемъ спи- 
санный ВАС около ХУ будетъ равенъ объему цилиндра описаннаго сто- 
| Фиг. 570. 


хр А 


роною ВС безъ двухь равныхъ конусовъ описанныхъ треугольниками ЮВА 
и ЕСА. 
об. опис. ВАСЕ=об. цил. опис. ВС—2 об. ков. опис. АСЕ 


Соображаясь съ предъидущимъ, найдемъ: 


06. опис. ВАС—=кА®2ВО-—9`АЕ?. 3 АЕ 


Но АЕ} ВС, слЗдовательно: 


об. опис. ВАО=кАЕ.*ВС-кАЕл: ВС 
откуда: 
: об. опис. ВАС кАЕ*. ВОЗ тАЕ.ВС.АЕ 
Но 2кАЕ.ВС есть поверхность описанная стороною ВС, слхВхова- 
тельно: 
об. опис. ВАС—=пов. опис. ВС. { АЕ 
18. Объемь шара. Впищемъ въ полукругь АСВ празильный многоу- 
гольинкъ, котораго число сторонъ можеть возрастать, а величина убывать 
неопредвленно. Пусть такой многоугольникь будетъ АСДЕЕВ (фиг 571. 


Фиг. 571. 


р Е 


.А. ро т’ 
Объемъ описанный многоугольникомь АСРЕЕВ будетъ равенъ сумм объемовъ 
описанныхь треугольникаяи 400, СРО, РЕО, ЕГО, ЕВО. Объемъ опа- 


санный каждымь изъ этихъ треугольниковъ равенъ поверхности, оцисаниой 
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еторовою многоугольника умпоженной на треть вповемы, но всВ аповемы 
равны, слёдовательно: 


об. опис. АСДЕЕВ=тов. опис. АСДЕЕВ.} ОГ, (а) 


Такъ какъ предёлъ тВла описаннаго мигоугольникомъ АСФЕЕВ 
есть объемъ шара, предвлъ поверхности описамной тВмтъ же миогоуголь- 
никомъ есть поверхность шара, & предзль аповемы ОГ есть рамусъ В 
шара, то прилагая основную теорему пред®лонъ къ уравнению (о) найлемъ: 


р об. шар.=пов, шар. $ В 
но пов. шар.-=41*, слВдовательно: | 
об. шар. ==; «В 
Это выражене можно написать такъ: 


О 
об. шар= к В"—= Ее 
иазвавъ чрезъ Д даметръь шара мы будемъ имфть Д=2А, откуда: 


кр’ 
06. шар.=— в. 


19. Объемь шароваю сектора и сеъмента. Объемъ т®ла описаннаго 
частью полигона, наприм®ръь АСОЕО, равенъ сумм® тЪлъ описанныхъ треу- 
гольниками АСО, (ОО, ШЕО (фиг. 511). Схвдовательно: 


об. тЬх. опис. АСОЕО=06. опис. АСО-+06б. опис. СДО-+06. опис. ДЕО 
соображаясь съ выше найденнымъ мы получимъ: 
об т\№л. опие. АСХЕО пов. опис. АС.1 ГО-нпов. опис. СТ. : ГО 
пов. опис. ДЕ ГО 


или 
об. тТЪя. опис. АСХЕО=пов. опис. 4АСФЕ.{ ГО 


Если теперь перейдемъ къ предёлу, то найдемъ, что объемь шаро- 
ваго сектора будетъ равенъ поверхности шароваго сегмента опиеаннаго 


хугою АСРЕ унноженной на одну треть радуса шара: 
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об. шар. сек. АСХЕО=пов. шар. сег. опис. АСОЕ. 3 В 
Но: 
пов. шар. сег. оп. АСДЕ-=2 = В.АЕ' 
сяЪдовательно: 
об. шар. сек. 4СДЕО—} к’. АЕ’ 


Ивъ этого выражен!я получится объемъ шара, если АЁ'=9 8. 


Объемь шароваяо сегмента. Обтъемъ тшароваго сегмента, описан- 
ваго частью круга АСШ равенъ, очевидно, объему шароваго сектора, 
описаннаго частью круга АСОО безъ объема конуса, описаннаго треуголь- 
ннкомъ О’ОО (фиг. 571). Слдовательно: 


об шар. сег. опис. 4СТ==об. шар. сек. оп. 4СРО— об. конус. 2’РО 


или, соображансь съ найденнымъ выше, мы найдемъ: 


об. шар. сег. опис. АСТ-=4 «В*. Ар’— пр. О'О 


Если высоту АД’ сегмента назовемъ чрезь М и замЪтимъ (кн. 6, 
пред. 8), что: 
Оо”=О@ЕВ—Н)Н 
то найдемъ, что: 


об. шар. сег. опис. АСТ’=юН? (Е— =) 


Объемъь шара можно найти еще слфдующимъ образомъ: представимъ, 
что около шара описанъ многогранниЕъ, коего число граней могло бы уве- 
личиваться неопредзленно, & величина уменьшаться неопредЗленно. Если 
вершины угловъ каждой такой гранн, описаннаго многогранника, соединимъ 
съ центромъ шара, то получимъ пирамиды, коихъ вершины находятся въ 
центр шара, а основаня будуть касаться шара. 

Вов эти пирамиды имВють одну высоту—ражусь шара, схВдователь- 


но, еслн чрезь в, ©, ©,, .., ®» сзначить ихъ основашя, то’ объемы 
всВхь этихь пирамидъ будуть: 
Е В 
3, “3, .ь 5 


Если сложимъ эти объемы, то получимъ объемъ описаннаго 05040 
шара многогранника: 


0б. мног. == (Но .. +5 
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Сл довательно объемъ иногогранника будетъ равенъ поверхности 
о,о,-= .. Но, многогранника умножениой на треть рад1уса. 


Если къ предьздущему уравненю приложимъ осноиную теорему пре- 
ДЪловъ, то найдет, что: 


В 
пред. об. мног.-==пред. (в -Но,-+ .. -Но„). З 


но преджль объема многогранника есть объемъ шара, а пред. (+6, ..+ 
—Но,) =. д, т. е. поверхность шара, сэвдовательно: 


тр В 4 р 
об. шар.=4® В”. = ЗВ 


Разсуждая подобнымъ образомъ, относительно шароваго сектора, мы 
найдемъ, что объемъ его равенъ шаровой поверхности его ва треть радлуса 
шара. но шаровая поверхность сектора, есть поверхность сегмента, которая 
равна площади большаго круга шара унноженной на высоту сегмента, во- 
торая пусть, наприм®ръ, будетъ Н, слдовательно объемъ ссктора будеть: 


об. шар. сев.=2^ Е.Н. а 


об. шар. сек.—= ЗтЕ“Н 


Откуда, если Н=2А, то найдемъ объемъ шара. 


20. Объемь шароваю пояса. Поясомъ называется часть шара заклю- 
ченная между двумя параллельными плоскостями. Очевидно, что объемъ 
пояса есть разность объемовъ двухъ сегментовъ. 7 


Если высоту большаго изъ нихъ назовемъ чрезъ Я, а меньшаго чрезъ 
®, то объемы ихъ будуть: 


об.сег. 1-го==юН*(Е— 8) 


об. сег. 2-го=ий*(Е— 2) 


вычитая похучимъ объемъ шароваго пояса: 


об. шар. пояс. ===В(Н*—#")— з(Н "—}*) 


Если высоту шароваго пояса назовемъ чрезъ 0, а ращусы основайй 
чрезъ 7, и я, то мы будемъ имЗть: 


Н—#—=49, 7’—=Н@ОВ-—Н), х,?=Ы28-1) > (1) 
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Предъидущее выражеше длл объема пояса можно написать въ с 
дующей форм: 
об. шар. пояс.===В(Н+)9— 5 (Н--НЬ-+ 2 


Изь выражешй (1) мы имЗемъ: - 
Н*-+и—=2ЕН--В)— (г-ну) 
подставляя во (2), послВ нзсколькихь преобразовай, найдемъ: 


об. шар. пояс.== Е ыы 
2 6 
Формула замВчательная по смыслу: объемъ шароваго пояса равенъ сумиЪ 
объемовъ двухъ цилиндровъ изъ коихъ одинъ имЗетъ основашемъ нижнее осно- 
ван!е пояса, а другой верхнее, а высоту оба имфютъ равную половин вы- 
соты пояса, съ объемомъ шара воего даметръ есть высота пояса. 


ЗАДАЧИ. 
Кинга 1 
Отд 100 15. 


1- На данной прамой построить равиобехренный треугольнакъ, коего бы стороны 
были равны другой данной прямой? 

3. Если въ пред. 8, книги 1, даметръ шевьшаго круга будетъ равенъ рад1усу боль- 
шаго, то показать гдё будетъ находитря данная точка и гдё вершина построевнаго треу- 
гольника. 

8. Если дв прамыя, вересфкаясь подъ праыымъ утломъ, дзлятъ одна другую попо- 
замъ, то каждал точка одной изъ нихъ находится въ равноыъ раз м отъ ковцовъ 
другой. 

4. Если утлы АВС н АСВ при основан равнобедренияго треугольника дёлятся 
прамымн ВЛ н СО пополамъ, то треугольнакъ ОВС будетъ равнобедренлый. 

5. Есян въ равнобедрениомъ треугольшак8 ВАС, каждый изъ углевъ при освовани 
вхвое больше третьяго угла А, то прямая ВД, равнодёлящая уголь В, встрЁчаетъь сто- 
рову АС въ точёВ Г), такъ что ВГ=АР. 

6. Если въ пред. 5, кв. 1) орямыя ЕС в ВС ьстрчаются въ точё8 НН, то 
ЕН—=СВН. 

7. Если въ пред. 5, кн. 1, прамыя ЕС н ВС встрёчаются въ точкЁ Н, то прамая 
АН дЪлатъ уголь ВАС пополамъ. 

/ 8. Если сторовы АВ в АГ четыреугольннка АВСЛ равны, в дагональ АС д$- 
дить уголь ВАЛ пополамъ, то сторовы СВ н СШ будуть также равны н Дагонаь АС 
будетъ дВлитъ уголь ВОЛ) поноламъ. 

\Х. 9. Два треугольника АСВ и АРВ востроены на одвомъ основаши АВ и пра томъ 
такъ, что 40-—-ВШ и АД—ВС, а АРн ВС пересфкаются въ точЕВ О, иожазать, что 
треугольникь АОВ будеть равнобедревный. 

х10. Противоположяные углы въ ромбё равны. 

х.11. Датговали ромба дЁллть углы его пополамъ. 2 

-]2. Если два раввобедренные треугольника построены на одномъ освовати, то пря- 
миаз, проходящая чрезъ ихъ вершины, пересвкаетъ основаше подъ нрямыыъ углоыъ. 

18. На данной прямой найти точку, которал бы ваходнлась въ равномъ разстоявн 
отъ двухъ давныхь точекъ? 

хи. Чрезъ данных дв точкн, лежащя съ противоположныхь сторонъ данной пра- 

мой, провести дв ирямыя, которыя бы пересЪкаясь на данной пряной, составляли уголъ, 
разиодёлящал котораго есть данная прямаа? 
* 
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4 15. Если каждый изъ двухъ смежпыхе угловъ разафлить попочамъ, то равнодёля- 
идя будуть перпевдикуляриы между собою. 

/ 18. Есян четыре прямыя, перес®каясь въ одной точкЁ, образуютъ раввые вротиво- 
ноложные углы, то он попарно составляють дв врямых. 


Отъь 16 до. #6. 


17. Въ треугольник АВС уголь А раздлень пополам и равнодфлящая встрёчаетъ 
` сторову ВС въ точкв №, ноказать, что ВА> ВР, а СА>СП. 


18. Въ пред. 17, кн. 1, соеднвял точку А съ какою нибудь точкою прямой ВС, 
воказать, что /АВО+/ АСВ< 34. 

19. Въ четыреугольник: АВСШ сторона АГ наибольшая, & ВС ванменьшая, во- 
казать, что /АВС>/ АРС в /ВСО> / ВАР. 

20. Есль чрезь вершину А одиого изъ угловъ квадрата проведемъ прямую, которал 
встрёчаеть одну изъ противоположныхь сторовъ, а будучи продолжена встрёчаеть другую 
въ точкё Е, то прямая АХ больше дагонали квадрата, 


21. Перпендикуларъ есть кратчайтоя прямая, которал можеть быть проведена меж- 
ду данною точкою н данною прямою. Изъ остальвыхъ врямыхъ та, которая ближе съ пер- 
певдакуляру будеть меньше той, которал дальше отъ верпендикулара, и тольхо дз рав- 
мых врамыя могутъ быть проведены чрезъ данную точку къ данной прямой одна съ одной 
стороны перпевдикуляра, & другая съ другой. 


ИЕ > 22. Сумма разстояв! какой нибудь точки оть вершинъ угловъ треугольника больше 
4.- и. > половины суммы сторонъ треугольивка. 
44? о У 28. Сумма вофхъ сторонъ четиреугольника больше суммы его хагопалей. 
че г 4 у «+ + 
17 


24. Сумма двухъ сторовъ треугольаика больше дважды взятой прамой, соедипиющей 
зермиву треутольника съ средвною его основав. 
25. Еслн сумма двухъ угловъ въ треугольник равна третьему углу, то треуголь- 


С никъ можеть быть раздёленъ на два раввобедрепные треугольника. 
26“ 1. _ж 26. Есян въ треугольннкв уголь С равенъ суммв угловь А и В, то ме АВ. 
ы . ; будеть равна дваждн взятой прямой, соединяющей зершиву С’ сЪ средивой АВ. „1: 
А “ ` Е, 
` х27. По данной сторонз, углу придежащему ей в сумм остальных сторонъ по- 
; а стронть треугольник? . 
х 28. Первендикуляры ‘одущенные взъ какой нибудь точки прямой, равнодЗалщей уголъ, 
ра на стороны этого угла, равиы. 


29. На давной нрамой вайтя точку которой, "опущенаые перпенднкудиры/ \ па 
дв друми данныя врямыя, былн бы равны? 7 . 

- м 80. Чрезъ данную точку провести прамую (такъ, чтобы перпевхикуляры, овущенние 
изъ двухь даННЫХЬ тОЧекъ, на прямую съ оротнвоноложныхь ея сторонъ, была равны? , 

: 31. Въ треугольник АВС проведена прямая, равиодлящиая уголъ 4; изъ точки В 
опущенъ верпендикуляръ на равнодёяящую и встрёчаеть ее въ точк8 Д), прямая ВО 
встрёчаеть сторопу АС нлв ея продолжене въ точкЪ ЖЕ, показать что ВД-=ОЕ. 

м ` 38. Чрезъ данпую точку Р провеств прямую, которая бы, встрёчала въ точкахъ 
“Еаг стороны даннаго угла ВАС, такъ чтобы АЕ--АЕ? 


83. Показать что два праноугольные треугольника, имёют\е равные гаротевузы и 
`во едиону равному катету, раввы. 


«к 


. 
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Отз 87 до 31. 


84. Всякая прямая параллельная основан равнобехреннаго треугольника состав- 
лнетъ съ его сторовамн равные углы. с } 

35. Если двЁ прямыя А в В параллельны другимъ двумъ прямымъ Си Г, каждая 
каждой, то уголъ составляемый прямыми Аи В равенъ углу составляемому прямыми 
Сир. { 

„х 86. ДвЪ параллельных прямых пересфчены третьей, чрезъ средину отрфзка третьей, - -__ у 
заключеннаго между параллельными, проведена какая нибудь прямая, показать, что ои8 
въ этой точкВ дфлится пополамъ. 
‚х 37. Если чрезъ точку раввоотстоящую отъ двухъ пвраллельпыхь прамыхъь, прове- 
демъ двЪ, камя вибудь прямыя, то онЪ отсвкаютъ отъ параллельныхь врямыхъ равные 
отр%аки. и 
д 38. Ести равнодфзящая виВшый уголъ треугольника параллельна освовавю, то : . 
треугольникъ будетъ раввобедренный. чаи." 
_ 39. На дапной прямой СТ) найти такую точку В, которую если соединимъ съ данною 
точкою А, то уголь АВС между данною прямою СР в АВ быль бы разовъ данному углу? 

40. Если въ треугольник» проледемъ равноВлящую одинф изъ угловъ в чрезъ 
точку встрёчи ея съ противопозожной стороной проведемъ парахлельныя остальиныъ сто- 
ронямъ, то отрёзки этихъ примыхъ, заключенные между точкою нхъ пересфченя и сто- 
ронамн треугольника, будуть равны. 

41. Сторона ВС треугольника АВС продолжена до какой нибудь точки Ю, уголь 
АСВ разд ленъ поволамъ прямою, которая встрёчаетъ сторону АВ въ точь Е. Чрезъ 
точку Е проведена прямая параллельно сторон ВС н встрёчаеть сторону АС въ точкВ 
Е, а разводВлящую внзшей угозь АСР въ точЕВ С. Показать, что ЕЁ -ЕдД. 

#42. На гипотенузФ прямоугольнаго треугольшика АВС ивйтв такую точку Ш) чтобы 
прямая ЮВ была равна перпендикухяру опущевиому изъ Л) ва АО? ":2*'# 4 С 

Х 43. Найти въ равнобедренномъ треугольник АВС на раввыхъ сторонахъ АВн ^ 
АС, ташя точки Г) в Е, чтобы ВО==РЕ-Еб? 1“ 

44. Въ равнобедренномъ треугольник АВС проведена, какая нибудь прямая пер- 
пендикухярно къ его основан ВС, эта прямая встрьчаеть сторопу АВ въ точкЁ О, в 
продозжене стороны АС въ точЕЪ Е, показать, что троугольникь АЕР равнобедрениый. 


э- 


На 38. 


— 45. Изъ вершинъ угловь при основан рагнобедреннаго треугольшнка опущепаы 
першедивуляры на. протнволежащя стороны, покахать, что углы составзяемые ными съ ос- 
повашемъ раввы каждый, половинв угла противолекащаго основанйо. 

УХ 46. На сторопахьъ какого вибудь треугольника АВС построевиы развосторопне` ДАХ. -- рой 
треугольшвки ВСП, САЕ, АВЕ всЪ вифшие, показать, что прямыя АД, ВЕи СЕ раввн. | 

741. Найти величину угловъ правильнаго восьмнугольника? _ 

48. Чрезъ двВ лаивыя точки провести дв прямыя такъ, чтобы онф съ данною пра- 
мою образовали равиостороянй треугольник? 
— 49. РавнодВхяшйя углы при основаши въ равнобедренвомъ треугольние встрьчают- 
ся подъ угломъ равнымъ вибшнему углу треугольинка ирн основан. 

< 50. Если одна изъ равныхь сторовъ АВ въ равнобедренномь треугольннкё АВС 
продолжена до точкв Г) такъ, что АО--АВ н проведена прамая ОД, показать что 
Вора. 

81 
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51. Въ треугольник АВО визтие угзы В в С раздфлены пополаиъ прямыми ВД 
н СО, пересфкающимися въ точкё Р, показать, что /ВОС+ : /ВАС—а. 

52. Показать, что, какой инбудь уголь въ треугольникВ будетъ тупой, прямой иди 
острый, смотря потому будеть ли онъ больше, равень илн меньше суммы остальныхь 
двухъ угловъ. 

58. Построить равнобедреввый треугольинкъ, коего уголъ, противолежащй основа- 

5 Г. м былъ бы равенъ четырежды взятому углу пру освован? 
4 329 "ВНа- ыы Хх. Въ треугольник АВС сторона ВС газдЪлена поволамъ въ точек Е, и сторона 
. АС АВ въ точке @; АЕ продолжена до точки Е такъ, что ЕЕ--АЕ п СС продояженя до 
точки Н такъ что СС—=СН, показать, что ЕВ и НВ составлають одну прямую лив!ю. 
55. Построить равнобедренвый треугольнивъ, въ которомъ одна треть кождаго изъ 
с. угловъ при основаши была равна половин угла въ его вершин? 
16 й х 56. На ханныхъ прямыхь АВв АС найти дз таыл точки Ри ©, чтобы сумма 
х += л хАР+Ре была равий данной прямой н чтобы уголь АРО быжъ равеиъ данному углу? 
57. Чрезъ вершины угловъ прв основаши равнобедреннаго треугольника, проведены 
АВЪ прямыя, составляюния, каждая, съ осповащемьъ углы равные одной третн каждаго 
угла прин основан съ противоположной стороны вершины в продолжены этв прамыя до 
аа ЧН; 5, встрёчн съ продолжешямн сторонъ, показать, что тра, образованные такныъ образомъ 
СВУ: 5; треугольника, вс раввобедрепны. 


С УВ соде. 58. Проведены хвё прямыя АЕВ и СЕ, пересёкающяся въ точкЪ Е; проведевы 
№ прямыя АС в РВ, образующ/я два треугольника АСЕ н ВЕР, углы АСЕ ин ВЕ раз- 
г дълевы прамыын СЁЕв ВЕ, встрёчающимнся въ точЕВ Е, пополамъ, показать что 


И СЕВ-- 3(ЕАС+- Г ЕБВ). 

/ №59. Прямая соеднняющая вершиву нрамаго угла съ среданой гипотепузы равна 
половни® гипотенузн. ь 

х м И _- 60. Изъ вершины угла А треугольника АВС опущекъ нерпевдикухяръ па протнво- 
положную сторону нлв ва ея продолжене н встрёчаеть ее въ точкЁ Г), изъ вершивы угла 
В точаю также опущенъ перпенднкуляръ ва противоположную сторову или на ея продол- 
ди ‘1 еше н встрёчаеть ее въ точкЬ Е, показать что прямыл, соединяющия точки Рин Е съ 

средивою стороны АВ, равны. 
| 61. Изъ вершикъ угловъ при основан!и въ треугольникв опущены перпевдахулары 
ВО: ва противоположных стороны, продолженныя еслн необходимо; показать что прямая, с0е- 
`` дивяющая точки пересфчен1я, дВлится вополамъ периеядикуляромъ опущеннымъ на нее изъ 

средины основания. 

62. Если въ пред. 1, ки. 1, точкн Син Н будуть пересёчеюя круговъ, если про- 
должимь АВ до встрьчн съ кругомъ въ 1очЕЗ К, то треугольникь СНК будоть равно- 
стороввай. 

„о 63. Равнодваяи!я углы при освованн равнобедрепнаго треугольинка встрёчаютъ 
стороны въ точкахь 0 н Ё, показать что прямая ДЕ параллельна освоваи!ю. 
А 64. Даны дв прямыя АВ н АС, на первой изъ нихь дана точка Л, требуется 
д и ‚...,. Чрезъ точку Р провести прямую, которая бы встрёчада АС въ точкё ©, такь чтобы 
сс. 794 /4Р9--3/ ДОР? 
г < 65. По даиной гнпотенуз$ и сумы катетовъ построить прямоугольный треугольникъ? 
| м66. По данной гииотевуз® н разности калетовъ Потро прямоугольный треу- 


й гольникъ? :' 
се х67. Но давной гипотевузВ н перпевднку ру, онущевному изь вершины прямого 
" Зутаа на гипотенузу построизь прямоугольный треугольвикъ? Е а 
ата Вы 2 м 
о Аки 


-. .: г р г, 


1. 55 Е 14 Аин КВС, Зе - 
-ъ $6 = АК. Я-А Ака —: : 


643 А: АМА 
: р 
ъ к < а 
» 68. По данному периметру и одному углу построить прамоугохьный ‘треугольник? 72. о: 
Х 69. РалдЬлить на трн равных частн нрямой уголь? 572, 1:“, с 2. А, ра а Дь, 


70. Раздфлить из три равныя чысти данную прамую? > 


$\ 71. Изт данной точки А провести дв периендистяярныя примыя, которыя бы, встр8- 4 о, 


И аки 
чали данныя параллельныя нрямыл, ВС въ точкё Р, а ПЕ въ точкВ ©, такъ чтобы т . ре т 
АР-Аб? к, Ма “. ма 


Х 72. Построить треугольникь, котораго бы периметрь быль дачъ и котораго би 
углы были равны угламъ даннаго треугольника? 


Оть 33 до 34. 


73. Если въ четыреугольник® дв нротивоположныя стороны параллельны, и эру- 
пя двф равны, но не параллельны, то сумыа двухъ какихъ нибудь, изъ его противонолож- 
инхъ угловъ, равна двумъ ипрямымъ. 

74. Если прямая яная соеднвяя концы двухъ равныхъ, но не параллельныхь Зин, 
составляетъ съ каждою изъ нихъ равные углы съ одной ея стороны, то другая ипрамая, 
соединяющая друге концы равныхъ прамыхт, будетъь параллельна первой. 


75. Показать что невозможно провестн чрезь вершины угловъ при основана въ 
треугольник», пряныя хо встр®чя съ противопозожными сторонами, которыя бы взаянно 
ЯВлилисЬ ПОоПОламЪ. 

76. Если противоположных стороны въ четыреугольникВ равиы, то онъ есть нарал- 
делограмъ. 

71. Если противоположные углы въ четыреугольникв равны, то онъ есть парадле- 
дограмъ, 

78. Д1агонали параллелограма взаннно дфлятся пополаиз. . 

79. Если дагонали въ четыреугольник® взанино длятся поноламъ, то онъ есть 
параллелограмъ. . 

80. Если прямал, соеднияющая противоположные углы параллехограиа хфлить эти 
углы пополамъ, то всё стороны въ параллелограмВ равны. 

81. Чрезъ данную точку провести тажъ прямую, чтобы отрфзокъ ея заключенный 
между двуня параллельнымн линии былъ данной величины? 

82. Прямыл, равнодвлания углы при какой нибудь изъ сторон параляелограма, 
перпендикулярны. 

83. Нрямыя, равнохяятия противоположные углы парахлелограма или параллельны 
или совиадаютъ. 

84. Если въ параллелограм8 ллагонали равны, то и всф его углы равны. 

85. Найти такую точку, чтобы периендикуляры опущенные изъ нед на дв» даиныя 
прямыя были равны лвумъ даивымь прямымъ? Сколько ость такихъ точекъ? 

86. Провести прямую, которая бы была равна данной прямой, изразлельна другой 
прямой и заключалась между двумя данными пряными? 

- 87. Ив сторонахъ АВ, ВС и СР пвраляелограма АВСГ построены равносторон- 
ие треугольинки, такъ что вершины треугольниковъ, построенныхь на АВ м СЛ лежать 
вн параллезограма, & треугольника построеннаго на ВС, внутри нараллелограма, покз- 
зать что разстодие вершииъ перзаго и третьяго отъ втораго равны дагональмь наралхе- 
дограма. 


88. Если угохь въ паразлелограм® будеть увеличиваться, а величина сторонъ оста- 
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ваться безъ измфнени, то магональ параллелограма, проходящая чрезъь вершину увезнчи- 
ваЮщагося укли будетъ уменьшатьсл. 

89. Три точки 4, В, (` лежать на одной прамой даши ин при томь такь, чл 
АВ— ВС, показать, что сумма перпенликуляровь, опущенныхь изъ точекь Л ни С, на ка- 
кую нибудь прямую, не проходящую нежду точками А и`С, булдеть равна удвоенному 
перпеидикуляру, опущекному изх точки В на туже пряную. 

90. Есхи изь верщикъ угловъ паралхелограма опустинъ нериендикухары на какуз. 
нибудь прямую, проходящую ви парахлелограна, то сунма периендикуляровь, опущен. 
ныхъ изъ двухъь противоположиыхъ угловъ будеть равна сумиф перцендикуляровъь, оп\- 
щенныхъ изъ остальныхъ’двухъ противоположныхь угдовъ. 

91. Если въ шестисторонией фнгурв  протнвоноложныя стороны равны и иара:- 
лельны, то три прямыя, соединяющАя вершины противоположныхь угловъ, будуть пересЪ. 
ЕАТЬСЯ ВЪ ОДНОЙ ТОЧБЗ. 

92. Между двумя даннынн прямыми 4В и АС дана точка Е, требуется ировестя 
чрезь эту точку такъ пряную, чтобы ея отр®кОБЪ, заключенный меклу праныын АЁ8нд! 
въ ТОЧЕВ Е дВлнлея пополамъ? 

93. Въ данный ромбъ виисать кругой ромбъ, такъ чтобы одна изъ вершинъ у:ловъ 
вписаниаго ромба дёлила сторону ромба пополамъ? 

94. Стороны АВ н СХ параллелограиа АВСЛ въ точкахь Ен РЁ раздфлены по- 
поламъ, ноказать, что праныя ВЕ и ВЕ илять мегональ АС ни три равини части. 


Оть 35 до 45. 


95. Въ четыреугольннЕ АВСЛ стороны ВС н АГ параллельны, показать, что 
если чрезъ средииу стороны ШОС проведемъ прямую параллельно сторонё АВ, то обра- 
зуется параллелограмъ, коего площадь будетъ равиа площади данной фигуры АВСО. 

96. Въ четыреугольник АВСЛ сторона ВС! АХ, точка Е есть средниа сторовы 
ЛС, ноказать, что треугольннкь АЕВ равенъ половин четыреугольника АВСЛ. 

97. Показать что всякая прамая, проходящая чрезъ точку нересёчешя длагоналей, 
длится этой точкой н сторонани паралхелограма пополамъ. 

98. Чрезъ даниую внутри параллелограыа точку провести прямую такъ, чтобы она 
раздвлила параллелотрамь пополамъ? 

99. Постронть ромбъ равный данному параллелограну? 

100. Есхи два треугольника имфютъ по двё ривныя стороны, каждая каждой, ин если 
сумма угловъ, заключениыхь между равными сторонами треугольниковъ, равна 24, т 
площади треугольннковь равны. 

101. Праная, встрёчающая стороны АЛ и ВС въ точкахь Ен РЕ, парахяелограма 
АВСО, дЬлить его пополамъ, показать, что треугольники ЕВЕ и СЕД равны. 

109. Показать, что четыре треугольника, нз которые дёлится параалелограмь ем 
хагоизлямн, равном рны. 

103. ДвВ прамыя АВ и СШ пересёкаются въ точкё Е, ЛАЕС—=Л ВЕД, показать 
что ВС! АГ? . 

104. Въ параллелограм® АВСГ чрезъ точку Р на магонали ВТ проведевы ира- 
ныя Ан РС, показаль что ЛРАВ--АРСВ? 

105. Если построимъ треугольникъ, имёюнИй дв стороны равныя магоналимъ, ка- 
кого нибудь, четыреугольника, и уголь, заключенный межку этими сторонанн, равевъ од- 
цому изъ угловъ нежду дагоналями, то площадь построеннаго треугольника будеть равал 
площади четыреугольника. 
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106. Пранал, соединяющая средины лдвухъ сторонъ, какого нибудь, треугольника, 
нараллельна третьей его сторон$. 

107. Прямыя, соединяющ;я средииы снежныхь сторовъ, какого нибудь четыреуголь- 
ника, образуютъ параллелограмъ. 

108. Точки Г) и Е суть средины сторонь АВ и АС треугольника АВС, прямыя 
СШыа ВЕ перес®каются въ точ» Ё, показать, что треугольинкъ ВЖС равенъ четыреу- 
тольинку АДЕЕ. 

109. Праная, дЗаащая хз8 каыя вибудь стороны треугольниеа, равиа половин» 
третьей стороны. 

110. На основан АС треугольника АВС взята, какая иибудь, точка Д; АД, ОС, 
АВ, ВС въ точкахъ Е, Е, С, Н раздёлены нополанъ, показать, что ЕС равна н иа- 
раллельна ЕН. 

111. Даны средниы сторонъ треугольника, построить треугольникъ? 

112. Если соединимъ средины квухъ сторонъ, какого нибудь треугольника, то отд$- 
ленный треугольникъ будетъ равснъ четверт; цФнаго. 

113. Стороны АВ ин АС треугольника АВС въ точкахь Ен Е раздвлены попо- 
яамъ; изъ вершины А опущенъ перпендикуяяръ на сторону ВС н встрёчаеть ее въ точк} 
Т, показать что /ЕРЕ=:/ ВАС и что четыреугольникь АРДОЕ равенъ ноловинЪ треу- 
гольника АВС. 

114. Два равномфрные треугольника построены на одномъ основан съ нротивопо- 
ловныкь сторонъ, ноказать, что основане или его продолжете д®хить нополамъ прямую, 
соединяющую вершины треугольниковъ. 

115. Три совершенно равные парзллелограма пом Ъщены на одной прямой равыыми 
сторонами тахъ что составляютъ одинъ параллелограмъ; концы освоваШя перваго изъ 
нихъ соедннены съ ковцамн противоположной стороны третьято, показать, что параллехо- 
грамъ образоваиный такимъ образомъ отдвляеть оть втораго часть равную поховин»каж- 
хаго изъ нихъ. 

116. АВСЛ есть параллелограмъ; изъ точки Г) проведена, какая нибудь прямая 
ЛЕС, встрёчающая ВС въ точкВ ГЕ, а продолжене АВ въ точк С; проведены праныя 
АГ и СБ, воказаль, что ЛАВЕ—= СЕВ. 

317. Данъ треугольинкъ АВС, постронть треугольникъ, котораго бы алощадь быль 
равна площади даннаго треугольниЕй н котораго бы осиоватемъ быха двниая прямая 
АЛ, совпадающая съ АВ? 

118. Данъ треугольинкь АВС, построить треугольник, котораго бы площадь была 
равна площади даннаго треугольниеа, н который бы имЪлъ вершину въ данной точк® на 
прямой ВС, и основаше на сторонё АВ? 

119. Данъ четыреугольникъ АВСХ, построить другой равный по площади съ дан- 
иниъ, иизющ АВ одной стороной, а другою стороной была бы прямая, проведенная 
чрезъ данную точку на СЛ, параллельно АВ? 

120. Данъ четыреугольникь 4ВСХ), постронть треугольникъ, котораго бы оснолаше 
было на прямой АВ, вершина въ ханной точкЁ Р на СО и которатго бы шлощедь была 
равиа площади даннаго четыреугольника? 

121. Данъ треугольнньь АВС, построить треугольникъ, коего бы илощадь была 
равиа площади даннаго треугольника, коего основаше было на прамой АЗ, а вершина въ 
данной точк® прямой параллельной АВ? ь 

122. Данный треугольникъ раздВлить пополамъ прямою проведенную чрезъ данную 
точку на одной изъ сторонъ? | 
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123. Раздёлить пополамъ, даниый четыреутольникь, прямою проходлщею чрезъ 
данную вершину угла четыреугольвика? 
124. Если чрезъ точку О, находящуюся внутри паралледограма АВСШ проведены 
дв прамыя параллельно сторонамъ, н если параллхелограмы ОВ н ОЛ раввы, то точка О 
находится на матонали АС. 
Оть 46 до 48. 


125. На сторонахь АС н ВС треугольника АВС иостроенны квадраты АСДЕ н 
ВСЕН, показать, что прамыя АР и ВО равны. 

126. Евадрать построенный на сторон треугольника, противолежащей острому 
углу, мевьше суммы квадратовъ построенныхь на сторовахъ составляющихъ острый уголъ. 

127. Квадрать, построенный на сторон треугольника, противолежащей туному 
углу, больше сумыы квадратовъ ностроенныхь на сторонахъ, составляющихь тупой уголъ. 

128. Если квахратъ, построенный на стороиз треугольника меньше суммы квадра- 
товъ построенныхь на остальныхь сторонахъ, то уголъ, составленный этими сторонами бу- 
деть острый; а если больте, то туцой. ; 

129. Въ прамоугольномъ треугольник® проведена прамал параллельно гниотевуз%, 
точки нересёчения этой прамой съ катетамн соединены съ вершинами, противолежащихь 
угловъ, показать, что сумма квадратовъ, построеныхъ на этихъ прямыхъ, равна суммЁ 
Евадратовъ построенныхъ иа гипотенузВ и ва проведенной прямой параллельно гнпотенуз%. 

130. Если, какую нибудь точку Р соединимъ съ вершинами 4, В, С, ) праноу- 
гольникя, то сумма квадратовъ, востроенныхь из РА н РС равна сумм» квадратовъ, по- 
строенныхь на РВ н РО. 

131. Если въ прямоугольномъ треугольние квадрать построенный иа однонъ мзъ 
катетовь равенъ трижды взятому квадрату построенному на другомъ катетВ, и если изъ 
вершины прямого угла проведены дз прамыя одна къ срединВ гнпотенузы, а другая пер- 
пеядиЕулярно гипотенуз%, то эти праныя дфлятъ прамой утоль на три равныя части. 

132. Если въ треугольникВ уголь А прямой, а прямыя ВЕ и СЕ’ соеднняють вер- 
шины В и С съ срединами Ен Р катетовь, то четыре раза взятая сумн& квадратовъ 
построеиныхъь на ВЕ н СГ равна иять разъ взятому квадрату построеннону на ВС. 

138. На гнпотенуз ВС н катетахь СА и АВ построенны квадраты ВОЕС, АГ и 
АС, показать, что сумма Евадратовъ ностроенныхь на С н ЕР равна пять разъ взл- 
тому квадрату, построенному на гипотенузв ВС.. 


Сизшанныя задачи в теоремы на вс предложеня 1-Е книги. 


134. Внутри треугохьинка АВС взята точка Р, показать, что: 
АР+ВР+СР«АВ-+ВС+СА 


185. Изъ центровь А и В лвухъ кругов проведены параллельные ражусы АРн 
ВО; прямая РО встрёчаеть круги еще въ точкахъ Е и 5, показать, что АЕ |; В5. 

136. Если возьмемъ внутри параллелограма, какую нибудь точку и соедииныъ ее 
съ коицами противопохожныхь сторонъ, то полученные, тахкимъ образоиъ, треугольники 
будуть составлять половину параххелограма. 

137. Если четыреугольникь одною маговалью дёантся поноламъ, то вторал даго- 
наль двлнтся первою поноламъ. 

138. Четыреугольниьъ, который обфими дагоналями лфлится пополамъ, есть иа- 


разлелограмъ. 
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189. Если въ 5 пред. 1 кя. равныя стороны треугольника продолжить въ вермииз, & 
ие ниже основан, то 16 пред. 1 ки. можно доказать, основызаясь на предложещяхь не 
дальше 5-го. 

140. Дана точка Д вн® данной праной н точка В на праной, найти третью точку 
Р на прямой, такую, чтобы сумма АР+-РВ была даниой ддниы? 

141. Если изъ какой нибудь точеи на сторон® равнобедреннаго треугольника иро- 
ведемъ прямую, которая бы, встрчая продолжеше другой равной стороны, дёлилась 
основаемъ пополамт, то сумма прямыхъ, закхюченныхь между вершиною ин точками 
встрёчи, проведенной прямой, съ равными сторонаин треугольника, равна сумм обфихъ 
равныхь сторойъ. 

142. Изъ вовхъ нарвллелограмовъ, которые можно составать изъ затоналей данной 
длины навбольш!й есть ромбъ. . 

148. Показать на осиовани предложеюй 18 и 32, ки. 1, что, если гниотенузу ВС 
ирамоутгольнатго треугольника АВС въточкЁ Г) раздВлимь пополамъ, тт АД—ВЛ. СГ. 

144. Есля дв равиыя примыя перес®каются подъ прямымъ угломъ, то четыреуголь- 
инк», составленный, соединяя нхъ концы, равенъ половни® квадрата, построеннаго на од- 
ной изъ этихъ прямыхъ. 

145. Вписать въ треугольникъ параллелограмъ такъ, чтобы его датонали пересВка- 
лись въ данной точкВ внутри треугольника? 

146. Построить треугольникъ по даниону основано, разности. сторонъ в разности 
угловъ при основан? 

147. АВ в АС суть дв данныя прямыя лин, требуется на АТ найти такую 
точку Р, что если опустимъ перпендикулярь РФ на АС, то чтобы сумма АР+АФ была 
равна данной прамой лини. 

148. Разстолие вершины треугольника отъ средины основал, равна, больше или 
неньше нолованы основаюя, смотря потому будеть 1н въ треугольникв въ вершин» уголъ 
прямой, острый или тупой. 

149. Если на сторонахъ Евадрата возьнемъ точен всВ въ равномъ разстоянш отъ 
воршниъ угловъ и соединимъ этн точки прамыми, то получениый четыреугольникъ будеть 
также квадратъ. 

150. На данной прямой, какъ на основан, построить треугольникъ но данной раз- 
ности сторонъ н точкВ чрезъь которую должна проходить одиа изъ сторонъ? 

151. Въ треуголь:ч1к% АВС, АВ> АС, уголь А раздёленъ пополамъ прямою, кото- 
рая встрёчаеть ВС въ точк® Г), ноказать, что ВО)> СГ? 

152. Если въ треугольннеЁ одниъ изъ угловъ равенъ утроелному другому углу, то 
треугольинкъ ножно раздфиить на два равнобехренные треугольника. ‘ 

153. Въ равнобедренномъ треугольник АВС одна изъ равныхъ сторонъ, папри- 
мёръ АВ, въ точЕЁ Г раздёлена пополамъь н продолжена ннже основаыя до точки Е 
тавъ, что АВ—ВЕ, точки Ди Е соединены съ точкою С прамыми ЕС и ЕШ, шока- 
зать, что ЕС—2ЕР. 

154. Найти геонетрическое м%сто точки, которой бы разстояще отъ одной данной 
точки было разно двойному ея разстояийо отъ другой данной точен? 

155. Праная АВ въ точкВ С раздфлена попохамъ, на АС и СВ какъ на дагона- 
аяхъ построены параллелограиы АДСЕ и СЕВС, нь смежныхь сторонахьъ СШ) и СЕ, 
СЕ и СС построены параллелограмы СОХЕ и ССМЕ, показать что дагонали ГО н СМ 
этихъ посдёдинхь паразлелограмовъ составляють одну прямую лин. й 

156. АВСР есть праяноугольннкт, коего углы А и С’ суть противоположные, Е ка- 
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кан ннбудь точка на сторон ВС, Е также какая нибудь точка на сторон СО, пока- 
зать, что дважды взятая площадь треугольника АЕ’ виЪстВ съ прямоугольником ВЕ.ОК 
составляеть площадь всего прямоугольника АВСГ. 

157. Два треугольника АВС и ОВС построены ва однонъ основанш ВС, сторона 
АВ--АС, кругь, проходящий чрезъ точки С ин.0), имфетъ центрь Е на АС вши на ©5 
продолженин; кругъ, проходящ!й чрезъ точки В и Л, ннфетъ центуь К ва ВА или на ея 
продолжен, показать, что въ четыреугольние АЕОГ сумма двухъ его сторонъ равна 
сумы другихъ двухъ сторопъ. 

158. Даны дез прямыя АВ и АС, требуется найти на АВ такую точку Р, чтобы 
периендикуляръ, опущенный изъ нея на АС быль меньле прямой АР на данную клину. 

159. Показать, что противололожныя стороны равноугольнато шестиугольника п8- 
раллельны н что сумма двухъ какихъ нибудь снежныхъ сторонъ, равна сумив сторонъ, 
хоторымъ эти послВдейя параллельны? ` 

160. На сторон ВС, какъ на гипотенуз®, квадрата ВОИС, построниъ, какой ни- 
будь, прамоугольный треугольинкъ АВС, изъ вершинъ Ди Е квадрата опущевы на АС 
н АВ перпеядикуляры ОМ н ЕМ, показать, что 4АМ—=АВ и АМ--АС. ` 

161. Даны двЁ прямыя АВ и АС и дана точка Р, требуется чрезъ точку Р иро- 
вестн прямую такъ, чтобы треугольникъ, составхенный ею съ прямыми АВ и АС быль 
ивименый #? 

162. Въ треугольнией уголь С прямой; требуется провести прямую, параллельно 
данной прямой, такъ, чтобы части ея заключениыя между сторонами прямато угла С и ги- 
потенузою АВ были разиы? 

168. Въ равнобедрениомъ треугольник АВС уголь при вершив» В разенъ четы- 
режды взятому углу при основан, сторона АВ продолжена до точки № такъ, что 
ВШ-=ЗАВ, точка Р соединена съ точкою С, показать, что треугольники АС вн АВС 
равноугольны. 

464. Чрезъ точку К внутри параллелотрама АВСЛ проведены прямых параллельно 
сторонамъ, показать, что разность нараллелограмовь, конхь КА и КС суть дагонали, 
равна дважды взатому треугольнику ВКЛ). 

165. Построить прамоугольникь, по даюному катету и разности между гипотену- 
зою и другимъ катетомъ? 

166. Въ УреугольниЕ} АВС проведены прямыя АД н ВЕ, дфяяия стороны ВС 
и АС въ точкахь Ш) н Е пополамъ, эти прамыя пересзраются въ точкф @, ноказать, 
что 46-200. 

167. Въ прямоугольномь треугольниЕ® ВАС прямой уголъ раздёлень прямою АЕ 
пополамъ, изъ средины Р) гвпотенузы ВС возставленъ нерпендикуляръ, который встрчается 
съ равнодвлящею АЕ въ точЕЁ Е, показать что АД ДЕ. 

168. На дагонали АС квадрата АВСГ построимъ роибъ АЕРСО, коего пхощядь 
равна площади квадрата, и коего вершина остраго угла находится въ точкВ А, показать, 
что если проведемь АР’, то уголь ВАС разд®лится на три разныя части. 

169. Даны дяё перйендикулярныя пряных АВ и АС, П) какая нибудь точка на 
прамой АВ, Е какая нибудь точка на АС, ва ДЕ, какъ на дагонали, построимъ по- 
ловину квадрата, коего вершина есть (1, показать, что геометрическое ифсто точежъ, по- 
строениыхъ подобно точк (, есть равнодёлящая уголь ВАС. 

170. Показать, что площадь квадрата есть наибольшая изъ всёкъ параллелогра- 
“новъ, ниЗющихъь одннъ периметръ. 

171. Виисать, въ данный квахратъ, квадрать дамной величины? 
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172. Въ треугольник АВС, АР= {$ АВ и АЕ-={ АС; СЛ в ВЕ нересфкаются въ 

точ Е’, показать, что ЛВРС—{ ЛВАСн что четыреугольникь АДЕЕ-= АСЕЕ—=ЛВЛЕ. 

- 173. Въ треугольниЕВ АСВ уголь С прямой; уголь А разхфлень пополамъ пря- 

ною, которая встрёчаеть ВС въ точк® Л) и уголь В раздВленъ пополамъ прямою, кото- 

рал встрачаеть АС въ точЕБ Е; АД в ВЕ пересвкаются въ точк& 0, показать, что 
треугольникь АОВ равенъ половниВ четыреугольниха АВДЕ. 

174. Показать, что равностороний треугольникъ не можеть быть раздёленъ прамою 
на так я дев части которыя бы совм щались. 

175. Паразлелограмы АВСР и АСЕГ ностроены”. на равныхъ основайяхь ВС и 
СЕ в между одними параллельныни АЛ и ВЕ, прамыя ВО и АЕ нересвкаются въ точк& 
Е, показать, что ВЕ-2ОР. 

176. На сторонахь С и ВС треугольника АВС построены паралхелограмы 
АЕСС и СВКН; ЕС и КН перес®каются въ точкв Г, которая соединена съ С, чреъ 
Ав В проведены пряныя АЛ и ВЕ параллельно СГ, и встрёчають РО и КН въ точ- 
хахъь Ди Е, показать, что АДЕВ есть парвляелограмъ, который равевъ сумм наралле- 
зограмовъ ЕС н СК. 

177. Если въ четыреугольник дв стороны параллельны, то прямая, проведенная 
параллельно этимъ сторонамъ, чрезъ пересёчене дагоналей хёхится въ этой точкВ попо- 
хамъ. 

178. Два треутольниха построены на одноиъ основания н между одними параллель- 
ными гинями, показать, что ихъ стороны отсфкають равныя части отъ всякой прямой, про- 
веденной параллельно осиовантю. 

179. Если въ прямоугольномьъ треугольник АВС уголь А прямой, сторона АСЗ АВ, 
т /В>2/С. 

180. РаздЪлить паралхелотрамъ прямыми, проходящими чрезъ одну изъ вершинъ ею, 
на трв равныя части? 

181. 'Треутольнякъ АНЁ есть разиостороный; АВСЛ ромбъ, коего сторона равна 
сторон8 треугольника, а стороны ВС и СГ проходять чрезь точки Н и Е, показать, что 
уголь А ромба есть а. 

182. Чрезъ данную точку на сторон треугольника провести дз прямых такъ, чтобы 
он% раздёлихи треугольникъ на три равныя части? 

188. Если въ пред. 85, кн. 1, проведемь по Магонвли въ каждомь параллелограмВ 
изь концевъь основан!я, точку пересфченя этикь юагоналей соединимь съ точкою пересфче- 
а сторовъ ихи ихъ продолженй, то проведенная прямая разхфлить основане пополамт. 

184. Если иа двухъь сторонахъ треугольника построимъ, каже ннбудь параллелограмы, 
то сумиа ихь площадей будеть равна площади параллелограма, коего основаше есть третяя 
сторона, а хрупя стороны равны н параллельны прямой соединяющей вершину треугольника 
съ точкою пересфчен1я сторонъ двухъ первыхъ параллелограмовъ. 


Книта П. 
От 1 до 11. 


185. Прямая лия раздёлена на дьВ части, показать, что если дважды взятый пряиоу- 
толъииЕъ построенный на частяхь равенъ сумы взадратовъ, построенныхь на тёжъ же 
застяхь, то прямвя раздфлена иа дзЁ равныя части. 

186. Раздзлить прямую на таюя двВ части, чтобы площадь прамоугольника, построен- 
наг па этихъ частяхь была наибольшая? 
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187. Построить примоугольникъ, коего бы площадь была равна разности ихощедей 
двухь данныхъ квахратовъ? | 

188. РазхЬлить прямую на тавя двф части, чтобы сумма квахратовь построенныхь 
на этихъ частихь была наименьшая? 

189. Показать, что квахрать построенный на сумы двухъ прямыхь съ квахратомъ 
построеннымь на разности тЪхъ же прамыхъ равны дважды взятой сумыф квадратовь по- 
строеяныхь на каждой прямой. 

190. РаздЬлить данную прямую из тавя двЪ части, чтобы сумма квадратовъ, по- 
строенныхь на нихъ, была равна данному квадрату? 

191. РаздЬлить данную прямую на так я дв части, чтобы квахратъ, иостроевный 
на одной изъ нихь, быль равенъ дважды взятому квадрату построенному на другой? 

192. Если въ пред. 11, кн. 2, СН продолжить тавъ, чтобы СИ встрётиха ВЕ въ 
точк® К, то прямыя СГ н ВЕ периендикулярны. 

198. Въ томъ же предложения, если прямыя ВЕ вн СН встрёчаются въ точк® О, то 
ЛО ы СГ, периенхивулярны. 

194. Показалъ, что если прямая разд®лена на части, какъь въ пред. 11, ки. 2, 10 
прямоугольникъ, построенный на сумм» н разности частей, разенъ прямоугольнику построен- 
ному на частяхъ. | 


Отз 12 до 14. 


1956. Квадрать построенный ина освованн равнобедреннаго треугольника равенъ 
дважды взятону прямоугольнику построенному на одной изъ равныхь сторонъ н на сумив 
той же стороны съ отрЁзкомъ заключеннымь между вершиною угла противолежащаго осно- 
ваню, и основащемъ перпендикуляра опущеннаго изъ конца другой равной стороны на 
первую. 

196. Во всякомъ треугольник сумма квахратовъ, построенныхь на двутъ сторонахь 
равна дважды взятому квадрату построенному на половин третьей стороны съ дважды взя- 
тыеъ квадратомъ построеннымъ на прямой, соединяющей вершиву противолежащую третьей 
сторон съ срединою этой стороны. . 

197. Въ треугольникё АВС сторона АВ—АС, если АВ продолжимь ниже основа. 
ня до точки 2, такъь чтобы АВ—ВШ, то квадратъ построенный на СЛ будеть равенъ 
сумы квадрата на АВ съ дважды взятымъ квадратомъ ВС. 

198. Суима квадратовъ построенныхь ва сторонахъь паражлелограма разнь сумы 
квахратовъ построенинхъь на дагоналяхъ. 

199. Данное основане треугольника длится центромъ даннаго круга пополамъ, если 
воуштсе треугольника лежить ия окружности, то сумма квадратовъь построенныхь на сто- 
рокзхь треугольника будеть величина” постоянная. 

269. Зо всякоиъ четыреугольникВ сумма квадратовъ построенцыхь на Иагоналяхь 
рат хзежум кзяой супы квахратовъ построенныхь на прямыхъ соединяющихь средины 
прогсоположЕжхь сторойъ. 

201. Есхл 73 токти пересёчемя маметровъ параллелограма, какъ изъ центра опи- 
сет! Боугь, то ума еварратовъ ностроеиныхь па прямыхь, соединяющихь, какую нибудь 
=сжу струтисоти съ вершлнаки пврахлелограма есть величина постоянная. 

207. Оли кзагратовъ, костроенныхь ина сторонахъ четыреугольника, больше суммы 
*тт-г-т--ж, нозтреэттеть по диотогаляхъ, на четырежды взатый квадрать, иостроенный на 
Е 2°, стодиакюще” среддны дагопалей, 


=: 5», ^- 


`208. Иа жаметрв АВ круга взаты дз точки Син Ш равноотстоящ!я оть центра, 
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изъ какой нибудь точки Е окружности проведены прямыя ЕЛ н ЕС, показать, что сумма 
квадратовь на ЕС и ЕД равна сумм квадратовь на АС и АГ. 

204. На основанн ВС треугольника ввята точка Ш) тахъ, что сумма квахратовь на 
АВ и ВЛ равна сумы квадратовь на АС и СО, показать, что средина прямой АД разно 
отстоить оть В и С. 

205. Кзадрать, построенный на какой’ нибудь прамой, соединяющей вершину равно- 
бедрениаго треугольника съ основанемъ, больше квадрата построеннаго на сторон, на 
прамоугольникъ изъ отрёзковъ основан!я. 

206. На гнпотенуз ВС прямоугольнаго треугольника АВС построенъ квахрать 
ВЕС, показать, что сумма квадратокъь па ДА и АС равиз сумм? квахратовъ на ЕЛи АВ. 

. 207. Въ треугольник АВС, уголь С прямой, изъ точки Ю ва АС проведень пер- 
нендикулярь ДЕ къ АВ, показать, что прямоугольникь АВ. АЕ=АС.АГ. 

208. Есхи чрезъ вершину одного изъ угловъ равносторонняго треугозъника проведемъ 
прямую, которая бы пересЁкла продолжен!е противоположной стороны и прин томъ такъ, что 
прямоугольнихь, построенный на сторонЪ съ ея прододжешемь и на продолжени, быль бы 
равенъ квадрату построениому на сторон8 треугольника, то квадратъ, построенный на про- 
веденной чрезь вершину угла прямой, бухеть равенъ удвоенному квадрату построенному на 
сторон треугольника. | 

209. Въ треугольник АВС, утлы В и С острые, если Е и РЕ суть точки въ кото- 
рыхъ периендихухяры, онущенные изъ противоположныхь угловъ на стороны АС ин АВ ить 
пересфкають, то квадратъ па ВС равенъ сумм прямоугольниковь АВ.ВЕ и АС.СЕ. 

° 210. Раздфлить данную прямую на тая дв части, чтобы прямоугольниЕъ, построен- 
ный на нихъ былъ равенъ квадрату, построенному на данной прямой, которая меньше по- 
ловины прямой, которую требуется разхБхить? 


Сиътанныя задачи и теоремы па вс предложеня П-й книги. 


211. Продолжить одну изъ стофонь даннаго треугольника тавъ, чтобы прямоуголь- 
иикъ построенный па стороя% и ея продолжени, быль равенъ разности квадратовъ, по- 
строенныхъ на друтихь сторонахъ? 

212. Продолжить данную прямую такъ, чтобы сумма квахратокь на данной прямой и 
на ея продолжени была равна дважды взятому прямоугольнику, построенному на прямой съ 
продолженемъ и на продолжен? 

218. Продолжать данную прямую такъ, чтобы сумма квадратовъ, построенныхь на 
ханной прямой н иа& данной прямой съ продолжешемъ, была равна дважды взатому прямот- 
тольнику, построенному на прямой съ продолженемъ н на продозжени? 

214. Продолжить данную прямую такъ, чтобы прамоугольникъ, построенный из дан- 
ной прямой съ продозжешемь н на продолжен, былъ равенъ квахрат) построенному на 
данной прямой? 

2165. Построить разнобедренный тупоугольный треугольникь такой, чтобы квяхрать, 
построенный на найбольшей сторонф, быль равенъ трижды взятому квадрату, построенному 
на одной изъ равныхъ сторонъ? 

216. Найти тупой уголь треугольника, когда кзахрать, построенный на сторонЪ, про- 
тиволежащей тупому углу больше суммы квадратовъ изъ сторонъ, заключающяхъь тувой 
уготь, на прямоугольник, построенный на сторонахъ? 


217. Построить прамоугольникь равный данному квадрату, когда сумма смежныхь. 


сторонъ прямоугольника данной величины. 
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218. Построить прамоугольникь равный данному квадрату, когда разиость смежныхь 
еторонъ прямоугольника равна данной величин? 

219. Наименьшй квадратъ, вписанный въ данкый квахрать будеть тотъ, который 
равень половин даннаго квадрата? 

220. Раздёлить данную прямую на дв части такъ, чтобы сумма ‘квадратовъ ностроен- 
ныхь па дфлой прямой и ва отрЬзкЪ, была равна удвоенному квадрату на другомъ отрёзЕВ? 

221. Два прямоугольника имВють равныя площади и раввые периметры, показать, 
что онф равны во всБхъ своихъ частихъ. 

222. АВСГ есть прямоугольникь, точка Р такъ взята, что РА+-РС-—РВ-+- РО, по- 
казать, что геонетрическое мфсто точки Р есть дзё прямыя, проведевныя чрезь центръ 
прамоугольника параллельно его сторонамъ. 


Книга Ш. 
Оть 1 00 15. 


228. Изъ данной точки какъ изъ центра описать кругь, который бы проходиль чрезь . 
концы даметра даннаго круга? ° 

224. Показать, что нерпендикуляры, возставленные изъ средниъ сторонъ четыреу- 
гольника, виисаннаго въ круг, пересфкаются въ постоянной точь? 

295. Если два круга пересфкаются, то, двЁ каыя нибудь, параллельныя, аа 
зрезъ точки пересфченыя Еруговъ, равны. 

226. Два круга, конхъ центры суть А н В, пересфкаются въ точЕЁ С, чрезъ С про- 
ведены двЗ хорды ОСЕ н РСС окннахово иаклоненныя кь АВ и оканчивающаяся на кру- 
гахъ, показать, что ДЕ-=Р. 

227. Чрезь одну изъ точекъ пересВчен1я, двухь данныхь круговъ, провести наиболь- 
шую прямую, заключенную кругами? ` 

228. Есан изъ какой нибудь точки на даметрВ круга проведемъ прямыя, къ оконеч- 
иостямъ параллельной хламетру хорды, то сумма кзадратовъ, ностроенныхь на этихь пря- 
ныхь, равна сумм квахратовъ, построенныхъ на отрзкахь даметра. 

229. Даны внЪ круга РОЕ двВ точки А и В; найти такую точку на окружности 
круга, чтобы сумма квадратовъ, ностроенныхь на АРн ВР была изименьшая? 

280. Если два каше нибудь круга.касаются, то оконечности двухь, кякихъ нибудь 
параллельныхь дламетровъ и точки касан!я круговъ лежать на одной прямой дии!и. 

231. Въ какомъ ынбудь круг на его радусЪ, какь на даметрЪ, описанъ хругой 
кругь н проведены двЗ`хорды большаго круга, одна перпендикудярио общему дамётру кру- 
тв чрезъ центръь меньшаго круга, & другая чрезъ точку пересёчевя первой хорды съ ма- 
лымь кругомъ перпендикулярно къ первой хорхф, показать, что отрЁзки одной хорды равны 
отрАзвамъ кругой, каждый каждому. 

232. Чрезь данную точку внутри круга провестя наименьшую хорду? 

238. Если О есть центръ какого нибудь круга, а Р какая нибудь точка на окруж- 
ности, РМ перпендикуляръ изъ точки Р из данный даметрь, то прямая, равнодфлящая 
уголь ОРМ воегла проходить чрезъ одинъ или другой конець даметра перпендикулярно Еъ 
двнному д1аметру. 

284. Три круга касаются визшне въ точкахь А, В, (С, изъ точки А прямыя АВ и 
АС продолжены до встрёчи съ кругомъ ВС въ точкахь Ши Е, показать что ДЕ есть 
даметрь круга ВС н что этотъ маметръ парзллелень прамой, соехинающей центры хвухъ 
другихъ круговъ? 
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235. На сторонахь, какого нибудь четыреугольника, какъ на Маметрахь, описаны ‹ 
кругн, показать, что общая хорда двухъ смежныхь вруговъ параллельна общей хорд двухъ 
хругихъ круговъ. . 

286. Описать кругь, который бы касался даннаго вруга, имлъ бы свой центрь на 
ханной прамой н проходиль бы чрезъ данную точку на данной прамой? 


. Оть 16 00 19. 


987. Показать, что изъ данной точки виз круга можно провести дв% касательныхь 
къ кругу й что опф равны? 

288. Провести касательную къ данному кругу, которая-бы была параллельна дан- 
ной нрямой? 

289. Провести касательную къ данному кругу, которая бы была перпендикулярна къ 
данной прамой? 

240. На продолжени д1аметра, даннаго круга, найти точку, изъ которой касатель- 
ная, проведенная къ кругу, была бы данной длины? 

241. Даны два концентричесые круга, показать, что вс хорды визшияго круга, ка- 
сающияся внутреннаго, равны? 

242. Чрезь данную точку провести прямую тавъ, чтобы часть ея, отсфкаемая дан- 
нымъ кругомъ, была денной длины не больше даметра круга? 

248. Изъ концевъь даметра, какого имбудь круга проведены двё касательных, кото- 
рыя отефкаютъ оть третьей касательной часть АВ, если О есть центрь круга, то уголь 
АОВ--4. 

244. Двннымъ рамусомъ описать кругь, который бы касался даннаго круга н канной 
прямой? 

245. Описанъ кругь, касающся даннаго круга н данной прямой, показать, что точки 
касанл” нахохатся всегда на одной прямой, съ постоянною точкою на окружности даннаго 
круга. В 

246. Провести касательною къ двумь даннымъ кругамъ? _ 

247. Провести касательную къ данному кругу такъ, чтобы ва часть, отсёченная дру- 
гимъ даннымъ кругомъ, была данной длины? 

248. Провести прямую, оть которой, два даниые круга, отсёкалм бы данныя длины? 

249. Показать, что въ описанномъ около круга четыреугольниЕ, сумма двуЖЪ сто- 
ронъ равна сумы8 двухъ другихъ. 

250. Показать, что исключая ромба, ни какой парвллелограмь не можеть быть опи- 
санъ около круга. 

251. Прямыя АВД и АСЕ касаются круга въ точкахь В н С, если точа Пи Е 
такъ взяты, что ВГ-=-СЕ, то прямая ЮЕ васается круга? 

252. Если четыреугольникь описанъ около круга, то сумма угловъ пры центр, обра- 
зуемыхъ прямыми, соединяющими съ центромъ концы противоположныхь сторонъ, равна 
двумъ прямымъ угламъ. 

258. Два ражуса круга проведены подъ прямымъ угломъ, будучи проколжены встрё- 
зають прямую, которая касается круга, показать, что касательныя, проведенных изъ точекъ 
пересёчен1я, прохолженныхь радлусовь съ касательною, будуть парадлельны. 

254. Прямая лнн!я касается двухъ круговъ, показать что радусы круговъ, прове- 
денные въ точки касаня, паралхедьны, что также параллельны хорды, соединяющия точки 
касаня съ точками пересёченя круговъ съ прямою проходящею чрезъ центры. 
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255. Если два круга могуть быть такъ описаны, чго касаются между собою ы каж- 
дый трехъ сторонъ четыреугольняка, то разность сумиъ противоположныхь сторонъ равна 
хвойной общей касательной, заключенной между сторонами четыреугольника. 

256. ДЛламетрь полукруга есть АВ, а центрь (С, показать, что центръ О вписаннаго 
въ полукругь круга находится въ равномъ разстояяйи оть центра С м оть касательной къ 
полукругу парвалельной даметру АВ. 

257. Если изъ точки внф круга проведены дв касательныя, то уголь между ними 
вдвое больше угла заключеннаго хордою, соединяющею точки васашя н даметромъ, прохо- 
дянимъ чрезъ одну изъ точекъ касаня. | 

258. Четыреугольникъ образованъ д1аметромъ круга, касательными изъ концевь этого 
даметра и третьею касательною, показать, что площадь такого четыреугольника равна но- 
ловин® площади прямоугольника, ностроеннаго на маметрь ы на противоположной сторон% 
четыреугольника. | 

259. Если въ четыреугольник, описаннаго около круга, дзЪ стороны параллельны, 
то прямая, проведенная чрезъ центръ круга, параллельно параллельнымъ сторонвмъ четыреу- 
гольника н оканчивающихся на другихъ двухъ сторонахъ, будетъ равна четвертой части 
всего периметра четыреугольниха, 

260. Описанъ рядь круговъ, касающихся данной прямой въ данной ея точЕЗ, пока- 
зать, что касательных, проведенныя въ точкахъ перес®ченя круговь съ прямою параллель- 
вою данной прямой, всф касаются одного круга. 

261. Изъ всЁхь прямыхъ, которыл можно провести изъ двухь давныхь точевъ ЕъЪ 
выпуклой части даннаго круга, наименьшая сумма двухъ будеть въ той точёБ окружности, 
въ которой прямых, проведенныя изъ ханныхъ точевъ, составляють равные углы съ каса- 
тельною въ этой точка. 

262. Центръ даннагю круга есть С, СА одинъ изъ его рамусовъ, В точка на радусь 
зерцендикулярномь иъ С.А, соединимь А съ В м продолжимъ прямую АВ хо встрёчи съ 
окружностью еще въ точк® Ш) я нусть касательная въ точк Г) пересфкаеть ВС въ точкЬ 
Е, ноказать, что ВОЕесть равнобехренный треугольникт. | 

` 268. Дюметрь АВ круга прододженъ до точки Р такъ, что АР равна радусу круга, 
чрезъ точку А проведена касательная АЕГ), изъ точки Р, проведена васательная РЕС, 
касающаяся круга въ тОчЕЁ С н пересфкающая первую касательную въ точкё Ж, соеди- 
нимь В съ С и продолжимь ВС ко встрёчи съ АЕ въ точкЁ Ш, показать, что треуголь- 
нихъ ДЕС разносторонний. 


Отъ 20 до 82. 


264. Проведены дв касательныя АВы АС къ кругу и на окружности круга внутри 
треугольника АВС взята, какая нибудь точка 7), показать, что сумма угловь АВО и АСР 
есть величина постоянизя. . 

265. На окружностихь сегментовъ, описанныхь на одной ирямой АВ, взяты двЪ, ка- 
ил нябудь точки Ры ©, углы РАФ и РВО, прямыми АВ и ВЕ, пересфкающимися въ 
точк& В, раздВлены понполамъ, показать, что уголь АЖВ есть величина постоянная, 

266. На прямой АВ описаны два сегмента одного круга, нь окружности одного изъ 
сегментовъ взита, какая пибудь точка Р, проведены прямыя АРД и ВРС, верескающи 
окружность другаго сегмента въ точкахъь Г) и С, проведены прамыя АС н ВХ, пересфкаю- 
ифяся въ точкЪ ©, показать, что угогь АОВ есть величина постоянная. 

267. Пусть АРВ будеть постоянная хорда, проходащая чрезь точку Р пересфченя 
хвухь `круговъ АЛОР в РВЕ, пусть ОРЕ будеть какая нибудь другая хорха проходящая 
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чрезъ точку Р, показать, что прамыя АФ@ и ЕВ, будучи продолжены, пересфкаясь, обра- 
зуютъ постоянный уголъ. 

268. Въ треугольник 4ОВ ва сторонахь ОВ и 04 взяты точки Си Ш таль, что 
2 оОо=ГоОВА, показать, что около четыреугольника АВСШ можно описать вругъ. 

269. Въ четыреугольнии АВСХ, вписанномъ въ кругъ, стороны АВ н СХ, будучи про- 
должевы встрёчаются въ точкё О, показать, что треугольники АОС ы ВОЛ ревноугольны. 

270. Показать, что изъ всёхъ параллехограмовъ только прямоугольникь можеть быть 
мписанъ въ кругъ. 

271. Треугольникь вписанъ въ кругъ, показать, что сумма утловъ, въ трехъ внфшяихь 
треугольнику сегментахъ, равна 44. 

272. Четыреугольникь виисанъ въ кругь, показать, что сумма угловъ, въ четырех 
сегментахь вифшнихь четыреугольнику, равна 64. 

218. Раздлить кругь на такя дв части, чтобы уголь содержащийся въ одномъ сег- 
мент®, быть равенъ дважды взятому углу въ другомъ сегмент? 

274. Разд» лить кругь на тав1я дзЪ части, чтобы угожь, содержащ!Ися въ одномъ 
сегмент, быль равенъ паять разъ взятому углу въ кругомъ сегментЪ? 

275. Если угохь составленный, какой нибудь стороною четыреугольника в продолже- 
вемъ его смежной стороны, равенъ противолежащему углу четыреугольника, то каждая изъ 
сторонъ четыреутольиика стагиваеть, въ вершинахь противоположных, углоръ, равные угиы. 

276. Если дёЪ, камя нибудь смежныя стороны шестиугольника, впислтнаго въ круть, 
параллельны противоположнымь сторонамъ, то н остальныя стороны нараллельны. 

277. Взаты четыре точки А, В, С, Ш на окружности круга, прамыя АВ в СХ, 6у- 
хучи прохолжены, пересвкаются въ точкЪ Р, а прамыя АХД и ВС въ точ ©, показать, 
что прамыя равнодёлящя утжы АРС и АФС перпендикулярны между собою. 

278. Если въ четыреуго2ьник», внисанномъ въ круг8, проведемь такую прямую, ко- 
торая бы образовала съ парою противоположныхь сторонъ равные углы, то она образуетъ 
равные углы н съ другою парою противоположныхь сторовъ. 

279. Около четыреугольника можеть быть одинъь круть описанъ, а другой въ иего 
вписант, показать, что прямыя, соехинающ!я протизоположныя точки касп! я виасаннаго 
круга, перпендикулярны между собою. 


Отъь 23 до 30. 


280. Прямыя, соеднняющя оконечности двухъ равныхь`хордь, обращтиныхь въ одиу 
сторону, параллельны. 

281. Прямыя, соединяющия оконечности дзухь паразлельныхь хордъ, равны. 

282. Общая хорда двухъ круговь есть АВ, чрезъ какую нибудь точку С на одной 
изъ окружностей проведены прямыя САД н СВЕ, окзнчиваюнияея на другой окружности 
въ точкахь Дн Е, показать, что длина дуги РЕ неизы$нается. 

283. Чрезъ точку С на окружности круга проведены прямыя АСВ и ОСЕ, встр- 
зающйя окружности еще въ точкахь В и Е, показать, что равнодзляния углы АСЕ и 
ХОВ пересфкають окружности въ точкахъ равноотстоящихь оть В н Е. 

284. РавнодЁляния углы внутреный а противоположный внёшЕ!, четыреугольника 
внисаннаго въ кругь, пересвкаются на окружности. 

285. АВ есть маметръ круга, Д) данная точка на окружности, провести хорду ДЕ 
такъ, чтобы дуга между хордою и дмаметромъ была равна три раза взятой другой. 

286. Изъь концевь А и В основана треугольника АВС проведены прямыя, встрё- 
чающия противоположиыя стороны въ точвахь Рн (} нодъ даннымь утломъ, показать что 
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прямая РФ будеть велачина постоянаая во всёхъ треугольнихахъ, ‹ имфющихь осповащемт, 
АВ и тоть же уголь С. р 

287. Если два равные круга пересвкаются и если зрезъ одну изъ точекъ перес$че- 
на проведемь прямую, встрёчающую оба круга, то прямых, соединяющ!я эта точки встрьчи, 
съ другою общею точкою обоимъ кругамъ, будуть равны. 

288. ОА, ОВ, ОС суть три хорда круга, /АОВ=/ ВОС, хорда ОД блаже къ 
центру нежели хорда ОВ. Изъ точки В опущенъ перпендикуляръь на ОА н встрёчаеть О.А 
въ точкБ Р, а периендикуларъ на ОС, бухучи продолженъ, встрёчаеть ОД въ точкЕ ©, 
показать, что АРСО. 

289. АВ есть данный отрЪзокь прямой, чрезъ точку А проведены дв» прямыя 
одинаково ивклоненныя къ АВ, какой нибудь кругь, проходящий чрезъ Ан В пересвкаетъ 
эти прямыя въ точвахь Г н М. Показать, что еслн АВ находится между АГ и АМ, то 
сумма АЁГ-+-АМ есть величина постоянная, & еслн АВ не находится между АГы АМ, 
то разность АГ—АМ есть величина постоянявя, 

290. АОВ и СОХ суть хва перпендикулярные даметра, Е точка па ду АС, а 
ЕРО есть хорда, пересфкающая СОШ въ точеВ Е н проведенная въ такомь направлена, 
что ЕР равнь рамусу круга. Показать, что дуга В@ равна три раза взятой дуг АЕ. 

291. Всё прамыя, равнодфлящия утды противолежаще основаяю всфхъ треутольии- 
вовъ, построенныхь на одномъ оспованн и по одну его сторону н коихъ углы противоде- 
жаще основаи!ю равны, пересфкаются въ одной точк&. 

292. Если два круга касаются внутренно, то каждая хорда большаго круга, касаю- 
щаяся меньшаго, въ точЕВ касашя дфлится на два отрЪзка, которых вЪ ТОЧЕВ касан!я круга 
стагивають равные углы. 

На 31. 

298. Построены прямоугольные треугольники на одной гипотенузВ, показать, что 
вершины прямыхь угловъ лежать на окружности круга, описаннаго на данной гипотенузв, 
какЪ на дламетр®. 

294. Круги описанные нь равныхь сторонахъ равнобехреннаго треугольника, кажъ 
на даметрахь, пересёкаются въ срединё основаня. 

295. Нанбодышй прямоугольникъ, какой можно вписать въ кругъ есть квадратъ. 

296. Гипотенуза АВ, прямоугольнаго треугольника АВС, въ точк% ХХ раздЬлена по- 
поламъ, изъ точки Г возставлень перпендикуляръ КОЕ въ АВ н на немъ взаты точки № 
и Е такь, что АД-ДЕ=ОЕ, точки Ен Е соединимъ съ точкою С, показать, что пря- 
мыя СЕР н СЕ суть равводфаялия углы АСВ н его дополнеше. 

297. На сторон% АВ, какого иибудь треугольника АВС, вакь на даметр® описанъ 
кругь, ЕР есть маметръ этого круга паразлельный сторон ВС, показать, что прамыя ЕВ 
и РВ суть равнодфлящля углы внутрений н вафшь!й при В. 

298. Если прямыя АД н СЕ перпендикулярны къ сторояамь ВС н АВ треуголь- 
ника АВС в проведена прамая РЕ, показать, что //АДЕ=/ АСЕ. 

299. Если два круга АВС н АВШ переськаются въ точкахь А н В нпроведены два 
маметра АС и АХ, показать, что прамая СГ) проходить чрезъ точку В. 

300. Если О есть цевтрь круга. ОА рамусь на которомъ, какъ на даметрЪ, опи- 
санъ кругъ, то окружность этого круга будеть дЁлить всз хорды большаго круга, прохода- 
пия чрезъ точку А. 

301. Описать кругъ, касающийся данной прямой въ данной точк%, такъ, чтобы кала 
тельныя проведенныя къ кругу изъ двухъ данныхь точекъ на прямой были параллельны? 

802. Описать кругъ даннымь радусомъ, такъ чтобы онъ васался даниой прямой и 
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чтобы дв касательных, проведенных, изъ двухъ данныхь, на данной прямой точекъ, были 
парахлельны? 

303. Если изъ вершинъ утловъ при основан какого нибудь треугольнихь, опустямъ 
перпенхикуляры на противоположныя стороны или на ихъ продолжеше, если необходимо, то 
прямая, соединяющая точки ихъ нстрёчи, будетъ дЁхиться пополамъ перпендикуляромъ, опу- 
щеннымъ на нее изъ средины основан. 

304. Прямая АД есть даметръ круга, В и С точки на окружности по одну сторону 
АТ, перневдикуляръ, опущенный изъ точки Ю на продолжеше ВС пересёкаеть ее въ точкВ 
Е, показать, что: 


СА0—=ПАВ--ПВО+ПСО-+-2ВО.СЕ 


305. Прамая АВ есть Маметръ полукруга, Р` точка на окружностя, РМ нерпенди- 
кулиръ на АВ; на АМ н ВМ описаны, какъ из дмаметрахь, полукруги, АРи ВР пере- 
сфкають эти нозукруги въ точкахь © н АВ, показать, что ОВ будеть общая въ нимь каса- 
тельнал. . 

306. Даны дзЁ прамыя АВ н АС и даны на нихъ точви В и С. Изь точки В опу- 
щенъ перпендикуярь ВЛ) нь АС, в изъ точки Г) онущенъ нерпендикуларь ОЕ на АВ; 
точно также изъ точки С, опущенъ перпевликулярь СЁ на АВ, в изъ точки Е опущелъ 
перпендикулярь Р@ нь АС, воказать, что | ВС. 

807. Два круга пересВкаются въ точкахъь Аи В, изъ коихъ проведены хорды въ 
точк® С, на одной изъ окружностей, будучи продолжены, если необход:мо, кересфкають 
хрутую окружность въ точкахь Юн Е, ноказать, что прямая ДЕ пернендикулярнь къ 
даметру, проходящему чрезъ точку С, перваго круга. 

808. Если на гипотенузВ н катетахъ, прамоугольнаго треугольника, будуть построены 
квадраты, то прямая соехиняющая точку пересфченя дагоналей квадрата гипотенузы будеть 
нерпендикулирна къ прямой, соединяющей точки пересёчени датоналей квадратовь на ка- 
тетахъ. 

309. Центръ даннаго круга есть С, АС прямая меньше ражуса круга, найти на ок- 
ружности тавую точку, чтобы уголь, имвющЙ вершину въ этой точкф, а стороны стагивахи 
АС, быль бы наибольшй? 

810. Даметръ полукруга есть АВ, Ди Е, квыл нибудь, на немъ точки. Проведемъ 
хорды АР и РЕ, которыя перескутся, будучи продолжены въ точк® Ё, и хорхы АЕи 
ВП, которыя поресбкутся въ точкё @, показать, что прямая РС’ перпендикулярна въ АВ. 

311. Два равные круга касаются вифшне, чрезъ точку касаня проведены по хоряь 
въ каждомъ кругВ перпендикулярно одиа другой, показать, что прямая, соединяющая коицы 
встрЪчн этихъ хордь съ окружностямя паралзельна прямой, соединяющей центры круговъ. 

312. На меньшей дагонали ромба, какь на маметр®, описанъ кругь, который пере- 
сЪкаеть стороны, точен пересфченя соединены на кресть съ концами этой дагоналя, но- 
казать, что образованной такимъ образомъ параллелограмъ есть ромбъ, коего углы равны 
утламъ данного ромба. 

313. Если дв хорды круга нересфкаются внутрн или ви водъ прамымъ угломъ, 
то сумма квадратонь на ихъ отрёвкахь равна квадрату маметра. 


Отъ 323 до 34. 


314. Нь окружности круга, коего центръ есть С, дана точка В, РА есть касатель- 
нал въ какой пибухь точеЕЁ Р, которая пересфкаеть продозжене прямой ВС въ точкё А 
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и ироведемъ перпендикулярь РО къ ВС, показать, что прямая РВ есть равнодёлящая 
уголь АРО, 

315. Если два круга касаются, то всякая прямви, проходащая чрезъ точку касашя 
отрАзываеть оть круговъ подобные сегмеяты. 

316. АВ есть корда круга, н АЛ касательная въ точк® 4. ОР есть какая нибудь 
прямая израллельнаа АВ, пересЪкающая кругь въ точвахъ Ри ©, показать, что треуголь- 
ии РАЛ и ФАВ разноугольны. 

317. Два круга АВОН и АВС пересёкаются въ точкяхь Аи В, изъ точки В 
проведена касвтельная въ одному изъ нихъ, & изъ точки А, какая нибудь хорда, нересё- 
каЮщАя круги еще въ точкахь С н МЫ, ноказать, что Вб ОН. 

818. Два круга пересваются въ точвахъ А н В. Изъ точки А проведены касатель- 
ныя АСи АЛ къ обоимъ кругамъ, васательная къ первому кругу пересфкаетъь второй въ 
точ (С, и касательная ко второму кругу нересбдаеть первый въ точкё Г. Если проведемъ 
прамыя СВ и ВЛ, то общая хорда АВ, или ея продолжеше, дВянтъ уголь СВЛ пополамъ. 

319. Два круга пересвкаются въ точкахь Ан А, чрезь какую ннбудь точку Р на 
окружности одного изъ круговъ проведены хорды РА н РВ, которыя пересвкають кругой 
крутъ еще въ точкахъь Си Л), показать, что прямая СОТ параллельна касательной въ 
точвЁ Р, 

820. Если изъ кажой нибудь точки на окружности круга, проведемь хорду и каса- 
тельную, то нерпендикуляры, опущенные на нахь изъ средины дуги, заключенной между 
ними, разиы. 

$21. АВ какая вибудь хорда круга, н Р, какая нибудь точка ‘ив окружности, РМ 
иерпендикулярь &ъ АВ, прододженный до встрёчи съ окружностью въ точкё 9 АМ 
нернендикуляръ въ касательной въ точк® Р, показать, что треугольники МАМ я РАФ 
равноугольны, 

322. Дев маметра АОВ и СОД въ круг перпевдикулярны, Р точка на окружности, 
касательная въ точкё Р пересфкаеть продолжене даметрь СОГ) въ точк6 О, прамыя АР 
м ВР пересёкають туже прямую въ точкахь В н 5, ноказать, что КО--50. 

828. Но данному основанию, противолежащему углу н тозкЪ на основан, въ кото- 
рую падаеть перпендикулярь, опущенный изъ вершины на основан!и, построить треугольникъ? 

824. По данному основан, противолежащему основано углу н по высот%, построить 
хреутольникь? 

325. По двяному основанию, противолежащему основан углу н по длин прямой, 
проведенной изъ вершины къ срединЪ основаютя построить т}-еугольникъ? 

326. Показать, что изъ всБхъ треугольниковъ, имфющихь одно основане н равные 
утжы, противолежание основано, нанбольшй будеть равнобедренный. 

827. Изъ данной точки А внф круга, коего центръ есть 0, провести прямую такъ, 
чтобы она, пересёвая окружность въ точкахъ В н (С, образовала нанбольшй треуголь- 
никъ ВОС? 

328. Дэ прямыя, составляющйя постоянный уголь, проходять чрезь дв данных 
точки, показать, что равнодБаящая между ними уголь всегда проходить чрезъ одну иди дру- 
гую изъ двухъ постоянныхь точекъ? 

829. По данному углу, противолежащей сторонз и по сумив двухь остальныхь сто- 
ронъ, ностроить треугольникъ? 

Отъ 35 до 37. 


830. Если два круга пересфкаются, то касательных, проведенныя изъ какой нибудь 
Зочкя, на прододжени общей хорды къ обоимъ кругамъ, равны. 
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381. Два круга нересёкаются въ точкахь А и В, показать, что общая имъ касатель- 
ная дЪлится пополамъ хордою АВ. 

832. Если изъ вершинь А и С треугольника АВС, опустимъ нериевдехухярн Ари и 
СЕ на стороны ВС и АВ, то прямоугольник, ВС.ВО=ВА.ВЕ. 

338. Если изъ какой нибудь точки общей хорды двухь пересфхающихся круговъ 
проведемь дв\ сзкуцйя, одна къ одному, другая въ другому круту, то четыре точки ихъ пе- 
ресёчетя съ кругами лежать на окружности одного круга. 

334. Изъ данной точки, какъ изъ центра описать кругь, который бы пересфкаль дви 
ную прямую въ такихъ двухьъ точкакь, что прямоутольникь построенный из ихь разстод- 
вяхъ оть данной на прямой точки, былъ равенъ данному квадрату? 

385. Два круга АВСЬ и ЕВСЕ имъютъь общими касательными АЕ и ГЕ и иере- 
сфкаются въ точкахь В и С, общая хорда ВС продолжена хо всгрьчи съ касательными въ 
точкахь С н Н, ноказать, что: 


Сен=осля+свс 


336. Данъ рядь пересёкающихся круговъ, такого свойства, что касательныя, прове- 
денныя къ нимъ изъ постоянной точки равны, показать, что хорды каждый разъь пересв- 
кающихся круговъ, проходять чрезъ эту точку. 

387. Въ прямоугольномъ треугольник АВС, изъ какой нибудь точки Л) ина гипоте- 
вузё ВС опущенъ перпендикулярь на АС и нересёкаеть её въ точкё Е, а будучи продол- 
женъ пересВкаеть продолженше стороны ВА въ точк® Е, ноказать, что: 


ПФЕ-_ВЬ.РС-лЕ.ЕС 
м что: 
орЕ=ВО.ОС-+-АЕ.ЕВ 


388. Требуется найти, ва касательной къ кругу въ концё даметра, тадую точку, 
что если ее соединимъ съ другимъ концемъ маметра, то прамоугольникъ построенный ина 
части внф круга н на части въ круг, будеть равенъ данному квадрату, который не больше 
квадрата даметра круга. 


Сизшанных задачи м теоремы ма веф предхоженя Ш-й жити. 


339. Описать кругь, который бы проходить чрезь данную точку и касалея данной 
прамой въ данной на ней точк%? 

340. Описать кругь, который бы проходиль чрезь данную точку и касален бы дан- 
ваго круга въ даиной па немъ точки? 

341. Описать кругъ, который бы касался даннаго круга въ данной ва немъ тозк% и 
касался бы данпой прямой? 

342. АГ в ВЕ суть перпендикуляры, опущенные изъ вершинь Ан В утловъ треу- 
гольинва на противолежащия стороны, ВЕ есть перпендлкухарь кь ЕТ) илн къ продолже- 
ню ЕО, показать, что ^ ЮВО=/ ЕВА. 

848. Если въ треугольникв АВС изъ вершинъ В н С опущены перпевдикуляры ВЕ 
н СР ив противоположныя сторопы и К есть средина третьей стороны, то ./ЕЕЕ= 
=/ЕЕК-=И А. 

344. АВ есть маметрь круга, 4С ин АГ двБ хорды, пересфкающуя касательную въ 
точ В, въ точкахь Ен Е, показать, что /ИСЕ--/ХЕОЕ. 
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845, Показать, что четыре прямых, равнодёляшя углы четыреутольника, образують 
четыреутольникь, который можеть быть виисанъ въ кругъ. 

346. Наёти кратчайшее разстояще между двумя кругами, которыя не пересзкаются? 

347, Два круга пересёкаются въ точк® А, требуется провести чрезъ эту точку пря- 
мую такъ, чтобы ея часть, заключенная между обоима кругами была равна данной прямой? 

848. Если миогоугольникъ съ четиымъ числомъ сторонъ виисанъ въ кругь, то сумма 
утховъ чрезъ одинъ выёстВ съ двумя прямыми углами равна прямому углу, взятому столько 
разъ сколько сторонъ въ многоугольних». 

349, Чрезъ данную точку на окружности круга провести хорду, которая бы встрёчая 
. данную хорду дёхилась пополамъ? 

850. Есхи равностороный многоугольникъ описанъ окого круга, то отъ необходимо 
будеть и равноугольной, если число сторонъ будеть нечетное, но неиначе. 

851. АВ есть маметръ круга, коего центрь есть С, ОСЕ есть секторъ, имзющй 
постоянную дугу; провехемь АЕ в ВХ, пересфкающяся въ точкВ Р, показать, что уголь 
АРВ есть вехичина постоянная. 

859. Неопредленное число треугольниковъ, построенно на основани ВС, съ рав- 
выми противолежащими основанию углами, изъ точекь В и С опущены перпендикуляры, ие- 
резвкающиеся въ точкВ 1), на противоположныя стороны, найти геометрическое мЪсто то- 
чек, ) н показать, что равнодёляния уголь ВОС проходять чрезъ одну точву. 

358. Пусть О н С букуть дв постоянных точки на окружности круга, н ОД, какая 
нибудь хорда. Если соединимь А съ С) н продолжимь АС до В такъ чтобы ОВ—ОЛ, то 
геометрическое м®сто точки В есть окружность разная данной, 

854. Изъ какой нибудь точки Р, на Магонали ВТ) параллелограма АВСО, прове- 
лены прямыл РЕ, РР, РФ, РН перпендикулярно къ сторонамь АВ, ВС, СО, ПА, тока- 
зать, что ЕР'|| СН. 

855. Чрезъ данную точку на данной хордВ въ вругВ проведены друмя хорды, пока- 
зать, что прямыя, соехиняющ!я средину данной хорды съ срединами другихъ хордь, обра- 
зують съ ними одииъ н тотъ-же уголь. 

356. Прамая АВС въ какой нибудь точк® В раздёлена на ей части, АДВ вн СРВ 
суть два подобные сегмента круговъ, имфющихь общую хорду ВО, прямыа Софи др 
продолжены до встрёти съ окружностями въ точкахь Ён Е и наконець проведены прямыя 
АЕ, СЕ, ВЕ, ВЕ, показать, что треугольники АВЁ в СВЕ равноугольные и равно- 
бедренные. 

857. Если около двухъ данныхь точевъ, какъ около центровъ, будемъь описывать 
круги, которые бы касались впЗшие, то общая касательная къ каждой пар} тавихъ круговъ 
булеть касатся круга, котораго к!аметръ есть прямая, соединяющая двЪ данныя точен. 

858. Изъ данной точки „А требуется провести двз прямыя лиши завъ, чтобы онф, 
составляя данный уготь отдЗляли бы оть данной прямой отр%зокъ данной длины? 

359. На данной прямой найти такую’ точку изъ которой касательныя провехенныя Еъ 
двумъ даннымь кругамъ были равны? 

360. Въ круг даны двЁ ие пересфезющияся хорды, данной длины, одна постоянная, 
хрутая, изыЗнлеть позожене, соединимь протизоположные концы такихъ хордь прямыми, 
которыя пересвкутся внутрн круга, показать, что геометрическое м%$сто точки пересфченя 
будеть окружность, проходящая чрезь концы постоянной хорды. 

361. Ли В суть центры двухъ вруговъ, которые касаются внутренние въ С и ка- 
саются одинъ внутрепне, а другой вифшне третьяго круга, коего центръ находиться въ Л, 
эъ точхахь Ви Е, показать чо /АШДВ—2/ЕСЕ. 
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362. С есть ценръ круга, СР перпенхикуляръ на хорду АРВ, показать, что сумма 
РС+ АР>СР, если СР--АР. 

368. АВ, ВС, СЛ суть три посхдовательныя стороны, вписаннаго въ кругь многоу- 
тольника, дуги АВ, ВС, СШ въ точкахь Г, М, М раздёлены пополамъ, прямая ГМ перес\- 
каеть ВА н ВС въ точкахь Ри ©, показать, что ВРО есть треугольникъ равнобедрен- 
ный н что /АВС+ /ВСО=2/ГММ. 

364. На окружности ханкаго круга ивйти такую точку изъ которой еси проведемъ 
прамыя въ концамъ данной хорды, то разность между ними была бы равна данной прямой, 
которая не больше данной хорды. 

365. Построить треугольникъ по данному периметру, разности отрёзковь основания, | 
на которые длится основане перпендикуляромъ опущеннымь на нег изъ вершины н раз- 
вости угловъ при основани. 

366. На прямой ЯВ, вакъ на хордЁ, по одну ея сторону описаны два сегмента кру- 
товъ, взята, на окружности одного изъ сегментов, какая нибудь точка Р, прямая ВР ие- 
ресёкаеть окружность кругаго сегмента въ точкф ©, показать, что уголь РАФ равенъ углу 
между касательными къ окружностямъ сегментовь въ точк® А. 

367. Данная прямая АКТ, пересвкаетъ данный кругь въ точкахь Кн Г; АРО н 
АВЯУ суть друйя двЪ прямыя, составлающия разные углы съ прямою АКХ, и перескающул 
Еругь въ точкахь Рн ©, Ви 5, показать, что какое бы нибыло положеше прямыхь АРО и 
АВ5, прямая, соединяющая средины прямыхь РО и 85, остается всегда параллельна 
сама себф. . 

368. Если около четыреугодьника можеть быть описанъ другой четыреугольникъ 
такъ, что двф смежныя его стороны одинаково наклонены къ той сторояё перваго четыреу- 
гольника, которая ихъ пересфкаеть обф, то окохо перваго четыреугольника можно описать 
кругъ. 

369. Два круга касаются внутренпе, въ точкф А, требуется чрезъ точку А провести 
такт прямую, чтобы ея часть, заключенная между обонми кругами быха равна данной пря- 
мой, которая не бозьше разности между хамеграми кругозъ. 

370. АВСЛ есть параллелограмь, АЕ перпендикуляриа къ АВ ин СЕ перпендику- 
лярна къ СВ, показать, что ЕР, будучи продолжена, пересфчеть АС подъ прамымъ угломъ. 

371. Изь вершинъ угловъ треугольника опущены перпендикулары из противоположных 
стороны, показать, что прямоугольники нзь отрфэковъ перпендикуляровъ, на которые, каж- 
дЫЙ изъ пихъ дёлнтся точкою ихъ пересфченя, равны. 

872. Два угла треугольника при основавн раздЫлены прямыми пополамъ, изъ вер- 
шины опущены на нихъ перпендикуляры, показать, что прямая, проведенная чрезъ точки 
пересёченя перпендикухяровь съ равнодфлящнии, будеть параллельна основанию треуголь- 
ника н дЬхлить пополаиъ его стороны. 

878. Въ данный кругъ вписать прямоугольникъ равный данной прямолинейной фигурё? 

374. Въ остроугольномъ треугольник АВС опущены перпендикуляры АД, ВЕ; на 
АС и ВС, какъ на Маметрахъ описаны круги, пересфкающе ВЕ и АД въ точкахь Е, 
С, Нв К, показать, что точки ЕЁ, С, Н, К лежать на окружности круга. 

375. Въ кругБ проведены два перпендикулярные даметра, нзъ ихь концевь прове- 
дены четыре пвраллельныя прамыя, показать, что онё дёлять окружность на четыре раз- 
ныя чести. 

876. Точка Е есть средина полукруга АЕВ, СЛЕ какая иибудь хорда, нересёкаю- 
щая даметръ въ точЕБ Ш, а круг» въ точкф С, показать, что квадрать на СЁ равелъ 
дважды взятому четыреугольнику АЕВС. 
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877. АВ есть данная хорда по величин и но положен, в АС движущаяся хорда 
круга, въ каждомъ положени хорды АС строять параллелограмъ, коего смежныя стороны 
суть АВ и АС, опредёлить нвибольшую ЖМагояаль, паразлелограма, проходащую чрезь 
точву А? у 

` 878, Если хва равные круга будуть помёщены на такомъ разстоямн, что касатель- 
изя, проведенная изъ центра одного изъ нихъ, къ другому, равна Маметру ихь, то ихъ 
общал касательная равиа радусу круговъ. 

. 879. На окружности даннаго круга найти точку, нзъ которой, если проведемъь двь 
касательных къ равному кругу, коего положене дано, то хорда, соединяющая точки Езсз- 
вл была бы равна хорх перваго круга, полученной, соединивъ точки нерес5ченя касатель- 
ныхъ съ кругомъ? ОпредЪхить предёлы возможности задачи? 

380. ДЛаметрь круга есть АВ, а АР’ есть какая нибудь хорда, С какая нибудь 
точка на АВ, чрезь С проведена прямая перпендикуларная въ АВ, пересфкающая продол- 
жене АХ, если необходимо, въ точкф (, в окружность въ точ Г), показать, что 
КА. 4б—=ВА. АС АТ? 

881. Построить треугольникъ но данному основан, противолежащему основан! углу 
и по данной длин» прямой, равнод®лящей данный противолежащй основано утолъ? 

382. На окружности даннаго круга даны три точки А, В, С, найти тако точку Р, 
что прямыя АР, ВР, СР, пересёкая окружность въ точкахь Г, Е, Е, отдЪаяють дуги 
ФЕв ЕЕ дввиой длины каждая? 

383. На окружности даннаго круга найти точку, суима разстоян которой отъ двухъ 
ханиыхь перпендивузирныхь прамыхъ, не пересфкающихь кругь, э5ла бы изибольшая или 
изименьшая? 

384. На сторонакь треугольниха описаны сегменты внутренне, круговь выфщающе 
каждый, избытокъ двухъ пряныхъ угловъ надь угломъ противолежащимь сторонф, показать, 
что рамусы трехъ круговъ равны и что ихъ хорды пересёчены перпендикулярно къ проти- 
воположнымь стороизыъ треугольника. 


Книга ГУ. 


Отз 1 до 4. 


385. Показать, что въ пред. 8, кн. 4, прамыя, которыя касаются круга въ точкахь 
А и В, перес®каются. 

886. Показать, что въ пред. 4, кн. 4, прямыя равнодфлашя углы В н С, пересБ- 
жаЮтТел. 
387. Показать, что въ пред. 4, кн. 4, прямая Д.А длитъ уголь А пополамъ. 

888. Если кругь вписанный въ треугольшикь АВС касается сторонъ АВ и АС въ 
точнахь Дн Ен если будеть проведена прямая ливя изъ А къ центру круга, пересфкая 
окружность въ точЕЁ (7, то точка С будеть центръ круга винсаннаго въ треугольникъ АО. 

389. Показать, что прямыя соединяющя центры круговь, винсанныхь внфшне въ 
треугольникъ, проходять чрезъ вершины угловъ треугольника. 

890. Кругь касается стороны ВС треугольника АВС н продолвенй сторовъ АВ и 
АС, показать, что разстояне точекъ касанл, стороны ВС съ этимъ кругомь и съ кругомъ 
вивсаяныхмь, равпо разности сторонъ АВ и АС. 

391. Въ треугольникь АВС вписань кругь, касательными къ кругу оть каждаго угла 
треугольника АВС отсёченъ треугольникт, показать, что сумма сторонъ этихъь трехъ треу- 
гольшиковъ равна сумм сторонъ треугольника АВС. 


663 


392. Г) есть центрь круга вписаннаго въ треугольиикъ АВС, прямая АГ), будучи 
продолжена до встрёчи въ О съ прямою, проведенную чрезъ точку В, перпендикулярно въ 
ВП, показать, что точка О есть центръ круга, который касается стороны ВС и прододже. 
18 сторонъ АВ и АС. ь 

893. Описаны три круга, изъ коихъ каждый касается одной стороны треугольника и 
продолжешй остальныхь сторонъ. Если О, Ё, Р суть точки васанн стороиъ ВС, АС, АВ, 
то АЕ—=ВО, ВЕ-=СЕ и ОГ-=АЕ. 

394. Описать вругь, который бы касался даннаго круга и двухь прамыхь, которыя 
сами касаются даннаго круга? 

395. Если три точки васаюя вруга виисаниаго въ треугольникь соединимъ прямыми 
жаныами, то получится треугольникъ всегда остроугольный. 

396. Сумма двухъ противоположныхь сторонъ четыреугольниха равна сумм» двухъ 
остальныхь его сторонъ и каждый его угохъ меньше двухъ прямыхь, показать, что въ тадой 
четыреугольникъ иожно вписать вругъ. 

397. Два круга НРГ и ЕРМ касаются внфшне, нызють обпия касательныя НК и 
ТМ, соединимь Н съ Ги К съ М, показаль, что въ четыреугольникь НКТМ можно 
вписать кругъ. 

398. Вершины угловъ треугольника соедивены съ центраии. вруговъ, виясанныхь 
вифшие въ треугольникъ, н притомъ соединены съ тёми центрами круга, которые засаются 
сторонъ, противоположныхь вершинамъь треугольника, ноказать, что этн три прямыя пересЁ- 
каютсл въ центр вписаннаго въ треугольникъ круга. 

399. Дано положеше двухъ сторонъ треугольника, нериметръ котораго есть ведичина 
постоянная, показать, зто третяя сторона касается ифкотораго круга. 

400. Дано основаше треугольника, противолежащ уголь н ражусь влисаннего вруга, 
построить треугольникъ? 

Оть 5 до 93. 

401. Въ пред. 5, кн. 4, показать, что перпендикулярь, опущенный изъ точки Е 
на ВС дьлить ВС пополамъ. . 

402. Проведена прямая ДЕ параллельно основашю ВС въ треугольник АВС, по- 
казать зто круги описанные около треугольниковь АВС и АДЕ имфють общую васа- 
тельную. 

403. Если вругн, вписанный и описанный около треугольника, будуть концентричес- 
кле, то треугольникъ будеть разносторонний. 

404. Показать, что ести прямая, соединяющая центры круговъ вписаннаго и описан- 
наго въ треугольникь, проходить чрезъ вершину треугольника, то треугольникъ будеть равно- 
бедренный. 

405. Общая хорда двухъ вруговъ продолжена до точки Р, прямая РА касается од- 
ного изъ круговъ въ точ А, РВС есть какая нибудь хорда другаго круга: показать, что 
врут, проходящей чрезъ точки 4, В, С касается вруга, къ которому прамая РА есть ка- 
сательная. 

408. Четыреугольникь АВСГ вписанъ въ кругь, стороны АЛ и ВС продолжены до 
встрёчи въ точёф Е, ноказать, что касательная въ точкё Е въ вруту, описанному около 
треугольника ЕСХ, параллельна сторонё АВ. 

407. Описать кругъ, который бы касался данной прямой и проходиль бы чрезъ дв. 
ДАНиыЯ точки? 


408. Описать кругт. который бы проходя чрезь двф данных точка, отсЁкаль бы отъ 
данной прямой хорду данной длины? : 
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409. Описать «ругъ, вогораго бы центръ находился на данной прямой и который бы 
отовкать отъ двухъ даивыкь прамыхь равныя хорды, деиной длины? ‹ 

410. Два треугольника имЪють разныя основаня и равные противолежаще основа- 
ню углы, показать, что радусы круговъ, описанныхь около такихъ треугольниковъ, равны. 

411. Описать кругь, который бы проходилъ чрезъ двЁ данныл точки, и БъЪ которому 
бы, проведенная касательная изъ третьей, данной точки, была данной длины? 

412. С есть центръ круга, СА и СВ, два перпендикулярные рамуса, чрезъ точку В 
проведена, какая нибудь хорда ВР, пересёкающая рамусь СА въ точкё № около треу- 
угольниха АМР описанъ кругь, показать, что прямая В.А будеть касательная къ этому 
кругу. 

413. Прямыя АВ и СЛ параллельны, ирямыя соединяющуя ихъ концы, пересфкаются 
ВЪ точкё Ё, показать, что круги, описанныя около треугольниковь АВЕ в СЛЕ, касаются. 

414. Найти центрь вруга отсБкающаго три равных хорды оть сторонъ треугольника? 

415. Есхи О есть центръ круга вписаннаго въ треугольникь АВС, и прамая АО 
будеть продолжена до встрёчи съ окружностью въ точк Е, то ЕВ=КО—ЕС. 

416. Противоположныя сторовы вписаннаго въ кругь четыреутольника пересфкаютса 
въ точкахь Ри ©, около треугольниковъ, тавъ образованныхь внЪ четыреугольника, опи- 
саны круги, пересёвающеся еще въ точкз В, показать, что точки Р. В, © лежать на од- 
ной прямой лини. | 

417. АСРВ есть полукругь, коего Маметрь есть АВ; АР и ВС дз хорды, пере- 
сВкаюЩАяся въ точкВ Е, показать, что вругь, описанный около треугольника СЛЕ, перес%- 
хаеть данный полукругь подъ прямымь угломъ. 

418. Д1агонали, даннаго четыреугольника АВСГЛ) пересфкаются въ точеЁ 0, показать, 
что центры круговъ, описанныхь около треугольниковь ОАВ, ОВ`, ОСР, ОЛА, будуть 
находится въ вершинахь парахлелограма. 

419. Около треугольника АВС описанъ вругъ, касательная въ иему въ точк® С пе- 
ресВкаеть продолжеше стороны АВ въ Ш, кругь, коего центръ находится въ О, а рамусь 
ХС, пересвкаеть АВ въ Е, показать, что ЕС есть равиодфлящая уголь АСВ. 

420. Дано положене двухъ прямыхь АВ и АС, ВС есть прямая ханной длины, точки 
ЛееЕ суть средины АВ и А(, прямыя ОФЕн ЕР проведены перпендикулярно къ АВ и 
АС, показать, что АР будеть вехичина постоянная для всБхъ положенй ВС. 

421. Около равнобедреннаго треугольника АВС, въ которомь АВ—АС, описанъ 
кругь чрезъ точку А проведена прямая, пересфкающая оснозаше ВС въ Ш, в кругь въ Е, 
показать, что вругь, проходящ чрезъ точен В, О, Е, касается стороны АВ. 

422. АС есть корда даннаго круга, В н Л суть двЪ данныя точкн на хорд, объ 
выф их внутри круга. Если будетъ опвсанъ кругъ. проходащ чрезъ точки В ни 17) н ка- 
сающися дьиваго круга, то АВ и СЛ) стягиваютъ равные углы, имфюще вершины въ точЕЪ 
касания. 

423. Внутри круга даны двЪ точки Ан В, найти из окружности такую точку Р, 
что если провелемь прямыя РАН п РВК, которыя встрёчаютъ окружность въ точкахъь Н 
и Б, то чтобы хорда НК была нанбольная? 

424. Центръ даннаго крута находится въ равномъ разстоли отъ двухъь ханныхъ 
прямыхь, описать вругъ, который бы касален данныхь прямыхъ в, пересфкая данный кругъ, 
отсЪкаЛЬ бы оть него сегментъ, выфщающий хенный уготь? 

4925. Центръ крута, описаннаго охоло треугольника АВС есть О; О, Е, Р' суть ос- 
мовашя перпевдикуляровъ, опущенныхь изъ вершинъ 4, В, С ина противоположные стороны, 
показать, что Од, ОВ, ОС пернендикузярны къ ЕЁ, ЕО, РЕ. 
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496. Есяи изъ какой нибудь точки на окружности круга проведень прямыя къ вёр- 
шинахь угловъ, вписаннаго въ вругь квадрата, то сумиа четырехь кзадратовь на этихъ 
прямыхь разаа удвоенному квадрату на маметрё. 

427. Показать, что исключая квадрата, ни одинъ прямоутольникъ ие можеть быть 
описанъ около круга. 

428. Опасать круть около даннаго прямоугольника? 

429. Если чрезъ концы двухъь даметровъ круга проведем касательныя, то образуе- 
мый касательными четыреугольникь будеть ромбъ. 


На 10. 


480. Показать, что уголь АСЛ, въ фигур8 ки. 4, пред. 10, равень трижды взятому 
углу эъ вершин треугольника. 

431. Показать, что въ фигур® ки. 4, пред. 10, есть два треугольника, нмёющ/е тоже 
свойство и что есть также равнобехренный треугольник, коего равные утлы разны каждый 
одной трети третьяго угла. 

432. Показать, что основане треугольника, въ фигур кн. 4, пред. 10, разно сто- 
ронё правильнаго пятиугольника, воисаннаго въ меньшй кругь фигуры. 

438. На давной прямой, какъ на основани, построить равнобедренный треугольникъ, 
коего трей угохь равенъ тройному углу прн основаяз. 

484. Если положимъ, что въ вн. 4, пред. 10, два круга пересфкаются еще въ точкь 
Е, то РЕ-=ОС. 

485. Если А есть вершина, а ВЛ основаше ностроеннаго треугольника въ ки. 4, 
пред. 10, а Д одна изъ двухъ точекъ пересфченя хвухъ построенныхь круговь и Е другая 
точка и АЕ, будучи продолжена, пересёкаеть ВЛ) въ точ (4, то (АВ букеть равнобед- 
ренный треугольникъ того же свойства. 

436. Если въ фигур ки. 4, пред. 10, двЪ равныя хорды меньшаго крута будуть про- 
должены до встрёчи съ большимъ и если точки пересёчешя будуть соединены, то образует- 
ся треутольникъ, имВющй свойство требуемое предложешемъ. 

437. Положимъ, что въ фигурВ ки. 4, пред. 10, круги пересфкаются еще уъ точк% 
Е, соединимь А съ Е и С сь Е и продояжимъ прямыя АЕ и ВР ко встрёчи въ точкф 
С, то фиура СОЕЕ будеть параллелограмъ. 

488. Показать, что меньший кругь въ фигурВ кн. 4, пред. 10, разенъ кругу описан- 
ному окохо требуемаго треугольника. 

439. Если, въ фигурВ кн. 4, пред. 10, АК есть маметрь меньшаго круга то ОЁ 
будеть рамусь круга описавнаго около треугольника ВСЛ. 


Озтъь 11 до 16. 


440. Прямыя, соединяющйя вершинн, чрезъ одну, празильнаго пятиугольника, пере- 
скаются въ вершинахь другаго празильнаго [пятиугольника. 

441. АВСРЕ есть праввльный пятиугольникь, проведемъ прямыя АС и ВЕ и пусть 
ВЕ пересфкаеть АС въ точкВ № повазать чо АСб=АВ-- ВЕ. 

442. Показать, что важдый изъ треугольниковъ, образованныхь, соедивля концы 
смежныхь стороиъ правильнаго пятиугольник, меньше одной трети и больше четверти пхо- 
щади иблаго пятиугольнаха. 

443. Построять пранильный  шестнугольникь въ вругВ во данному пранильному 
треугольнику, построенному въ томъ же круг8 и изъ постровын показать, что сторона, 
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построеннатофиестнутольника равна радусу круга и что илощадь шестиутольникь равна 
удвоенной площади треугольника. | 

444. Въ калный кругъ вписать треугольнивъ, коего бы утлы относились между собою 
ядкъ чл 2, 6, 82 

445. Если АВСДЕР есть правильный шестнутольникъ, то, соединяя А съ С, В съ 
О СъЯрьвг Еъ Аи Рь В, получимъ другой шестиугольникь, коего площадь 
резни озной трети площади перваго. 

446. Всякая равносторонняя фитура виисаннзя въ кругь есть выфств и равноугольнал. 


Сифшанныя задачи и теоремы на вс предложенная ГУ-й книги. 


Оть 140 16. 


447. Изъ вершинъ упор треугольника АВС опущены перпендикузяры на противо- 
положим стороны и встр®чають ихъ въ точкахь Г), Е, Е, показать, что ДЕ и ОЕ оди- 
вазрво изалонены жъ АЛ. ” 

448. Точки касан, винсанизго въ кругь треугольника, соединены прамыми хинями, 
изъ вершивъ, тдиныъ обрёзомъ, похученнаго треугольника, опущены перпендикулары на 
протироподожныя стороны, показать, что стороны треугольника, коего вершины суть осно- 
вашя этить пеупенхикухяровь, параллельны сторонамъ первоначальнаго треугольника. 

449. Построить треугольникь по данвому углу и рамусамъ кругов вписаннаго и опи- 
санизго? 

450. Нз яённомъ основани построены треугольники, им юне равные углы, противо- 
хежешае осровенцр, нокззать, что центры круговъ вписанныхь такъ, что они касаются одиой 
стороны треугольника вибшие, а другой и оспованя касаются продолжешй, лежать на ок- 
ружносиа круг описаннаго около треугольниковъ. 

461. Изъ ъершинъ угловъ треугольника АВС опущены перпендиктляры на противо- 
положныя стороны, встрёчають окружность, описаннаго около треугольника круга, въ точ- 
изхь Ш, Е, Е; если Г, будеть точка встрёчи перпендикуляровъ, то СО, ГЕ, Г.Р длятся 
пополамь сторонзми треугольника. 

482. Если АВСРЕ есть правильный пятнугольникь, и мегонали АСи ВД пере- 
сЪфотся въ точЕВ О, то 40—ЛО и 4С.60—=Ц ВС. 

_ 458. Праиал РО, данной длины движется, упираясь своими концами на дв% даиныя 
правыя СР и С0, изъ точекь Ри ©, возставленны пернендикулары къ СР и 00, пере- 
сВхрющеся въ точк ВЕ; перпевдикуляры, опущенные изъ точекъ Ри © на СО и СР пе- 
ресвидются въ точкё 6, показать, что геометричесыя мфста точекьъ Ви 8 суть окружно- 
сч, нузония общ центръ въ точкЁ С. 

454. На данной гипотенузВ построены прямоугольные треугольники, показать, что 
промотрическое мЗсто центровъ, вписанныхь въ треугольники кругонъ, есть четверть окрук- 
ностЯ, зоеё данная гипотенуза есть хорда. 


455. Нв данной прямой АВ построить какой нибудь треугольникъ АСВ, стороны 
4С я ВС, построеннёго треугольника, раздфлены пополамъ, изъ точекъ двленя возставлены 
перпензикуляры, пересёкающиеся въ точкф Г), найти геометрическое мЪсто точки 1)? 


456. По ‘данному основанию, одному утлу при основана, по разстоянш между цеит- 
ромь вирсзнизго круга и центромъ круга, касающахося визшие основаны ш продолжений 
жруихь стороиъ, построить треугольникь? 


667 


457. Построить кругь, который бы касался данной прямой въ данной точез и дзлиль 
бы воволамь окружность даянато круга? 

458. Построить кругь, который бы прохохихь чрегь даныую точку и пересфкахь по- 
поламь окружности двухъ данныхь вруговъ? 


459. Внутри ханваго круга построить три равные круга, воторые бы васелись между 
собою и даннаго круга? 


460. Если редлусь круга разхёленъ, какъ въ кя. 2, пред. 11, то больш отр®зокъ 
будеть стороною правильна десятиугольниха, висаннаго въ вругь? 

461. Если радусь круть будеть раздёленъ, какъ кн. 2, пред. 11, то квадрать, ио- 
строениый на большемъ отрёзкЪ, выфстВ съ квадратомь, построеннимь ив рамусв, будеть 
разенъ квакрату построенному на сторон правильнаго пятиугольника, влисаниаго въ кругъ. 

462. Изъ вершины треугольника провести къ основан его прямую тахь, чтобы 
квадратъ построенный на ией быль раветь прямоугольнику, построенному изъ отрёзковъ 
осповав1а? | 

463. Проведены четыре прямых въ одной ихоскости, образующия четире треуголь- 
ника, показать, что круги, описанные около этихъ треугольниковъ, всё проходлть чрезъ 
одну общую точку? 

464. Перпендикуляры, опущенные изъ вершивъ угловь А и В треугольника АВО на 
противоположных стороны пересфкаются въ точки Г), круги, описанные около АДС и ОВО, 
нересфкаютъ АВ или продолжеше АВ въ точкахь Е и №, показать, что АН—ВЕ? 


466. Четыре круга, проходяще, каждый, чрезъ три центра круговъ, виисанныхь въ 
треутольникъ равны. 

466. Четыре круга описаны такъ, что каждый изъ нихъ касается внутренно трехъ 
сторонъ четыреугольника, показать, что центры этихъ круговъ лежать вс четыре ва ок- 
ружности одного круга? 


467. Около треугольника АВС описань вругь и изъ какой нибудь точки Р окруж. 
ности этого круга опущены перпендикуляры на ВС, СА и АВ, которые встр®чають еще 
окружность въ точкахъ Л, Е, Е, показать, что треутольникн АВС и РЕК раны ю 
всфхъ своихъ частяхь и что прямыя АД, ВЕ, СЕ’ параллельны? 


468. Изъ какой нибудь точки на окружности двинаго круга описанъ другой круть, 
перескающй первый въ точкахъ Ан В, изъ точки В въ описанномъ вругВ проведена 
хорда ВХ), развнал его радлусу, прямая АЛ пересфкаеть, данный круть въ точкВ (©, пока- 
вать, что прямая ОЛ) равна раусу даннато круга? 

469. Ви» даннаго квадрата взлта такал точка, что если соединимъ ее съ вершинами 
утловъ квахрата, то уголь иежду энёшними прямыми дёхится нь три разныя части виут- 
ренниия, показать, что геометрическое м%®сто такихъ точекь есть круть описанный около 
квадрата? 

470. Два круть виисаны въ треугольники, образованные перненяякухяромъ опущеннымь 
изъ вершины угла треугольника на противолежащую сторону; тоже самое сдёлано относительно 
остальнихь такихь же пернендиктляровъ, показать, что сумма Каметровь шести кругов 
вы% ств съ суммою сторонъ даннаго треугольника равна суми® этихъ перцендикуляровъ? 

471. Оцисаны, въ одной плоскости три концентричесяе круга, провести прямую тёёъ, 
чтобы отрёзокь ея между внутреннею и внфшнею окружностями дёхился полодамь въ одной 
взъ точекъ средней окружлости въ которыхь онъ ее вотрёчаеть? 
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„Кинга ТТ. 
От 1 40 4. 


470. Показать, что одинъ изъ треугольниковъ кн. 4, пред. 10 есть среднепропордю- 
налЛьний между двумл остальными? 

478. Чрезь какую нибудь точку Ю, основайя треугольника АВС, проведены РЁ и 
ТЕ порьялельно сторояамь АВ и АС и встрёчають эти стороны въ точкахь Е и Ё, по- 
вазатль, что треугольникь АЕЖЕ есть средненропорщоныяьный между треугольниками ЕВО 
и ЕОС? 

474. Изъ какой нибудь точки, взятой внутри разностороннлго треугольника, опу- 
щены перпендикуляры на его стороны, повазать, что сумма этихъ перпендихуляровъ есть 
величина постолнная? 

475. Найти внутри треугольника такую точку, которую, если соединихь съ верши- 
вами угловъ треугольника, то онъ раздёхится на три разные треугольника? 

476. Изъ какой нибудь точки Е, обща основания треугольниковь АСВ и АРВ, 
проведенн параллельных прамымь АС и АО, ветрёчающя ВС и ВШ въ точкахь Риб, 
показать, что № || СГ? 

471. Изъ какой нибудь точки основашя треугольника проведены парахлельныя его 
сторонамъ, показать, что точка пересфчешя дахоналей, такъ образованнаго параллелограма, 
хежять на извфстной прямой. 

478. Въ треугольник АВС проведена пряман АТ) перпендикулярно къ прамой ВР, 
дулищей уголь В гоноламъ, показать, что прямая, проведенная чрезь Г) парвллельно ВС 

разд»хить АС пополамъ. 

479. Въ треугольнихф АВС проведена, каказ нибудь, прямая АЕ сторон® 
ВС, встрёчающая АВ въ точЕЁ Ю, в АС въ точкВ Е; соединимь В сь Ей Соь О эи 
прамыя встрётятся въ точкф Е, показать, что треугольникъ АДЕ=ЛААЕЕ?. 

480. Въ треугольник АВС, проведена какал нибудь прямая параллельно ВС, встрЁ- 
зающая АВ и АС въ точкахь Ди Е, прямыя ВЕ и СЛ пересЪкаются въ точк8 Ё, но- 
хазать что АК, будучи продолжена, раздёлить ВС пополамъ. 

481. Если дв» стороны, какого нибудь четнреугольника параллельны, то всякая пра- 
мал, проведенная параллельно имъ, раздВлить друпя стороны или ихъ продолженя н® части 
пропорщональныя. 

482. Изъ данной точки Р, иа сторон АЖ, или ив ея продолжен, въ треугольник 
„АВС, провести къ сторонё АС ихи ел продолженю, тажь прамую, чтобы она стороною ВС 
хАлилась пополамъ? 


На 3. 


483. Оторова ВО треугольника АВС въ точкё Г) раздёхлена ионоламь, умы АРВ и 
АПС прамыми ДЕ и ОЕ раздвлены поподамь ПЕ и РЕ встрчеють АВ и АС ъь 
точкахь Е и #Ё, показать, что ЕЁ ВС? 

484. АВ есть даметръ, какого нибудь круга, СХ) кахал нибудь хорда периендику- 
лярная къ АБ и, Е какая нибудь точка на СО; прамыля АЕин ВЕ, будучи продолжены, 
ъстрёчають окружность въ точкахъь Е’ и ($, показать, что въ четыреугольник8 СИДА, ка- 
ви нибудь дв» смежныя стороны пропорщональны двумь остальнымъ. 

485. Приложить пред, 8, кн. 6, къ рёшеню задачи: раздёлить данную прямую на 

три разныя части? 
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488. На окружности ‘круга, коего даметръ есть АВ, взята какая нибудь точка Р, 
проведены ирамыя РС и РГ разно наклоненныя къ АР, по съ противоположныхь ей сто- 
ронъ и иересёкающия АВ въ точкахь Си Г), показать, что АС: ВС=АО: ВО, 

487. На какой нибудь прямой АВ, взята какая нибудь точка Г), найти такую точиу 
Р, ны продолжени АВ, чтобы: 


РА: РВ—рА:РВ 


488. Изъ точки А проведены прамыя, составллюнИя углы ВАС, САР, РАЕ кож- 
дый, изъ коихь равеаъ 44, этя прямыя пересёчены прамою ВСШЕ, которая образуеть 
равнобедренный треугольникъ ВАЕ, показать, что ВС ик ЮЖ есть средне-пропорцю- 
нальная между ВЕ и СГ. 

489. Въ треугольник» АВС уголь А прамою АГ разхБлень пополамь эта ирямал 
встрчаеть основа е въ точкЬ Л), а точка О есть средина ВС, пожазать, что ОР:ОВ»= 
—АС—АВ: АСб+ АВ. 

- 490. Прамыя АЛ и АЕ суть равнодёяяшя вяутреный им выфмий углы А треуголь- 
ника АВС, оБ% встр№чають осповаше ВС въ точкахь Ди Е, О есть средина ВО, покь- 
зать, что; 

ОО:ОВ=ОВ:ОЕ 


491. Три точки 2, Е, Е на сторонахь треугольника АВО, будуча соединены, об- 
разуютъ второй треугольникь РЕЕ, котораго днф какя нибудь стороны со стороною дая- 
наго треугольника, на которой он пересфкаются, образують равные углы, показать, что 
АТ, ВЕ, СЕ перпендикулярны къ ВС, СА, АВ; 


Оть 4 90 6. 


492. Если два треугольника построены на одномъ оснозаши и между двумя парал- 
лельными лишлин, то всякая ырамая параллельнал основанию отевкаеть отъ обфихь треу- 
гольниковъ равных площади. 

498. Прамыя АВ и СОШ, данной вехичины, параллельны, Е есть средина прямой 
СО, АС и ВЕ встрчаются въ точь Р, в АЕ и ВЛ вь точк (7, показать, что ЕО || АВ. 

494. д, В, С суть три данныя точки на одной прамой лиши, чрезь точку С прове- 
дена какая нибудь прямая, показать, что перпенхикухяры опущенные иа иёёе изъ точежь 
А и В, вахокатся между собою въ постояиномь отношени. 

495. Если перневдикуляры, опущенные изъ двухъ дажныхь точекь, ина прямую, про- 
ходящую между этими точками, находятся между собою въ постояиномь отношенш, то пря- 
мая должна проходить чрезъ постоянную точку. 

496. Найтя такую прамую иерпендикуляры на которую, опущениые изъ трехь дав- 
ныхь точекь, находатся между собою въ данномь отношеня? 

497. Чрезъ данную точку провести прямую такъ, чтобы части ел, заключенных меж- 
ду двиною точкою и пернендикулярами опущенными на прямую находикись въ дамномъ от- 
иошеши между собою? 

498. Касательная къ кругу въ точк» А пересвкаеть АБВ паразлельныл касательния 
въ точкахь В и С, которыхь точки васашя суть Ри Е, прамыя ВЕ `. СГ) иересфкаются 
въ точкВ Р, показать, что АР нараллельна касательнымь ВЛ и СЕ. 

499. Ри © суть дёВ данныя точки, АВ и СГ дзф даяныя паразхлельния прамыя, 
проведена какая нибудь, прямая чрезь точку Р, встрчающал АВ въ точк& М, чрегь 
точку Ф проведена также кахал нибудь прямая, встрёчающая ОГ въ точкё М, пожазать, 
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чо отюненю РМ: ОМ есть’ величина постоянная и что прямал, проходящая  чрезъ точки 
М и М проходить чрегь мостохнвую точеу. 

500. Показать что одна датопаль въ четыреугольйняв, въ которомъ двф стороны па- 
раллельни, в одна изъ нихъ въ двое болфе другой, перосфкаеть другую въ точк®, лежащей 
ша одной трети дагонали? 

501. Въ точкахь А я В на окружности крута коего центръ есть С проведены ка- 
сательних, нересфкающ/лея въ точкф Ё, изъ точки А опущенъ перпендикудярь АМ къ 
СВ, воказать, что ВЕ: ВС—ВМ: МА. 

508. На сторовахь АВ и АС треугольника АВС взаты тозки Ри Е и притомь 
такъ что ВОСЕ, РЕ и ВС цродолжены до пефесфчешя въ точь РЁ, показать, что 
АВ: А0О-ЕР: РЕ, 

508. Если чревь вершану и конкы основашя треугольника, ироведемъ два круга, 
переейхоллююса на оспозыши или на ето продолжешши, то даметры этихь крутогъ будуть 
иропорщональны сторонамъ треугольника. 

504. Найти такую точку изъ которой бы периендикуляры, онущенние на стороны 
треугольника били въ данномь отношени? 

505. На смежныхь сторонахъ прямоугольника построены два подобные треугохьникь 
и изъ ихъ вершин опущеныы перневндакузяры на АВ и АС, пересфкающлеся въ точкЬ 
Р. Если АВи АС бухуть сходственныия сторонами, то точка Р, во воёкь случаякь, бу- 
деть находится на одной изъ дагонахлей прямоугольника. 

506. Показать, что въ фигур ин. 1, пред. 48, ЕС и ЕН, бухучи продолжены, пе- 
ресёкутся ша продолжении АС, : 

507. АРВ в СФЛ суть дБЬ прямых параллельных хиши и АР: РВ-—-Р©:0С, по- 
казать, что прямыя РФ, АС, ВГ, продолженныя, если иеобходимо, встрчаются въ одной 
точи® и что прамыя РО, АХ, ВС тахже продолженныя, если необходимо, встрёчаются въ 
одной точкЗ. 

506. Если въ треугольникь АСВ сторону АС продолжимь до точки Р, такъ чтобы 
СР—=АС и проведемь прамую ВЛ) и если проведемъ, какую нибудь ирямую, параллельно 
АВ, встрчьющую стороны АС и СВ и изъ точекь встрёчи проведешь параллельных ЮВ, 
то эти ираммя пересфкуть АВ въ точкахь разноотстоящихь отъ кояцевь Аи В. 

509. Если онишемъ кругь, касающиеся внши® двухь даниыхь кругогь, то прямая 
прокодящал чрезь точки касашя перосёкаеть прямую, соединяющую центры ханныхь 5ру- 
говЪ, ВЪ ПОСТОЗНИОЙ ТОЧЕЙ. 

510. Точка Л) есть средина стороны ВС зреугольника А7:С, а Р есть кахая нибудь 
точка на АЛ), чрезъ точку Р проведены пряныя ВРЕ и СРЕ, встрёчающая крумя сто- 
роны треугольниха въ точкахь ЕЁ и №, показать, чо ЕЁ| ВС. 

511. Даметрь круга есть АВ, Е есть средина радуса ОВ, на АЕ ин ЕВ, ках 
на Даметрахъ описаны круги, РОГ, есть общая касательная, пересфкающея данный круть 
въ Ри ©, и ирододжеве прямой АВ въ точк% Г, показать, что ВТ, есть рамусь мень- 
аго круга. : 

512. АВСПЕ есть правильный пятиугольникъ, АГ) и ВЕ пересфкаются въ точи® О, 
показать, что сторона илтиугольника есть средне-пропорцюнальная между АО и АХ. 

513. АВСГ есть параллелограмь, Ри © суть точки на прямой параллельной АВ, 
РА в ОВ встрЬчаются вь В, а РГ и 00 встрьчаются въ 5, воказать, что 85 || АГ). 

5. Давы луз точки А и В, АС и ВЛ суть перпеядикуляры къ данной примой 
СО, Ти ВС пересфкаются въ Е, ЕР есть перпендакуляръь къ СП), показать, что АР 
и ВИ составляють равные углы`съ СЛ. 
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616. Изъ вершинъ паралелограма АВОЛ опущены перпендакузяры на Дагонали и 
иересфкають ихъ въ точкахь Е, Р, (4, Н, показать, что ЕЁ@Н есть параалелогремь по- 
добный параллелограму АВСЛ. 

516. Если два круга кересфкаются въ даяной точк®, & центры ихъ лежуть нь хзухъ 
хвямыхь прямыхь проходищихьъ чретъ данную точку, то, кахдя бы нибыль величина кру- 
говъ, ихъ общ касзтельныя пересёкаются на одной изъ двухь постолиныхь прямыхъ, про- 
ходящихь чреоъ данную точку. 

Оть 7 до 18. 

617. Если двакруга, касаясь между собою касаются ханной прямой, то часть прямой, 
заключенная между точками касания бухеть средне-пропорщональная между Даметрами вругову. 

518. Раздёлить данную дугу круга на кз части, коихъ бы хорды находились нежду 
собою въ данномъ отношеши. 

519. Въ данном»ь треугольник провести прямую параллельно одной изъ ет сторонъ 
такъ, чтобы она была средне-пропорщюональная между отрЁзками основащя. 

520. Въ треутольник8 АВС изъ вершины А опущенъ перпендахуляу» на ВО и 
истрьчаеть ВС въ точ Г) между В и С, показать, что если АЛ есть суедне-нуонорио- 
нальная между ВГ и НС, то уголь ВАС есть прямой. 

621. Въ треуголь № АВС изъ вершины А опущень иериендиктялуъ на протизопо- 
ложную сторону ВС и встузчаеть ее въ точЕВ Ш) между В и С, поюфать, чо ен ВА 
есть срехие-пропорщональная между ВД и ВОС, то уголь /ВАО-4. 

622. Центръ крута есть С, А есть точка внутри круга, правая СА продолжена зо 
В такъ, что радусь вруга есть средне-пропортональная между СА и СВ, показать, что 
есхи Р будогь, какая нибудь точка на окружности, о /СРА—=/СВР. 

623. Дана точка О на данной прамой ОД, дфнный круть движется такъ, что ио- 
стоянно касается прямой ОД, изъ точки О проведена касательвая ОР къ кругу, ив про- 
хозжени ОР кзвта точка © такъ, что РО есть третяя проворцюнальная къ ОРи въ рус 
круге, покавать, что при движены круга по прямой ОЛ, точка © движется таже по прямой. 

524. Дв® дьнных параллельных лини касаются круга ЯР есть третия касатель- 
ная, пересфкающая перныл дзЪ въ Зи И, а кругь въ Р, пожазать, что примоугольникъ 
ЗР.РЕ есть величина постоянная для всфхъ положешй точки Р. 

525. Въ дачномъ треугольник АВС угогь С—4, изъ А воеставлень нерпеядикулиръ 
къ АВ, встрёчающИ продолжене ВС въ Е, изъ В возстазлень также перцендикуляр, 
встрёзающ! прододжеше АС въ Г), ноказать, что ЛЕСР=ЛАСВ. 

696. Найти на сторо треугольника точку изъ которой, если проведемъ хз» пря- 
мыя: одну къ противоположной вершин», а другую параллельно основанию, то чтобы трет- 
тольники образуемые ею со сторонами треугольника и съ оснозащемь били пежни? 

527. Въ треугольник АВС проведена равиодёлящая уголь АВС, она встрёчаеть 
прямых, проведенных чрезь А и С параллельно ВС и АВ, въ точкахь Еи РЁ, ноказать, 
что ЛОВЕ=ААВЕ. 

698. Показать что Магонали, внисаннам въ кругь чётыреугольникя, дфлять четиреу- 
гольникь на четыре треугольника, подобные во два и вывесть теорему 85, ки. 8. 

629. АВ и СР суть хеВ хорды круга, проходящаго чрезъ точку О, ЖЕ какая ние 
будь хорда параллельная ОВ, прямыя СЕ и ОЕ пересвкають АВ въ @ и Н, прямыя РЕ 
в СЕ перебфкають АВ въ К и Г, показать, что 09.ОН-=ОК.ОГ. 

580. АВС есть четыреугольникь вписанный въ кругь, прамыя СЁ ин ГЕ, разно 
АЪлящя углы АСВ и АПВ\пересёкають ВЛ и АС вь Ри С, показать, что ЕЕ: ЕС 
=) : ЕС. 
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531. Изъ вершины треугольника проведены деф прямых, изъ коихъ одна пересфкаеть 
основане треугольника въ какой нибудь точЕЁ, а другая пересёкаеть окружность, описан- 
наго около треугольника круга, тажъ что отдллемый ею сегменть круга содержить уголь 
разный утлу, который перзая прямая составляеть съ основанюемъ, вохазать, что примоутголь- 
никъ, заключенный между сторонами треугольника разень прямоугольнику, заключенному 
иежду нроведенными прамыми. 

532. Прямая, равнодфлящая уголь С треугольника АСВ, встрЬчаеть ‘ослозаше въ 
точкВ Р и продолжена до точки Е такъ, что СО.СЕ--АС.СВ, показать, что если осво- 
зане и уголь С будуть даны, то поожеше точки Е будеть постоянное. 

683. Въ прямоугольный треутольникь АВС вписанъ квакрать, одна изъ сторовъь ДЕ 
квадрата совпадаеть съ гипотенузою АВ треугольника, показать, что площадь квадрата 
равна площада прамоутольника АЛ).ВЕ. 

634. Въ паразлелограмё АВСГ изъ В проведена прямая ливл, пересфкающая да- 
гональ АС въ ЕЁ, сторону ОС въ @, и продолжеще стороны АД въ Е, показать, что 
ОВИ-=ЕЕ.Еб. 

535. Если чрезъ вершину равнобехреннаго треугольника проведемь прямую до 
встрёчи съ осповашемъ н съ окружностью круга, овисаннаго около треугольника, то прямо- 
утольникь вахлюченний иежду пою прямою и ея частью отъ вершины до основаны, ра- 
венъ квадрату построенному на одной изъ разныхь сторонъ треугольника. 

536. Изь точки И проведены дв касательных къ кругу, коего щентръ есть Е, точки 
ваеазйя соеданены нрямою, которая иересЪкаеть ЖА въ Н, нь НА, казь нь даметрь опи- 
санъ кругь, показать, что касательных, проведенныя изъ точки Е въ этому кругу, пересф- 
куть его на окружности даннаго круга. 


Отъ 19 до пред. с. 


587. Построенъ разнобедренный треугольникъ, въ коемъ каждый изъ утдовь при 
основащи разенъ удзоеняому третьему углу, если углы при ослованш раздёлимь пополамъ 
и проведемъ равнодфлан!я до встрёчи съ противоположными сторонами, то соединяя точки 
встрёчи ихь прямою треугольникъ раздфлится на де часги, которыя относятся между со- 
бот, какъ оснозав!е къ сторон треутольника. , 

588. Всяый правильный многоугольникь, виисанный въ кругь есть средне-пропорию- 
нальный между виисанныхь и описаннымъ правильными многоугольнихами съ половииныхмъ 
числомь сторояъ. 

539. Показать, что въ пред. 24, кн. 6, Е@ || КН. 

540. Раздьлить треугольшыкъ на дв} равныя части прамою перцендикулярною одней 
изъ его сторонъ? 

541. Чревъ точку Р, нь кагонали АС паралхелограма АВС), проведена прямая, встр®- 
чающая ВО въ точкЁ Е, в АД вь точк8 Е; чрезъ туже точку Р проведена еще хругая 
прямая, встрёчающая АВ въ точк8 @, и СЛ въ точкВ Н, ноказать, что СЕ || ЕН. 

542. Чрезъ данную точку провести хорду въ данномъ кругВ такъ, чтобы она въ этой 
точкВ длилась въ данномъ отномещи? 

548. Чрезь даяную точку внутри круга провести впрямую такъ, чтобы она въ этой 
ТОМЕ АВлилась пополам? 

544. Показать, что въ пред. 11, кн. 2, есть еще четыре прямых, исключая ДАННОЙ, 
которыя раздфлены въ томъ же отнощени. 

545. Построить треугольникь но данному основаншо, противолежащему углу и ко 
данному прямоугольнику, заключенному между остальными сторонами? 
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546. Около равносторонняго треугольника опнсанъ кругь и изъ какой нибудь точки 
на окружности проведены прямыя къ вершнинамъ треугольника, показать, что одна изъ 
этихь прямыхь равна сумы двухъ другихъ. 

547. Изъ концевь В и С оспованя ВС равнобехреппаго треугольника АВС про- 
ведены прямыя перпендикулярно кь АВ и АС, ПеесАжежАнся въ точкЁ 0), ноказать, что 
ВС.АРЬАВ.ЛВ. 

448. Въ разнобехренномь треугольннив АВС’ сторона АВ—АС, точка № есть сре- 
дна ВС, на какую нибудь прямую, проходящую чрезъ точку А опущены перпендякуляры 
Е@ и СЕ, показать, что ВС.ЕЕ-=ЕС.Еб + РА.РО. 


Сыъшанных задачи и теоремы ва 80% предложен: УТ-й Жинги. 
ОФ» 1 00 йрёд. с 


549. АВ есть даметръ круга, Р какая нибудь точка на его окружности, проведены 
прамыя АРи ВР и если ивобхокамо, то ов® и продолжены, изь какой нибудь Фочки С 
на АВ проведена ирямал перпендикуляужо къ 48, пбрес®кающая АР въ точ П, & ВР 
въ точ Е и окружность круга въ точкё №, покёзать, что СД веть трайя ирборщюнАль- 
ная къ СЕ и СЁ. 

550. Три точки 4, В, С лежать нь бдной примой ян, в 108% Г отрыЕн АВ 
я ВС стагязають равные углы, показать, что гбометрическое Ы%сто точкя № 61; ЗК Ж- 
ность круга. 

551. Если изъ вершины квадрата проведемъ прямую, отрфзывающую четвертую часть 
длагонали, то эта прямая отрЪжеть оть стороны квадрата одну третею часть. Слфдователь- 
но, есля проведемъ чрезь всф вершины подобныя прямыя, то образуется квахратъ, состав- 
аяющЙ двБ пятыя части ханнаго квадрата. 

552. Стороны АВ и АС треугольника АВС, продолжены до какихь нибудь а 
ДриЕ, такь чтобы РЕ! ВС. Прамая ПЕ въ точк Е раздВлена такъь что ЮР; РЕ—= 
=—=ВР: СЕ, показать, что геометрическое мфсто точки Ё есть прямая лия. 

558. Точки А, В, С лежать по порядку на одной прямой, найти па той же прямой 
точЕ7 Р такую, чтобы РА: РВ-=РВ: РС? 

554. Даны дБ» точкв Аи В на окружности даинаго круга и точка Р движущялся 
на той же окружности, на прямой РВ взята точка Г такъ что РО: РА есть постоаниви 
величина, на РА взята точка Ё такъ что ГЕ: РВ равиа той же величинф, т.е. РО: РА— 
=—РЕ: РВ=Ё, показать, что пряизя ЮЕ во всвхь положешяхь касается  постояннаго 
круга. ‹ ` 
566. Вь равнобедренномъ треугольник АВС уголь А равенъ четырежды взятому 
одному изъ остальныхь угловъ, показать, что если въ точках Ли Е прамвя ВС раздЪ- 
` лена на трн равныя части, то треугольникь АДЕ будеть равностороны!й. 

556. Изъ вершинъ противопохожныхь угловъ прамоугольника опущены перпендику- 
зиры на дагонйль, показать, что эти перпенхикуляры разайлять магональ на разных части, 
если квадрать одной стороны прямоугольника равенъ удвоенному квадрату другой? | 

557. Йряная АВ раздБлена, въ точкв С на кака нибудь АЕЪ части; из цфлой АВ, 
и на ея частяхь АСи ВС построены равносторонше треугольники АТВ, АСЕ, ВСЕ, 
нев конфь два послЪдие съ одной стороны прамой, а первый съ противоположной стороны; 
С, НП, К суть центры круговъ вписанныхь въ эти треугольники, цобазать что /А@Н= 
=ИАра, ИВВЕ-ИВЬС и зю ВН-СК. 

85 
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558. На катетахъ прямоугольнаго треугольника построены квадраты, показать, что если 
соехинимъ вершины острыхь угловъ треугольника съ нротиволежащими вершинамн гвахра- 
товъ, то эти прямыя отрёжуть отъ катетовт, треугольника равные отрёзкн, каждый изъ коих» 
есть средне-проторшональный между остальными отр®зками. 

559. Даны двЪ прямыя и положене точки между нным, чрезъ дапную точку провости 
хз» прямыя, которыя бы, ованчиваясь на данныхь прямыхь, паходились въ данномь отно- 
шени и составляли данный угол? 

560. Изъ точкн А, на окружности круга АВС, какь нзъ центра описать кругь 
РВС, пересёкающй первый кругь въ точкахь В п С, проведена, какая нибудь, хорда АР 
перваго круга, встрёчающая общую хорху ВС въ точкЪ Е, 8 окружность другаго круга въ 
точкВ О, показать, что /ЕРО-—=/ ПРО, какое бы инбыло положене точки Р. 


561. Треугольники АВС н АВЕ построены на одномъ оспованн и при томъ такъ, 
что ЛАВС:ЛАВЕ-=9:1, продолжешйя сторонъ АГ и ВР встрёчають стороны АВ и ВС 
въ точкахь Ди Е, оть точки Р на ЕВ отюжена СЕ-— КЕ, въ точкЪ О отрЁзокь СВ 
раздЪленъ пополамъ, показать, что ВО: ВЁ-=ОЕ: РА. 
| 562. Точка А есть центръ круга; другой кругъ, проходядий чрезъ А, пересфкаетъ 
первый въ точкахь В и С, АБ есть хорда посяфхняго круга, встрёчающая ВС въ точкф 
Е, изъ точки Г) проведены касательный ОЕ’ н ШО@ въ первому кругу, ноказать, что точен 
а, Е, Е лежать на одной прямой лмиш. 

568. На сторонахь АВ и АС’ треугольника взяты точки Ди Е АВ и АО про 
должены до точекъ Ён С, такъ, что ВЁ--АШ и Сб--АЕ, проведены прамыя В и СЕ, 
встрёчающяея въ точкЪ Н, показать, что ЛЕН@=АВНС+ ААРЕ. 

564. Есин, въ какомъ вибудь треугольниЕ$ АВС, взято ВО-=1ВС и СЕ-— ! АС, 
то прямая линёя, проведенная чрезь С и чрезь пересфчеше прямыхь ВЕ н АП, дЪлить 
сторову АВ на дз части, которыя относятся между собою какъ 9:1. 

565. Вписана въ кругь, какая нибудь прямохинейная фигура, показать, что если 
раздьжимъ пополамъ дуги н чрезъ точки дЪлен:я проведемь касательных къ кругу, то об- 
разуется описанная прямохипейная фигура подобная вписанной. 

566. Найти средне-пронорнюнальную площадь межлу ихлощадями двухъ прямоуголь- 
ныхъ подобныхь треугольниковъ, имфющихь общ катеть? 

567. На сторонахь АС и ВС треугольника АВС взяты точкн ШБ и Е такъ, что 
СО и СЕ составляють первая одну треть АС, а вторая одну треть ВС, проведёны двЪ 
прамыя ВЛ и АЕ, нересфвающияся въ точкЁ О, повазать, что ЕО-- 1 АЕ и ОО--! ВБ. 


568. Даметры хвухъ, касающихся внфшне въ точк® С, круговь суть (А м СВ, 
хорда АО, перваго круга, будучи продолжена касается втораго круга въ Е, а хорда ВЕ, 
втораго круга, будучн продолжена, касается перваго круга въ точк® С, показать, что 
Ар.ВЕ—4рЕ.ЕС. 

569. Два круга пересзкаются въ точкф И, проведена прямая ВАС, пересЪкающая 
круги въ точкахь Ви С, изъ точекь В и С, какъ изъ центровь описаны два круга, важ- 
ый изъ ковхь пересфкаеть одниъ изъ первыхъ подъ прямымъ утиомь, показать, что эти 
круги и вругь, коего дламетрь есть ВО, пересбкаются въ одной точкф. 

570. АВСРЕЕ есть правильный шестиугольникъ, показать, что ВЕР’ дёлить АЛ въ 
отношенти 1:8. 

571. Въ треугольникахь АВС и ДЕР углы Аи равны н АВ—=ОЕ, показать, 
что ЛАВС: ЛБЕЁ=АС: ПЕ. 

572. Если Ми М суть точки, въ которыхь круги “винсанный внутри н винсанный 
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внЪ въ треугольиикь АВС, касаются стороны АС, по если продояжныь ВМ до встрёчи съ 
кругомъ вписаннымъ вн еще въ точ Р, то МР будеть маметръ. 

573. Въ треугольник АВС уголь А прямой, Г) есть основаше периеидикуляра, опу- 
щеннаго изъ точки А на ВС, ОМ, РМ суть перпендикуляры, опущенные изъ Б на АВи 
АС, показать. что / ВМО--/ ВМС. 

5714. Если изъ точкн дфлящей тюполамъ данную дугу круга, проведемь дзЪ прамыя, 
перес$кающия хорду данной дугн и окружность круга въ четырехь точкахъ, то зти точки 
лежать иа окружности одного аруга. 

575. Вписанный внутренпе въ треугольникь АВС кругъь касвется стороны АВ въ 
т0чкф Ш, а виисаиный вн касается той же стороны въ точь Е, показать, что ‘иряиоу- 
гольникъ изъ рамусовъ круговъ=АР.ОВ—лАЕ.ЕВ. 

576. Показать, что геометрическое м%сто средины прямой, проведенной параллельно 
основанию треугольника, есть прямая линия. : 

577. Вписапь въ треугольннёЪъ параллелограмъ, коего одна сторона лежить на осно- 
ваши треугольника, а сиежныя ей стороны параллельны данному направлен, показать, что 
геометрическое мфсто пересфченя д1агоналей такихъ нараляелограмовъ есть прямая прохо- 
дящая чрезъ средину основаня треугольника. 

578. На прямой АВ, какъ на гипотенузЪ, иостроимъь прямоугольный треугольникт, 
изъ Л и В проведены прямыл, дёляшая противоположныя стороны пополамь показать, что 
геометрическое м$сто пересёченя этихъ прямыхъ есть кругъ. 

`579. Изъ данной точки, вп} двухь данныхь не пересфкающихся круговъ, провести 
прямую такъ, чтобы части этой прямой, заключающияея въ кругахъ были пропорциональны 
радусамъ круговъ? 

580. Въ данный треугольникъ вписать ромбъ такъ, чтобы одна изъ его вершинъ иа- 
ходнзась въ данной на основан точкЪ, и одна сторона лежала на оспованн? 

581. Въ треугольниЕ АВС уголь С прямой, АВШЕ есть квахрать, построенный на 
типотенузё АВ, Е, @, Н суть точки пересЪчетя хагоналей квадрата и Магоналей съ ка- 
тетамн, показаль чо /ОСЕ-+-/ВЕН-=4? 


Сифтанныя задачи м тесремы на вс» предложения первыхъ шести книгъ. 


582. Дана постоянная точка О н прямал, чрезь точку О проведена, какая инбудь 
прямая, пересБкающая данную прямую въ точкз Р, на прямой ОР отложень отр8зовъ О@ 
такь, что прямоугольннкь ОР.О© есть величина ностоянпая, показать, что геометрическое 
мЪсто точки © есть окружность крута. 

588. Дана постоянная точка О на окружности круга, чрезъ точку О проведена, ка- 
кая нибудь прямал, пересфкающаея окружность въ точеф Р, па прямой ОР взята точка © 
такъ, что прямоугольникь ОР.ОФ есть величина постояннал, показать, что геометрическое 
мЪето точкн © есть прямая лишя. 

584. Противоноложныя стороны вписаннаго въ кругь четыреугольника, будучн продол- 
жены, пересЪкаются въ точкахь Ри ©, иоказать, что квадрать построенный на РО равен 
суммф квадратовъ построенныхь па проведенныхь въ вругу васательныхь изъ точекь Ри ©. 

585. Вписанъ въ кругь четыреугольникь АВСП, противоположных стороны АВ]н 
ТР: пересвкаются въ точЕВ Р, в ВСи АД въ точкВ Е, показать, что кругь описанный 
"а ЕЁ, кавъ на маметрЪ, пересЁкаеть данный кругь АВСР подь прямымъ угломъ. 

586. Изъ вершины иряиоугольнаго треугольника опущенъ на гипотенузу перпендику- 
аяръ, изъ основашя периендикуляра опущены перпендикуляры па катеты, показать, что 
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прямоугольный треугольникь, коего катетами суть эти, после прриендикухяры, не можеть 
быть"больше одной четверти даннвго треугозъинка, 

587. Если соединимъ оконечности Авухъ перес$кающихся. прамыхь такъ, чтобы обра- 
зовалось два противоположныхь вершинами треугольника, то фигура образованная, соединяя 

` точвН, АБляшИя дапныя прямыя нопохамъ, будеть паралледограмь, коего площадь равна полу- 
разности площадей треугольниковъ. 

588. АВ и АС суть `двф васательныя къ кругу въ точкахь Ви С, Е есть какая 
нибудь точка, на прямой, соединяющей средины касательных АВ н АС, показать, что от- 
разокъ АВ равенъ касательной, проведенной къ кругу изъ точкя Е. 

` "589: АВ-а АС суть касательныя въ кругу, РО есть хорда круга, которая, если. 
необходимо должна быть продолжена, пересфваеть прямую, соединяющую средины каса- 
тельныхь АВ и АС, въ точк АВ, показать, что Е ваР=/ ФЕ. 

” 890. Еслн въ вакомъ нибудь четыреугольник® проведемь Жагонахи, то образуется 
каждымн двумя сиежнымн сторонами и одною изъ дагопалей четыре треугольника, пока- 
зать, ‘что четыре круга, проходяиие чрезъ средины сторонъ каждаго изъ сказанныхь треу- 
гольниковъ, пересЪкаются въ одной точЕФ. ой 

591: Изъь какой нибудь точки опущены перпендихулары из три равиодфлявйя углы 
равносторонняго треугольника, показать, что одинъ изъ нихь равенъ сумиф двухъ другихъ. 

`` 592: Два круга пересфкаются въ точкахъ А н В, изъ точкн В возставлень перисн- 
дикуларь ОВЛ) въ АВ, встрчающ кругн въ точкахь Си Л, чрезъ точку А, проведена 
равноджлящая уголь внутрений или вибший между АСи АР, эта равнодвлящая встр$- 
чаетъ. окружности въ Ви №; показать, что касательныя въ точкахь Е и Л пересвкаются 
на продолжени прямой АВ. 

593. Разяфлить треугольникь двумл прямыми на три частн, которыя бы, будучи рас- 
положены въ извЪстномь норядк, образовали ‘параллелограмъ съ углами данной величины. 


594. АВСР есть араллелотрамъ а, Р, какаа нибудь точка, показать, что треуголь- 
никь РАС равень разности треугольниковь РАВ и РАД, если точка Р находится внутри 
угла РАГ нда внутри протквополжнаго ему угла; н равеиъ сумиЪ треугольниковь РАВ 
я РАД, если Р находится въ какомъ нибудь другомъ положени. 


595, Два круга пересфкаются, проведена прамая АВСОШЕ, которая пересбкаетъ 
одинъ кругь въ точкахь А и Ш, а другой въ точкахь Вн Е, а нхь общую хорду пере- 
сАкаеть въ точк8 (, показать, чо (ВД; (АЕ-—ВС.С: АС.СЕ. 


Книга ХТ, 
Отз 1 д0 19. - 


596. Показать, что равных прямых, проведенных изъ даниой точки до встрфчн съ 
хаиною плоскостью одниаково наклонены КЪ плоскости. 

597. Если двз прямыя находящися въ одной плоскости одннавово наклоневы къ 
другой плоскости, то онф одинаково наклонены и къ общему сёченю обфихъ плоскостей. 

598. Изъ точки, А .опудень перпендикуляръ на плоскость и встрёчаеть ее. въ точкЁ 
В, ивь В опущень черпендикуляръ на прямую. находящуюся въ плоскости н встрёчаеть 
прёмую. въ точкё С, показать, что АС есть периендикудяръ къ упомянутой прямой. 

599, Въ треугольник» АВС перпендикуляры нзь вершить Аи В на стороны ВС и 
АС встрьчаются въ точЕЁ Ю, изъ Г) возставлень перпендикулярь къ площади  треуголь- 
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ниха, Е есть вавдя нибудь на ирмъ точка, показать, что ирямея, соедвнающехя Е: съ од- 
ною изъ вершинъ треугольника, перпендикуляриз. къ прямой, проведевяой чрезь эту’ вер 
шину параллельно противоноложной стррон® треугольника. 

600. Чрезъ дБ даяныл точки ваз ланвой плосдости проведены двз прамыл нерее: 
кающйяея па плоскостя, найти когда ихь сумма будеть наимельшая? 

601. Три нрямыя лиши, не ледадза вЪъ.одной плюдкоств, перосфкаются. въ одной 
точЕ, одна плоскость пересфкаеть ихъ въ разномъ раастравш: отъ тожкя. общиюо ихь пе- 
ресёченя, показать, что перпендикудяръ, опущеныый изъ этой точкы на: ввесшфеть, вотрЪ- 
чаеть ее въ центр круга, опясаннаго около треукольнаяа,. ‘обраловажиаго тремя. точкамн 
прямыхь встрёчающихь плоскость треугольника. 

602. Показать построеше прямой одяцакодо наклонениой кь тремь прямышь, пере- 
сфкающимся въ одной точк%? 

603. Изъ точки Ё опустить перевдикуляры. ЕС и ВО на диф плюсвости САВ и 
ЛАВ, пересфкающияся но прямой АВ, изъ Ш опустимь поржеидикулярь ОЕ на. плоскость. 
САВ, встрёчающ ее въ точкф К, показахь, что прямая СЁ, продолжевная, есль пеобко- 
имо, перпендикулярна къ АВ. 

604. Изъ точки опущены перпенхикуяяры на плоскость и на прамую въ этой плос- 
кости, показать, что пряная, соединяющая основашя перпендикузяровь, перлендихударый къ. 
прамой на плоскости. 


Отъь 13 до 21. 


605. Общее основане двухъ пирамидь есть ВСО, вершины Аи Е пнирамидь яе- 
жать въ плоскости, проходящей чрезъ ВС; АВ и АС пернендикулярны аъ граалиъ ВЕР 
и СЕР, показать, что углы при А вызстВ сь углами при Е составляють болдЪе четырехъ 
прамыхъ угловъ. : 

606. Внугри дацваго трвугользика влисань другой. треугельникъ, показать, что сумиа 
угловъ стягиваемыхь сторонами внутренняго треугольника въ какой нибудь точкЪ, не ле- 
жэщей въ плоскости треугольника, иеньше суммы угловъ стягиваемихь, въ той же точЕф, 
сторонами визшнаго треугольника, 

607. Чрезъ концы дьухь паралхельиыхь прямыхь (отр&зковъ) АВ:и СХ); проведены 
параллельныя янын Ла, ВЬ, Се, 4, пересёвающал, какую нибудь плоскость въ точкахь 
а, В, с, а, показать, что АВ: СРг-аф: с4. 

608. Показать, что периендикуляръ опущенный изъ вершины правильнаго тетраедра 
на противоположную грань равенъ трыжды взятому перпендикуляру, опущенному изЪ основа- 
я перваго пернендикулнра на одну изъ граней. 

609. Основаме треугольной. пирамиды есть равноотороный: треутольнииь, углы при 
вершин® суть прямые, показаль, что сумма .периендякуляровъ, опущенныхь изъ какой нибудь 
точки основан на остальных три грани есть величина постоянная. 

610. Три прямый лин, не хежаня въ одной плоскостя, нересфхаются эъ одной точ- 
кЪ, чрезь эту послФднюю точку проведриа..еще прамал, выутри. треграннаро утла; образуе- 
маго тремя первыми прямыми, показать, что сумма ухловъ, образуемжхь. четвертею прямою 
съ тремя нервыми мевьше суимы и больше. полусуммы угловъ, образуемыхь. тремя нервыми- 
между собою. 

611. Три прамыя хишн, ие лежащя въ одной плоскости, пересфнена. тремя н100яео: 
тями, въ одиомъ и томъ же. отнощены, дьВ изъ плоскостей нараллельмы, новазать, что и 
третая бухеть параллельна хвумъ первыиъ, если точки пересфветя ея съ тремя пряжыми- 
не лежат на одной прямой лини. 
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612. Провести дв параллельныя плоскости, одпу чрезъ одпу прямую, а другую чреть 
другую ие пересёкающуюся съ первою прамою? 

613. Если дёЁф не параллельных плоскости, пересфчены двумя параллельными илос- 
костями, то лини пересёченя первыхъ двухъ съ двумн посл®динми образуютъ равные углы. 

614. Изъ точки Д, находящейся на одной изъ двухъ плоскостей, проведены прямыя 
АВн АС, первая перпевдикулнрно къ первой плоскости, & вторая первендикулярю ко 
второй, прямыя АВ и АС встрёчають вторую плоскость въ точкахь В и С, показать, что 
ВС есть нерпендикуляръ къ пересёченш двухъ плоскостей. 

615. Многоугольники, образованные пересфчешеиь призмы параллельнымн плосвос- 
тями равны. 

616. Многоугольники образованные пересёчешень пирамиды параллельпыни илоскос- 
тямн, подобны. 

617. Прямая лиыя РВЬр пересЪкаеть дв» нараллельныя плоскости въ В и Ь, точки 
Рир равно отетоять оть плоскостей; РАа н рсС суть друмя дв прамыя, проведенныя чрезъ 
точки Ри р кю перес5ченя съ илоскостямн, показать, что треугольники АВС ин абс равны. 


618. Изъ точекь А и В надь канною плоскостью опущены перпепдикуляры АЁ и 
ВЕР вы нее; проведена еще плоскость чреъ А периенднкулярио въ АВ, показать, 
что пересзчеще этой плоскости съ данною перпендикулярно къ нрямой ЕЁ” 


Бнига ХИ. 
Оть 1 00 18. 


619. Что озпачаеть выражене: квадратура круга невозможна? Цоказать нремь съ 
помощью котораго Архимель первый нашель приближенное отношене окружности къ 
даметру? 

620. Постронть кругъ, коего площадь была бы равна удвоенной шощади  другаго 
ханнаго круга? 

621. Дань кругь АВС, требуется построить кругь афс концентричесый съ даниымъ, 
коего бы площадь была равна утроенной площади даннаго круга? 

622. Данный кругъ раздВлить, концентрическими кругами, на нЁфеколько равныхь 
частей? 

623. Данный кругь раздёлить на иЪсколько равныхъ частей, коихъ бы периметр 
были равны окружности даннаго круга? 

624. Два круга касаются внутренне, илощадь луночки, отдЪленной оть больтаго 
круга меньшимь, равна удвоенной площадн менылаго круга, найти отношоШе межху дгамет. 
рами круговъ? 

625. Дламетрь даннаго круга раздёлень на дз частн, на каждой изъ нихъ ностроймъ, 
какъ на маметрЁ кругь, площадь заключающаяся между хданною окружностью и окружно- 
стлии, построенныхь круговъ, равна суим площадей построенпыхъ круговъ, найти въ ка- 
комъ отношени раздзлень маметръ даннаго круга? 

626. Около нравильиаго тетраедра онисать шаръ и найти рамусъ шара, когха ребро 
тетраедра есть единица? 

627. Дана неправильная часть шара, ноказать какъь практически построить раду 
шара къ которому привадлежить данная часть поверхности шара? 

628. Три шара положены на горизонтальной плоскости, такъ что сё касаются между 
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собою, построить треугольникъ, коего вершины паходятся въ точкахъ прикосновении ша- 
ровъ съ горизонтальлою плоскостью? 

629. Постронть пать правильныхь тёль? 

630. Въ тетраедръ внисать шаръ? 

631. Пайтн объемъ пирамиды по данной высотБ и основанию, какал бы нибыла фн- 
гура этого посаёдняго? 

632. Изъ десяти таровъ сложена треугольная пиримида слёдующимь образомъ: на 
землф лежнть шесть шаровъ, на этихъ послфднихь три шара, и на этихь трехь лежить 
одниЪ, найтн разстояте этого послфдияго шара оть земли? 

633. Найтн отномеше между угломъ въ согментВ круга н прямымъ углюмъ, когда 
сегментъ круга равонъ одной четверти площади даннаго круга? 


Рёшене н5которыхъ, заслуживающих особеннаго вниманя, задачъ 


634. Провести касательную къ двумъ даннымьъ кругамъ? 
Рьшене. Пусть А будеть центрь большаго круга, а В центрь меньшаю. Изъ 
центра А радусомъ равнымъ разности рамусовъь данныхь круговъ опите»ь кругь, изъ 


- центра В проведемъ касательную къ описанному кругу и пусть она касасгся круга въ 


точЕВ С (фиг. 572). 


Фиг. 572. 


Соединимь А съ С и прололжнмъ прямую АС ло встрёчи ея съ охуужностью боль- 
шаго круга въ точкф 7. Проведеиъ рамусъ ВЁЕ\ АД, соеданныь Л съ Ё, о ДЕ и б\- 
деть общая касательная. 

"Такъ какъ изъ точки В къ кругу, коего рамусъь есть АС, можно провести дв% ка- 
сательных, то можно показать, что 0б$ касательныя пересфкутса въ точкЁ, лежащей на про- 
должен прямой 4, соединяющей центры данныхъ круговъ. Это ностроене нрилагается 
не только тогда, когда круги находятся одинъ вн другаго, но и тогда когда они касаются 
или нерес5каются. 

Если круги находятся одннъ вн другаго, то можно найти еще два р8ёшеня. Изъ 
центра 4 опишемъ кругь ражусонь равнымъ сумм% рамусовъ данныхь круговъ и поступая 
какъ н прежде, только съ тфмъ исключенемь что ВЁ и АД должны быть проведевы въ 
противонохожныхь направленяхь, или же съ противоположныхь сторон прямой АВ. 
Можно и здБсь показать, что двЪ, такимъ образомъ, проведенных касательныя перес®кутся 
въ точкф лежащей на АВ. 

685. Описать кругъ, проходящий чрезъ три данныя точки, ие левая на одной пря- 
мой хиши? 
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Рюшене. Эта залата рышена въ 6 предл. 4 книти Ивкгиха. 

686. Описать кругь, который бы нроходиль чрезь ха давния точки, лежа! по 
одиу сторону данной прямой, и касался бы этой пряией? 

Рьшеме. Пусть А в В будуть данныя тозки и ЮС данныя прамах, соединямь Аи 
В прамою и продонаииь ее до встрьчи съ НС въ точкё С (ет. 673). 


Фиг. 573. 
А. 


р с 

Построимъ квадрать равный прямоугольвику 4С-ВС и па двяной прямой отъ точки 
С отложимъ отр5зокь СЕ равыый сторон постробвиаго киздрата (ки. 2, пред. 14). Чрез 
точки А, В, Е проведемъ кругъ (кн. 3, пред. 87), это и бужегь искомый крутъ. 

Отрёзокь СЕ иожеть быть отложень оть точки Си въ кругую сторону, пбэтому 
задача ныЪеть два рЪменл. 

Если прямая АВ || СЕ, то прехьидущее ностроеше не иметь мфств, а въ этомъ 
случа постунають слёдующимъ образомъ: отрёзокъ АВ въ точкё Ш дЬлятъ пополамъ, изъ 
точки Л) возставляютъ перпендикуляръь къ АВ и продолжають его до встрёчи СЪ даниою 
прямою въ точк8 С, и чрезъ три точки А, В и С проводать кругь, который и есть тре- 
буемый. 

687. Описать кругь, который бы проходиль чрезъ данную точку и касалея бы двухъ 
хаиныхь прямыхъ (фиг. 574)? 

Рящеме. Пусть А бухеть данная точка, продолжимъ данныя прямыя до встрЁчи въ 
точкВ В и соеданимъ В съ А. Чрезъ точку В проведемь ВС равнодёлящую утолъ между 
данными пряными, въ которомь лежить точка А, на этой равнодёлящей возьмемъ, кахую 
нибудь тозиу Он изъ нея онустимъ перпеихихулярь па одну изъ даяныхь прямыхь, кото- 
рый вотрачаеть прямую въ тозк® 72), изъ точки С, какъ изъ цейхра, ражубомь СР ойн- 
шемъ кругь, который встрёчаеть АВ или ея продолжене въ точк8 Е. Соехинимь С съ Е 
и чрезь А проведвыь ЛЮ СЕ, пусть АЕ ветр8чаеть ВО вли ея продолжене въ точк® РЁ. 
Круть оливаншюй нэь Е, какъ изъ центра, рамусомь №4 будеть касаться данныхь пря- 
милъ. 

Вь самемь дьлЬ, оуетнмь нь Е перцеидикухирь РО нк ВЛ), который встрёчаеть 
ВО въ точЕ} @. Такъ какъ (кн. 6, пред. 4): 


СЕ: КА-ВС: ВЕ 


|: 

СР: ЕВ =ВС: ВЕ 
то: 

СЕ: КА—СЬ: Е 
откуда: 


СЕ: СР=ЕКА: РС 
но СЕ—СФ, слВдовательно и РА—Еа. 
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Если точка А будеть находится на прямой ВС, то точка Е опрехёлиется какь н 
выше, н затфмъ Г) соединлють съ Ё и чрезь точку А проводяать А@'РЕ. Эта прямая 


Фиг. 6574. 


В р с 


встрёчаеть ВО или ея продолжене въ точкЪ (7, изъ точки (С возставлиють периендику- 
лнръ, пересфченс котораг съ ВС и будеть центръ искомаго круга. 


° Такъ какъ кругь, описанный изъ точки С, вакъ изъ центра, раусомь СО, пересБ- 
каеть АВ въ двухъ точкахь, то задача иыфеть два рёшеня. 

Еслн точка А находнтся на одной изъ данныхь прямыхь, то надобно изъ этой точки 
воЗСТавить перпендикуляръ къ этой прямой, пересфчене котораго съ одной язь равяодбля- 
щихъ уголь между данными прямыми н будеть центръ нскомаго круга. 

Если двЪ данныя ипрямыя параллельны, то прямая ВС проводится параллельно объимъ 
прямымъ въ равномъ оть кАЖДОЙ изъ нихь разстояши. 


638. Описать круть, который бы касался трехь данныхь прямыхь, изъ коихь не бо- 
%е двухъ могли бы быть параллельны? 

Рушеше. Эта задача рёшена въ кн. 4, пред. 4. Замфтимъ только, что если трн дан- 
ныя прямых образують треугольникъ, то можно описать четыре круга удовлетворяющ!е тре- 
бованно задачи: одинъ кругь касается всфхъ сторонъ треугольника, а трн остальные ка- 
саются одной стороны и двухъ продолженй стороптъ. Если изь трехь данныхь прамыхъ 
АЕЪ параллельны, то можно описать только два круга одинъ съ одной, а хругой съ другой 
стороны не параллельной примой. 

639. Оцисать кругь, который бы касался даннаго круга и данной прамой въ данной 
ва ней точкё (фиг. 575}? 

Рьшеще. Пусть А будеть данная точка на данной прямой, и С центрь двннею 
крута. Чрезь точку С проведемъь пряиую ВХ перпендикулярно къ данной прямой, которая 
пересёкаеть окружность круга въ точкахь Ви ШО, нзъ конхъь Ю есть точка, лежащая 
дальше оть прямой. Соединимъ точку О сь А, прямая АТ) пусть пересёкаеть окружность 
въ точкв Е. Изт. данной точкн А возставимъ перпеидивуляръ къ данной прямой, который 
пересёчеть прямую СЁ, соединяющую центръ круга съ точкою Е, въ точкЁ Р. Точка Ри 
будеть центръь нскомаго круга, а АЕ радусъ его. 


Въ самомъь дл /ЛЕЕ= `^СЕГШ (ки. 1, пред. 15) и /ЕлЕ=УСрЕ (вн. 1 
пред. 29), слфлдовательно /АЕР=/ ЕАЕ, в потому АР-ЕЕ (вн. 1, прех. 6). 


Второе рЬшенше задачи получится соединяя точку 4 съ точкою В, нежащую нз дан- 
ной окружности ближе къ данной прямой. 


86 
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Если данная прямая не нересфкаеть данную окружность, то кругь полученный въ 
вервомъ рёшеян съ даннымъ кругомъ касается вифиге. к круть полученный во второмъ 
рьшени касается даннаго внутренне. 


Фиг. 575. 


Если данная прямая пересфкаеть данный кругъ, то оба рёшевя дакуть круги, ка- 
сающиесл даннаго круга визшне. 

640. Описать кругъ который бы прохохилъ чрезъ двЪ данныя точки и касался бы 
даннаго круга (фиг. 576)? | 

Ришеме. Пусть А и В будуть данныя точки. На окружности ханнаго круга возь- 
мемъ, какую нибудь точку С и опишемъ вругь, нроходящй чрезь три точкя Л, В, С. 

Если этоть кругь касается даннаго, то онъ и есть требуемый, если же н$тъ, то пусть 
точка Г) будеть кругая точка встрёчи его съ даннымъ кругмъ. 


Фиг. 576. 


Продолжимь прямыя АВ и СШ ко встрёчи ихъ въ точкё Е, изъ точки Е прове- 
демъ касательную ЕР къ данному кругу, пусть точка Е будеть точка касаши. Кругь опн- 
санный чрезъ точки 4, В, Ё' и будеть требуемый (кн. 3, пред. 35, 37). 

Задача эта иметь два рЬшеня, такъ какъ изъ точки Е къ даниому кругу можно 
ировести двз касательния. 

Если нерпендикуляръ, возставленный изъ средины хорды АВ, проходить чрезъ центръ 
ханнаго круга, то въ этомъ случа, точка Ё находится па безконечности, такъ КАЕЪ 
АВ|СР и точка КР нолучится, проводя касательныя къ данному кругу параллельно. 
хорд® АВ. 

641. Описать кругь, который бы касался двухъ данныхь прямыхь и даннаго круга? 
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Рьшеше. Проведемъ двЪ прямыя параллельно даннымъь ипрямымъ на разстояши ра- 
дусв даннаго круга оть каждой изъ данныхь прямыхь и съ протявоположной ихъ стороны 
относительно даннато круга. Опяшемъ кругь, касающийся проведенныхь прямыхь и прохо- 
днщЙ чрезь центръ даннаго круга. Ёругъ, имфющЙ центръ этого носафднаго круга, а ра- 
мусомъ разность радлусовъ описаннаго и даннаго круговъ, будеть требуемый. 

Такъ вакъ можно описать два круга касвющихся проведенныхьъ прямыхъ н проходя- 
щихь чрезъ центръ даннаго круга, то задача ныфеть два р8шен1я, въ одномь изъ рёшенй 
кругь будетъ касаться даннаго круга внЪшие, & въ другомъ внутренне. - 

Если провести прямыл параллельно даннымт, съ той же стороны ихъ съ коихь ие- 
жить центръ даннаго круга, то нолучится два рёшенл въ воторыхь искомые круги ка- 
саются даннаго оба внутренне. 

Слфдовательно задача имфеть четыре рёшеня. 

642. Описать кругь, который бы прокодиль чрезь данную точку, касался бы данной 
прямой и даннаго круга (фиг. 577)? 

Рьюшеще. Пусть А будетъ данная точка, С ханная прямая и В центръ даннаго круга. 
'Изъ центра В опустимъ перпендикулярь на данную прямую, который встр\тить ее въ 
точв С, а окружность въ точкахь Ен Л. Соединимь А съ Е м ыв прямой АЁ оиредз- 
лииъ точку Е такъ, чтобы ЕА.ЕЁ=ЕС.ЕГ); это можно сдфлать проведя кругъ чрезъ точкя 
И, С, 1), который пересфчеть прлмую ЕЛА въ искомой точкф К (ки. 3, пред. 36, сяЁд.). 
Онишемт, кругъ, который бы проходихь чрезъ точки Ам Ён касался бы данной прамой 
Это н будеть некомый кругъ. 


Фиг. 511. 


Въ самомъ хх положииь, что описанный такимъ образомъ вругь касается данной 
прлиой въ точкз (, соединимь @ съ Е, прямая ЕС пересёчеть данный кругь въ точк% 
Н, проведемъ прямую ОН. Такъ какъ треугольники ЕНЛ и ЕС@ подобны, то ЕС.ЕШ-= 
==ЯС-.ЕН (кн. 3, пред, 31, ки. 6, прех. 4 н 16). Слдовательно ЕА.ЕР-—ЕН.ЕО, в ю- 
тому точка /[ находится на окружности описаннаго круга (ки. 3, пред. 86, сл8х.). Пусть 
К будеть центръ круга, проходящаго чрезь А и Кн касающагося данной прямой въ точк8 
С. Проведемъ прамыя КС, КН ин НВ. 

Легко можно показать чт0 /КН@=/ЕНВ (вн. 1, пред. 29, 6). Слфдовательно 
ЖИВ есть прямая лишл, в потому описанный кругь касается даннаго круга. 

"Такъ какъ задача: провести кругь чрезъ дв данныя точки и касающИся данной 
прамой имфеть два рыпеня, то и здесь получится два рёшеня. 

Для рЬшешя задачн мы соединили точку А съ Е, но можно соединить А съ Ди 
точно также получить еще два ршешя, схВховательно задача имфеть четыре рёшенля, 
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643. Описать кругь, который бы касался двухъ данныхь круговь и даниой примой? 

Рльшеве. Пусть РО будетъ данная прямая, А центръ меньшаго, & В центръ боль- 
шаго круга, АЛ н ВС ихъ радусы. 

ЗАБсь могуть быть слфлующие случаи: 1-й искомый кругь иожетъь касаться внфшие 
обоихъ данныхъь круговъ, 2-Й онъ можеть касаться обонхъ внутренне н 3-й онъ можеть ка- 
саться одного внёшне, а хругаго внутренне. 

Положимъ центръ нскомаго круга, касающегося внфшие обоихъ данныхь круговъ, 
есть О. Изъ точки О какъ изъ центра опишемъ кругь проходящйй чрезь центрь А мень- 
шаго круга, эта окружность касается круга описаннаго изъ точки В, какъ изъ центра, ра- 
Мусомь равнымь разности радусовъ данныхь круговъ н касаетсл прямой Р,@,, проведен- 
ной параллельно РО на разстояши оть нея равномъ радусу меньшаго изъ данныхь иру- 
товъ, н съ противоположной стороны прямой РФ относительно центра В. Слфдовательно 
р8шен1е настоящей задачи сведено на рётмеше предъидущей (638). 

Эта посяфдняя задача (638) иметь четыре рёшенйя, нзь копхь только дза дають 
ршене предложенной задачи: эти окружности, касаются вифшне круга, описанлаго около 
В, рамусомь ВЕ=ВО— АГ. Въ едмомъ длф, если разсмотримь окружность О’, проходя- 
щую чрезъ 4, касающуюся прямой Р.4), н ныфющую внутренне касаше съ кругомь ВЁ, то 
кругь концентричесый еъ кругомь О’ можеть касаться круга АД н прямой РО, по ошъ 
не касается окружности ВС. 

Если пряную Р,@, замфнимъ ирямою Р,0, симметрично расположенной къ прямой Р,©, 
относительно РО н разсиотримъ пспомогательную окружность ВТ, то вайдемь два друце 
вруга удовлетворяющие задач. 

Наконець есхи прямыл Р,@, н Р.О, будемъ посл довательно сочетать съ окружностью, 
описанной изъ точки В, какь изъ центра радтусомь разнымь ВС+-АД, то получииъ еще 
четыре рыпевя, слдовательно предложенная задача можемь имфть до сосьми рьшешй. 

644. Пусть А будеть центръ круга, В центръ хругаго большато, пусть СД будеть 
пряиан, касающаяся перваго круга въ точкЪ С, а втораго въ точкё Дн инересфкающая 
продолжеще праной АВ въ точк» Т. Изъ точки Т проведена, какая нибудь прямая, не- 
ресбкающая кругь А въ точкахь К, Г, а кругь В въ точкахь М, №, слфдовательно точки 
пересёченл такой нрямой будуть Т, К, Г, М, М. Я говорю, что прямыя: АК, КС, СЪ, ГА 
соотв тствепно израллельны прямымь ВМ, МО, ОМ, №В, и чо ТЕ.ТИ=ТГ.ТМ -. 
—ТС.ТР (фиг. 578). 


Фиг. 578. 


Доказит. Проведемь прямыя АС и ВД. Треугольники ГАС н ТВЛ подобны, слф- 
довательно (кн. 6, пред. 4нки. 5, пред. 16): 
ТА: ТВ-АС:ВЮ_-АК:ВМ 


Откуда треугольники ТАК н ТВМ подобны (вн. 6, пред. 7), сяфдовательно 
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ИТАК=/ТВМ, откуда АК| ВМ. Точно также АТ, ВМ. Такь какь АК] ] ВМ в 
АС ВД, то „САК—=/РВМ, а сяБдовалельно 5 С.К=.”ФММ (вы. 3, пред, 20), от- 
куда СР] ПМ. "Точно тавже СК|| ОМ. 

Изъ ви. 8, пред. 87 и ки. 6, пред. 16, мы имЪемъ: 


ТМ: ТрР—ТтТро:ТМ 


н (ки. 6, прех. 4): 

Тм: Тр=Ттк:тТс 
сафдовательно: 

ТК: Т0=ТЬ:ТМ 


откуда прямоугольникь ГК.ТМ--ТС.ТЛ. Точно тавже ТГ.ТМ-=ТС.ТЛ. 


Если круги находятся оданъ вн другаго, то мы можемъ предположить, что касатель- 
ная къ обонмъ кругамъ пересфкасть прямую АВ въ точкЪ 7, лежащей межу Ан Вин 
предъидунщия свойства будуть имфть ысто лишь бы нзмфнить буквы К на Г, такъ что 
иять буквъ будуть, въ этомъ случаЁ, въ слфдующемь норядк: ГР, К, Т, М, М. 

Точка Т называется центромь подол двухъ круговъ, сяБдовательно, если круги 
находятся одипъ внф другаго, то центровъ подобя есть два. 

645. Онисать круть, который бы проходижь чрезъ данную точку м касался бы двухь 
данныхь круговъ (фиг. 579)? 

Ръшеше. Пусть А будеть центръ иеньшаго круга, & В центръ большаго, Ё данная 
точка. 


Фиг. 579. 


Проведемь касатсльную къ обоимъ даннымъ крутамь, пусть она касается ить въ 
точкахь Сн Дн встрёчасть продолжеше прямой ВА въ точкВ Т. (Соединииъ данную 
точку Е съ Т н раздфлимь прлмую ГЕ въ точЕф Еотакъ, чтобы ГЕ.ТЕ =ТС.ТГ. Опи- 
шемъ кругъ, проходящй чрезь точки Ен Ён касающийся одного изъ дапныхь круговъ. 
Положим, что описанный кругъ касвется меньшаго круга и пусть точка касашя будетъ 
С. СаяФдовательно остается показать, что этоть круть касается и больпаго круга. Дая 
этого проведемь прямую 7@ и продолжимъ ее хо встрёчи съ большимь кругомъ въ точЕЪ 
Н, то ТСОЫ - ТО.ТР (644), откуда ТО.ТН. -ТЕ.ГЕ, сяВдовательно, описанный  кругъ 
проходить чрезь точку Н. 
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Пусть О будеть центрь этого круга, поэтому Об.А есть прямая лин!я; остается но- 
казать что ОНВ есть прямая хин. ° 

Пусть Тб пересфкаеть меньшй кругь еще въ точкЁ А, то АК! ВН (641), откуда 
уголь /АКТ-=/ВНС н /АКС=- /АСК-=/ОСН- ГОНЦ. Сафдовалельно /ВНС +. 
-ДОНб-=-/АКТ+/АКб--94, откуда видвмъ, что ОНВ есть прямая лин. 


Такъ какъ задача (648) имфеть два рЁшен1я, то н настоящая задача нифеть также два 
рёшеня, но еслн крути находятся одниъ внЪ другаго, то можно выфсто вифшнаго центра 
нодобя круговъ Т взять внутрений (644) н нолучить еще два рЫшеня задачи, слЁдова- 
тельно она ныфетъ четыре рёленя. Кругъ проходя чрезъ данную точку можеть касаться: 
1-е обонхъ круговъ внфшне, 2-е обоихъ внутренне н 3-е одного внфшне, а другаго виут- 
рение. 

646. Описать кругь, который бы касался трехъ данныхь круговъ? 


Ришеще. Пусть А будетъ центръ нанменьшаго изъ трехь данныхъ круговъ, или по 
крайней иЪр» ие большаго изъ остальныхь. Пусть В ни С будуть центры остальныхь дан- 
ныхь круговъ. Изъ В, какъ изъ центра, радусомь разнымъ разности ращусовь круговъ А 
н В, опишемъ кругь. Точно также изъ центра С’ рамусомъ равнымь разностн радусовъ 
вруговъ А в С, опишемъ кругъ. ЗатВмъ ошншемъ кругь который бы касался двухъ описан- 
ныхь круговъ виёшие н проходилъ чрезь центрь А (645), то кругь, имфюний центромъ 
центръ этого послдняго круга, а ражусомъ разность рамусовь его и круга, коего центръ 
есть А, и будеть одинъ изъ нскомыхь круговъ. Этотъ кругь будетъь касаться внфипе. 

Точно также можно описать кругь, касающся внутренне трехъ данныхь круговъ. 

Можно описать кругь такъ, что онъ будеть касаться двухъ выфшине н одного внут- 
ренне я двухь внутрение н одного внЪшне, слховатеньно задача имфетъ восемь ртешй. 

647. Если изъ средннъ сторонъ, какого нибудь треугольника возставнымъ периенди- 
кулары, то всЪ три перпендикуляра нересфкутся въ одной точкВ (фит. 580). 

Доказа»и. Пусть АВС бухетъ треугольникъ, раздЪлимъ стороны ВС и АС, вь точ- 
кахь ) м Е, пополамь. Ивъ точекь Дн Е возставимь нерпевдикузяры въ ВС и АС, 
нусть эти периендикуляры пересзкутся въ точкВ (С, надобно показать, что перпендикуляръ 
возставленный изъ средины стороиы АВ пройдемь чрезъ точку С. 


Фиг. 580. 


Изъ равенства треугольинковь ВОС в СОС, мы выфемь ВС—0СС, н взъ равен- 
ства треугольниковь СЕС н АЕС, мы ныфеиъ Сб-—-АС; слдовалельно Аб —Вб. Есаи 
теперь соединимъ точку С’ съ срединою стороны АВ, то легко показать, нзъ равенства 
треугольниковь АСЕ н ВСЕ, что СР есть перпендикуляръь къ АВ. 
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648. Если, въ какомъ нибудь треугольник соединимь прямыми линНями вершины 
угловъ съ средннамн противоположныхь сторонъ, то эти три прамыя пересфкутся+въ одной 
точкБ (фиг. 581). 


Доказат. Пусть АВС будеть треугольникъ, пусть точки О, Е, Е будуть средины 
сторонъ его, проведемь ВЕ и СЁ, пусть этн прямыя пересЪкаются въ точк® @, соединимъ 
А съ би С сь ФХ. Я говорю, что А@Г есть прямая лини. 


Фиг. 581. 


Въ самомъ дл, мы имфемь ЛВЕЛ--ЛВЕС и АВЕА-—ЛСЕ.` (в. 1, пред. 38), 
слЬдовательно (кн. 1, акс. 3) ЛВСА.—АВЬС. 


Точно также ЛССА-— АСВ, слдовательно ЛВСА -АОСА в *ВбР— ЛОбО 
(кн. 1, пред. 38), схЪдовательно Л ВбА-+- ЛВб)— ЛОбА-+ АСОХ. Сл ловательно сумма 
АВбА-+- АВС П—1: ЛАВС. Откуда видно, что точка ( холжна находчтся на прямой 
АХ, т.е. отрзки АС в СХ составллють одну прамую лин. 

649. Прямыя равнодёляш1я углы, какого нибудь, треугольника нерес\каются въ одной 
точк® (фиг. 582). 

Доксзат. Пусть АВС будеть какой нибудь треугольникъ, проведехь разнодвлящ!я 
углы В н С, пусть онф встрётятся въ точк® С, соедннимь А съ С. Я гворю, чю 4@ 
будеть равнодёлящая уголь А. 


Фиг. 5829. 


Опустимь изъ точки С на сторону ВС перпендикузярь @Л, на АС пернендикулярь 
СЕ н на АВ пернендикуллрь СЕ. 


Изъ равенства треугольниковь ВСК и ВС, мы имфень СЕ — СХ, и изь равен- 
ства треугольниковь ССЕ в ССЛ мы имфемь СЕ:- СП, слдовательно СЕ--С Е. Теперь, 
легко доказать равенство треугольннковь АЕ и АЕб, откуда будемь иифть, что 
/ЕАб=- “АЕ, т. е. что Аб есть равиодфлящая. 


650. Если изъ вершинъ, какого нибудь треугольника опустимъ перпеядихуляры 
на противоположных стороны, то онф нересБкутся всё три въ одной точЕВ (фиг. 583). 
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Доказат. Если чрезъ вершины треугольника АВС проведемъ прямыя парвадельно 
противолежащимь стороиамъ, то легко видёть, что образуется треугольникъ коего стороны 


Фиг. 583. 
с 


& Р 


будуть вдвое больше стороиъ даннаго, и перпендикузары, опущенные изъ вершанъ ханнаго 
иа противоноложныя его стороны, будуть пернендикуляры возставленные изъ средниъ сто- 
ронъ построеннаго треугольника, схЪдовательно (647) пересВкутся въ одной точё$. 

651. Если изъ какой инбудь точки опустнмь перпендикуляры на стороны, вписан- 
наго въ кругь треугольника, то три точки встрфчи перпенхикуляровь со сторонами треу- 
гольника нежать на одной прямой лини (фиг. 584). 

Доказат. Пусть АВС будеть треугольникъ, вписанный въ кругь, н Р какая нибудь 
точка на окружности круга. Изъ точки Р опустимъ пернендикуляры РО, РЁ, РЁ ва сто- 
роны ВС, СА, АВ. Я говорю, что точки О, Е, Е лежать на одной прлиой лини. 


Фиг. 584. 


Такъ какъ около четыреугольника РЕАХ можеть быть опиезнъ кругь, то “РЕЕ-- 
‚/РАЕ. Но ‚’/РАЕ-ч-РАС- 94 н ГРАС+- /РВО=24, слфдовательно ^1АЕ 
_РВС в /РЕЕ. - ХРВС. 

Около четыреугольннка РЕПВ можно также онисать кругъ, слфховательто /РЕД+- 
-/„РВР- 24. Но мы видфлн, что /РВР—=/РЕЕ, сфковательно /РЕР-- /РЕЕ- -34, 
откуда видимь, что ЕЁ и ЕД составяяють одну прямую лин. 

652. Пусть въ какомъ нибудь треугольникБ АВС, точка О будеть нерссфчене пер- 
пендикуляровь изъ точекъь А, В, С на противоподожиня стороны треугольника. Я говорю, 
что кругь прохода чрезъ средины ОА, ОВ, ОС, пройдеть чрезь основайя перпеидхику- 
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ляровъ и чрезъ средины сторонъ треугольника. СлЪховательно кругь этоть проходить чрез 
девять опредфленныхь точекь въ треугольникЪ, а потому называется кругомъ деолти 
точекъ (фиг. 585). 

Доказат. Пусть ПД, Е, Р’ будуть средины отрёзковь ОД, ОВ, ОС, пусть Н бухеть 
средина стороны ВС, м ( основане перпендикуляра опущеннаго изъ точки А на ВС, 


Фиг. 585. 


А 


Такъ какъ треугольникь ОВ@ прямоугольный, & Е есть средвна гинотенузы ОВ, 
то Е@-ЕО, слфховательно0 /ЕбО—/ЕОВ. Точно также /ЕО0=/РОВ, сябдова- 
тельно /ЕРЕЕ=ИКОЕ. Но /РОЕ+/ВАСЬ—?24, садовательно /ЕОЕ+/ВАб—3а. 
Тавь какь ЕО| |] АВ, ДЕ] АС (вн. 6, пред. 2), 0 /ВАС-=/ЕРЕ, слдоввтельно 
ИЕСЕ+/ЕРЕ-94, откуда видимъ, что точка (© находится на окружности круга, про- 
ходящаго чрезъ точки Л, Е, Е. 

Тавъ какь, ИН|| ОВ, ЕН| | ОС, то ДЕНЕ—/ ЕДЕ. Сгёдовательно точка Н па- 
ходвтся ина окружности того же круга. 

"Точно тоже можно повазать н относительно остальныхь сторонъ треугольника АВС. 


Кругъ девяти точекъ иметь н®сколько замфчательныхь свойствъ, изъ коихь мы 
укажемь на два схёдующи: 


1. Рад%усь круза девяти точекъ равень половиню радуса круйа отисаниио окола 
даннаю треуольника. 


"Такъ какъ стороны треугольника ДЕЛ" параллельны сторонамъ треугольника АВС 
н равны половин каждая каждой, то треугольнивн АВС и ДЕЕ нодобны. Откуда сх- 
дуеть что рамусь круга, описаннато около треугольника ДЕР равенъ ноловинз радуса 
круга описаннаго около треугольника АВС. 


2. Если 5 есть центръ круиз отисаннаю около треуюльника АВС, то центръ 
круш девяти точекь будеть средина прямой ОБ. 


Въ самомь ды, НЗ! СО, потому что об эти прямыя перпендикулярны къ ВС, 
сяфдовательно перпендикуляръ возставленный изъ средины @Н пройдемь чрезь средину 
ОБ. Но Н н © находятся на окружности круга девяти точекъ, сяфдовательно этоть пер- 
пендикуляръ пройдеть н чрезъ центръ круга. Дфлая подобныя разсуждешя относительно 
остальныхь сторонъ даннаго треугольника АВС легко вндЪть, что срехина ОБ и есть центру 
круга девяти точекъ. Можно также показать, что кругъь девяти точекъ, какого нибудь треу- 
тольника, васается вписаннато внутри в вписаннаго внё въ данный треугольнижь, кругов%. 
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658. На ханной прямой найти точку, которой разстоятл оть двухъ данныхъ точекъ 
ва прямой составляли бы прямоугольникъ равный прямоугольнику соствзленному изъ раз- 
столы твой же точки оть двухъ хругихь данныхь точекъ на той же прамой (фиг. 586)? 


Рищене. Пусть А, В, С, Г будуть четыре ханныя точки на одной примой. 'Тре- 
буется найти на той же прямой такую точку О, чтобы ОА.ОВ—ОС.ОГ. 


Фиг. 586. 
Е 


На АЛ построжмъ, какой нибудь треугольникь АЕЛ, а на ВС построимь треу- 
тольникъ СЕРВ подобный треугольнику АЁЛ и при томъ тажъ, чтобы СЁ| АЕ, ВЕ ЕД; 
соединимь Я сь Г в пусть ЕР встрёчаеть данную прямую въ точк® О. Я говорю, что 
точна О и есть искомая. 

Такь кааъ ОЕ: ОЛ==ОР: ОС (кн. 6, пред. 4), то ОЕ: ОЕ-—Ол : ОС (ка. Б, пред. 16). 
Точно также ОЕ: ОР=ОГЛ: ОВ. Сгвховательно ОА: ОС—ОХ : ОВ (вн. 5, пред. 11), откуда: 


Од.0В—06.00 


Съ изыбнешемъ ноложешя точекъ д, В, С, 2 измЪняется и положеше точки О, но 
при извзстномъ опредвленномь порадкВ данныхь точекъ одна только точка будеть удовле- 
тлорять требуемому условю. 

Въ самомъ дЁлЬ, пусть Р будеть кругал точка удовлетворяющая тому же условно, 
т. е. что РА.РВРО.РО. Соединимъ Р съ Е и пусть РЕ пересЪкаеть продолжеще РС 
въ точЕВ (, соединимь В съ 4. 


Такъ кавъ РА.РВ—РО.РО, то: 


РА: РО—РШ: РВ 
но (кн. 6, пред. 2): 

РА: РО—РЕ: РВ 
схздовательно (кн. б, пред. 11): 

РО: РВ—РЕ: РС 
а потому В@ ДЕ. 


Но но построеню ВЕ| ЕЛ, сядовательно ВС и ВЕ сами параллельны (кн. 1, 
иред. 80), что нехЪпо. Слфдовательно точка Р ие есть требуемал. 
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654. Виисать въ жанный кругь О треугольникь ММР, коего бы стороны были па- 
раллехьны давнымьъ прамымь АВ, СО, ЕЕ? 


Ришени. Чрезъ какую нибудь точку на окружности круга проведемъ хорды, одну 
параллельно прямой АЗ, а другую параллельно СЛ), соедпная точки пересфчешя окруж- 
ности съ проведенными хордьми получимъ хоржу извЪстной длины. ‘Теперь остается про- 
вести хорду параллельно третьей прлиой ЕР и имзющую длину разную выше упошинутой 
хорхь, пусть эта корда будеть ММ, чрезъ точку М проведемъ хорду МР| АВ и соеди- 
ивиъ Р сь Х, полученный треугольникь бухеть искомый. 


Такъ кахъ въ круг» можно провести дЕЁ хорды данной величини параллельно дан- 
ному направлен, то настоящая задача имфеть два р®шеня, т. 6. можно построить два 
треугольника, которые будуть симметрично расположены относительно центра круга. 

665. Въ данный кругь О вписать треугольникъь ММР, коего бы дв стороны были 
параллельны двумъ даннымьъ прамымь АВ и СО, и зтобы третая сторона проходила чрезъ 
данную точку Л? чих 

Рищене. Чрезъ какую нибудь точку на окружности даннаго круга `проведёйъ ЕЁ 
хорды параллельно одну прямой АВ, а другую параллельно СШ), соединяя точки пересфче- 
ня, проведенныхь хорлъ съ окружностью получииъ хорду данной длины, оозаетсларёшить 
задачу: чрезъ данную точку Г, провести прамую такъ, чтобы она, пересфкаяеь съ окруж- 
ностью образовала хорду данной длины. Пусть эть хорда будеть ММ, оотаели чрезъ 
точку М провести МР] АВ и точку Р соединить съ точкою М. 


656. Въ данный кругь О вписать треугольникь ММР, коего бы дз» стороны про- 
ходили чрезь данныя точки Ан В, & третяя была бы параллельна данной прамой СО 
(фиг. 587)? 


Фиг. 681. 


Рашене. Чрезъ неизвЪстную точку № проведемь МИ| АВ и проведемь хорху 
ЕМ. Пусть Р будеть точка вь которой эта хорда, продолженная есин необходимо, встр®- 
чветь прямую АВ. Если бы эта точка была известна, то задача была бы рЬшена. Въ са- 
момъ д»лЪ, уголь ЕММ разевь углу между ираинми АВ и СО, слЁдовательно длина 
хорды ЕМ можеть быть опредфленя, а потому можеть быть опредёлено и ея иохо- 
жене, - ь 
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_ Чтобы найти положеше точки И, замтимъ, чю /ЛЕМ-=/КЕМ=/ АРВ, сл%до- 
вательно треугольники РАВ и МАРЕ подобны, откуда: 


АВ: АМ-АР: АЕ 
АМ.АР-АВ. АГ 
Если проведемъ, какую нибудь сфвущую А@Н, то будемъ ныть: 


АС.АН—=АВ.АГ 


Въ этомь уравнеши все изв®стно исключая АР. И какъ точки @,Н,Е,В находятся 
на одной окружности, то кругъ, рн чрезъ точки @Н,В пересфчеть прямую АВ въ 
искомой точкВ Ё. 

657. Виисать въ ханный кругь треугольникъ, котораго бы сторон проходихи чрезъ 
три данных точки (фиг. 588)? 

Ришене. Пусть А, В, С букуть данныя точки и О данный кругь. Подожимъ, что 
РММ есть искомый треугольник. 


Фиг. 588. 


Проведемь МЕ || АВ н опредфлимь тозку Е вакъ въ предъихущей задачь. По- 
строивши точку Е остается только вписать въ данный кругь треугольникь, котораго бы 
ке стороны проходили чрезъ точки С н Ж, а третля была бы наразлельна прамой АВ, 
т. е. задача сведена на предъихущую. 


ПРИБАВЛЕНИЯ. 


Х. 0 величинах наибольших (тах! тот) в наименьших (ати). 


1. Если геометрическая величина, какого бы то нибыло рода, изм - 
няяеь непрерывно по известному закону, переходить въ изв®стный мо- 
менть ея изм8нешя чрезъ величину большую непосредственно ей_ пред- 
шествовавшихь и послздующихъ величинъ, то говорять что она наиболь- 
щая (шахипат), хотя бы она въ другой какой нибудь моменть изифнен!я 
и имзла абсолютно большую величину. Если величина переходить чрезь 
величину меньшую непосредственно ей предъидущихь и послёдующихъ, 
то говорять что она наименьшая (пуилтот), хотя бы она въ какой нибудь 
`другой моменть ея изиВненя и имЪла величину абсолютно меньшую. 
Сл%№довательно выражешя тахипит и питипит употребляемыя въ геомет- 
ри суть относительныя, & не обсолютныя. 

2. Вь геометрическихь фигурахь высшихъ порядковъь различныя 
изыВняющяся величины, связанныя съ ниии, могут въ продолжен ихъ из- 
м8нен1я переходить чрезъ н%ёекольво наибольшить и и\еколько наимень- 
шихь величинъ, разумЗется наибольшая слЗдуеть за наименьшею в т. д., 
одна слВдуеть за друтою. Но въ элементарной геометри гдф разсматри- 
вается точка, прямая лишая и вругь, перемЗнная величина, связанная съ 
ними, р8дко, въ продолжене своего измёненя, переходить больше кзЕЪ 
чрезъ одно простое тахипит и одно простое эмпимит. НапримВръ разетоя- 
не точки, движущейся по кругу, отъ данной точки или оть данной пря- 
мой, какое бы нибыло ея положене относительно круга, будеть тахипит 
только для разстоян1я, проходящаго чрезъ центрь и ззтитит для разетоя- 
ня, воторое, будучи продолжено, пройдетъ чрезъ центръ вруга. Во веВхъ 
такихь случаяхь тахинит и пипипит суть величины нетолько отнобитель- 
ныя, но абсолютно наибольшия и наименьшя, воторыя перемЗнная вели- 
чина можеть получить въ продолжени своего измнешя. 

3. Взаимными геометрическими величинами называются таюя кото- 
рыхь произведеше равно единиц. Наприм®ръ, если площадь прямоуголь- 
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ника равна единиц, то основан!е и высота прямоугольника суть вези- 
чины взаимныя. Изъ этого легко видЪть, что если какая нибудь величина 
получаеть яныдтит или эниилит, то взаимная получить янийтия или 
4. Приведемъ н®сколько примЪровъ простыхъ, но основательныхъ, въ 
которымъ приводится большая часть вопросовъ относительно тахинит и 
ттилит. 

Примтр 1. Если дана величина двухъ сторонъ треугольника, то 
наибольшая площадь треугольника будеть тогда, когда данныя стороны 
будуть составлять прямой утолъ. 

Доказат. Какое бы нибыло наклонеше данныхъ сторонъ треуголь- 
ника, площадь его равна всегда половинв произведевня одной изъ хан- 
ныхъ сторонъ на перпендикуляръ, опущенный изъ конца другой на пер- 
вую. Но такъ какъ этотъ периендикуляръ будетъ наибольшй (равенъ вто- 
рой сторон) когда уголь между сторонами прямой, то сл довательно ит. д. 

Примюрь 9. Если на данномъ отрззвЗ прямой взята точка, то про- 
изведеше ея разстоянйй отъ концевъ отрёзковъ будеть наибольшее, когда 
точка дзлить отр®зокъ пополамъ, а сумма квадратовь этихъ разстояйй 
будеть наименьшая. 


Доказат. На данномъ отрЁзкЗ, какъ на даметр®, опишемъ похукругъ 
в изъ какой нибудь точки отр№зва возставимъь въ нему перпендикуляръ, 
то ввадратъ построенный на этомъ перпендикулярз равенъ прямоуголь- 
ниЕу построенному на отр®зкахъ. Но сторона квадрата, & сх8довательно 
и его площадь будеть наибольшая, когда взятая точка будеть средива 
ханнаго отр®зка, слд. ит. д. р 

Тавъ какъ квадрать построенный на данномъ отрёзк% равенъ сумм 
квадратовъ построенныхъ на отр®зкахъ, на которые онъ раздВленъ взятою 
точкою съ дважды взатымъ прямоугольникомъ построеннымъ на отр®зкахъ 
(кн. 2, пред. 4), то, очевидно, что сумма квадратовь построенныхь н8 
отрзкахь будеть наименьшая, когда взатая точка дЪлить данный отр®- 
зокъ пополамъ. у 


Примтурь 3. Если въ вакомъ нибудь треугольникв одну изъ сто- 
ронъ раздВлимъ пополамъ и чрезъ точку дВлеюя ироведемъ параллельныя 
остальнымъ двумъ сторонамъ треугольника, то образуелся вписанный пз- 
раллелограмъ, коего площадь будеть наибольшая. 


Доказет. Пусть данный треугольникъ будеть АВС, возьмемъ н&8 
сторонё АВ, какую нибудь точку О, чрезъ эту точку проведемъ прямыя 
параллельно сторонамъ АС и ВО, нусть точки встр8чи этихь паразлель- 
ныхь сь АС и ВОС будуть Еи Е. Такимъ образомъ образовался парал- 
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лелограмь ОРСЕ, я говорю что площадь его будеть наибольшая когда 
точка О дёлить АВ пополамъ. 
Вь самомъ дЪлЪ, мы имЗемъ: 
46 АР „ ВС _ ЕВ 
АВ ОА * АВ ОВ 
откуда перемножая, наЙдемъ: Ни -= 
: АО.ВС _ АЕ.ЕВ 


АВ’ ОбАОВ 
но 
АР: ЕО=ОЕ: ЕВ 
или 
АЕ.ЕВ=ОЕОЕ 
схздовательно: 
АСВС ОЕОЕ 
АВ’ 0АОВ 


Изъ этого уравненя видимъ, что отношене ОК.ОЕ: ОД.ОВ есть 
величина постоянная, слЗдовательно произведеше ОР.ОЕ измЪняется, съ 
перем щешемъ точки О на АВ, пропорщонально произведеню ОЛ.ОВ, 
но это посл8днее произведене будеть наибольшее, когда точка О нахо- 
дится на срединз АВ. СлВдовательно и произведеше ОЕ.ОЕ будетъь наи- 
большее, но оно пропорщонально площади параллелограма ОРЕВ, которая 
слЗдовательно будеть наибольшая. 


Точно также можно показать, что когда точка О находится на сре- 
динз АВ, то произведеше перпендикуляровъ, опущенныхь изъ О на сто- 
роны АС и ВС или вообще произведене двухъ пПрямыхъ, проведенныхъ 
параллельно двумъ даннымъ направлевямъ, до встрёчи съ АС и ВС, 
будеть наибольшее. 


Примюръ 4. Если равнодзлящую точку, какой нибудь дуги круга, 
соединимъ съ ея концами прямыми лишями, то сумма квадратовъ изъ раз- 
стоян!й равнодЪлящей точки оть концевъ дуги будетъь махипит или 
зипинит для внутренней равнодВлящей точки и эннинит или талимит 
для внзшней равнод®лящей, смотря потому будеть-ли дуга больше или 
меньше полуокружности, 


Доказит. Пусть АВ будетъ куга, С средина хорды этой дуги, Ми 
М равнод®ляция дугу точки, Перван внутренне, & вторая внфшне, Р ка- 
вая нибудь точка на дуг, РФ перпендикулярь изъ точки Р на хор- 
ду АВ (фиг. 589). 
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Какое бы нибыло ноложеше точки Ё мы всега имемъ (кн. 2, 
пред. 12, 13): 


РА’—РО*-+-СА’-204.00, РВ’—=РО’--СВ--СВ.00 


откуда, складывал, получимъ: 


РА?+-РВ-—0/А*+-ОБ'--20Р? 
Фиг. 589. 


Вторая часть этого выражешя, а схЗдовательно и первая, будеть 
тахипит или эипипит, если СР будеть тахипит или эмпипит, т.е. когда 
точка Р будеть въ точкЁ М или № въ первомъ случа, и въ № или М, 
во второмъ (кн. 8, пред. 7). 

Примръ 5. Для внутренней или внЪитней равнодфлящей точки, 
какой нибудь дуги круга, сумма и произведене разетоявй отъ концевъ 
дуги и площадь треугольника, образованнего этими разстоянями и хордою 
дуги суть пахивит. | 

Доказат. Какое бы нибыло положеше точки Р на дугВ (фиг. 588) 
мы всегда имФемь РА.РВ—=ММ.РО (Бн. 6, пред. 16), а ААРВ-= 
== АВ.РФ. Изъ этихь выражен! легко видЪть что произведене РА.РВ 
в площадь ЛАРВ будетъ талутит, вотда точка Р находится въ М. Ос- 
тается только показать, что въ этомъ случа и сумма АР+-РВ будеть 
тахтутит. Въ самомъ дл, для воякаго положеня точки Р съ той же 
стороны хорды АВ съ какой лежить и точка М, мы имфемъ (ви. 6, 
пред. 16, ел д.) по теорем Птоломен: | 


РА.МВ--РВ.МА-=РМ.АВ 
и такь какъ МА= МВ, то: 
РА--РВ__ АВ 
РМ `` МА 
ся» довательно отношене (РА-+-РВ): РМ есть величина постоянная, и по- 
этому РА-+-РВ будеть талутит вмЗетВ съ РМ, т. е. когда точка Р бу- 
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деть въ М. Точно тавже можно показать (зам щая точку М точкою М), 
что для всякаго положен1я точки Р, съ той же стороны хорды АВ съ ка- 
кой находится и точка №, сумма РА-+-РВ будеть махипит, когда точка 
Р находится въ М. 


Примтрь 6. Для точки равнодёлящей, внутренне или внЪшне, какую 
нибудь дугу круга, отр®зокъ касательной, заключенный между двумя ка- 
сательными проведенными въ концахъ дуги и площадь треугольника, коего 
основаше есть этотъ отрфзокъ, а вершина въ центр круга, будуть оба 
яипилит. 

Доказат. Пусть АВ будеть дуга, АС и ВС касательных къ вругу 
въ концахъ дуги АВ, ХУ отрёзокъ касательной въ какой нибудь точкВ Р 
на дуг АВ, О центръ даннаго круга (фиг. 590). 


Фиг. 590. 


Какое бы нибыло положене точки ФР, прямыя ОХ и ОУ дВлать 
углы АОР и ВОР пополамъ (кн. 3, пред. 17), сл®довательн0о ДХОУ= 
— ДАОВ, соотв тетвующаго, данной дугз АВ. СлЁлдовательно въ треу- 
тольникё ХОУ высота ОР и уголь ХОУ суть величины постоянныя. 
Изь сказаннаго выше видно, что если противолежащАЙй основантю 
уголь въ треугольник есть величина постоянная, то высота и 
площадь треугольника, при данномъ основан!и, будуть вмЪстВ татиния, а 
основаШе и площадь, при данной высотЪ, будуть вмёстЪ тицтит, когда 
треугольникъ будетъь равнобехренный, слЗдовательно для треугольника 
ХОТ, когда точка Р будеть равнодзлящая внутренне или внёшне 
дугу АВ. 

Примьрь 7. Для точки равнодфлящей, внутренне, какую нибудь 
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дугу круга, площадь треугольника. образованная касательными въ кругу 
въ точкахъ: равнодвлящей, и въ концахь дуги, будетъ тазмимит или 
типттит, а для равнодёлящей вифшне, эиийпит или тахипит, смотря 
потому будетъ-ли данная дуга круга меньше или больше полуокружности. 

Доказат. Тавъ какъ въ обоикъ случаяхь (фиг. 590) пятиугольная 
площадь ХАОВУ равная двойной площади Л ХОТ есть, по предъидущему, 
энпйтит для каждой изъ равнодЗлящихь точекъ дугу АВ, и четыреуголь- 
ная площадь АОВС постоянна какое бы нибыло положеше отр®зва ХУ, 


то, такь какъ: 
АХОУ=АОВС-ХАОВУ 


въ первомъ случаВ (фиг. <), и во второмъ (фиг. В): 
АХОУ=АОВО+-ХАОВУ 


то треугольникь ХСУ будеть тахинит въ первомъ случаВ и тфийтит во 
второмъ. 

Примърь 8. Для важдой изъ равнодзлящихь точекъ, вмутренней 
или внфшней какой нибудь дуги круга, произведеше перпендикуляровъ 
опущенныхь изъ этихъ точекъ на касательныя въ концахь дуги и про- 
изведене перпендивуляровъ опущенныхь изъ концевъ дуги на касательную 
въ равиодёлящей точкВ, будуть оба тицтия (фиг. 591). 

Доказат. Пусть АВ будетъ данная дуга, & Р, какая нибудь, на ней 
точка внутренняя или вишняя, РМ и РМ перпендикуляры изъ точки Р 
на касательныя АС и СВ, АХ и ВУ перпендикуляры изъ точекь Аи В 
на касательную ХУ въ точкВ Р, наконець, пусть РО будетъь перпенди- 
куляръ изъ Р на АВ. 


Фиг. 591. 


Соединииъ точку Р съ Аи В, то изъ равенства двухъ паръ треу- 
угольниковь АРМИ и РАХ, ВРМ и РВУ мы имЪемъ РИ-=АХ в РИ—ВУ!, 
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слфдовательно РМ.РИ=АХ.ВУ а также изъ двухъ паръ подобныхь треу- 
гольниковь АРМ (или РАХ) и ВРО, ВРМ (или РВУ) и АРО (ки. 3, 
пред. 32), мы имЪемъ: 
АХ: Ро=Ро: ВУ 
откуда: 
РИ: Ро=РО:РМ 
РИ.Р№=Ро*'—=ШЩХ.ВУ-==РА.РВ 


откуда и вытекаеть предложенная теорема. 

Примъръ 9. Изъ везхъ прямыхъ, проходящихь чрезь данную точку 
и образующихь съ двумя данными прямыми треугольники наименьшую 
площадь будетъ имёть тоть изъ нихь, который образованъ прямою, дзля- 
щеюся въ данной точкВ пополамъ (фиг. 592). 

Доказат. Пусть Р будеть данная точка, а АС и ВС данных пря- 
мыя. Пусть АВ будеть отрзокъ, дёляпийся въ точкВ Р пополамъ, а 
А’В или А'В’, каве нибудь друге отрЪзки. Чрезь точки Аи В прове- 
демъ АД] ВС, ВШ | АС, пусть он перес®каютъ А’В вь Х'и У' и 
А"В’ въ Х"и У". | 


слВдовательно: 


Фиг. 592. 


Такъ какъ, очевидно (кн. 1, пред. 4), что ААРХ—=АВРВ и 
АВРУ"=ДАРА", то треугольникъ АВС меньше треугольниковь А’СВ, 
или А’СВ” ит. д., слЪдовательно.... 

Задача провести прямую чрезъ данную точку такъ, чтобы она ВЪ 
этой точ, двума данными прямыми дёлилась пополамъ есть только 
частный случай дЗленя прямой въ данномъ отношени, рёшене этой по- 
сл$дней задачи вытекаеть изъ предъидущаго построеня и есть слВдую- 
щее: чрезь точку Р проведемъ, кан нибудь прямыя РА’ или РА" до 
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ветрёчи съ АС въ А’и А", продолжимъ эти прямыя въ противоположныя 
стороны до точекъь У'и У" такъ, чтобы отношения РА’:РУ' или РА":РУ" 
были оба равны данному отношеню. Чрезъ точки У или У” проведемъ 
прямыя У’В или У"В параллельно АС, воторыя пересЗкутъ другую дан- 
ную прямую ВС въ искомой точЕВ В. 

Примьрь 10. Изъ всВхъь прямыхъ, проходящихъ чрезъ одну изъ то- 
чекъ пересЁченя двухъ вруговъ, наибольший отрЁзокъ, завлюченный между 
данными кругами, будеть той прямой, которая перпендикулярна въ общей 
хордВ вруговъ, а наибольшая площадь будетъ въ томъ треугольниЕВ, ко- 
тораго основанемъ будетъ наибольший отрзокъ, а вершина въ другой 
ТОЧЕВ пересвчен!я круговъ (фиг. 593). 

Доказат. Пусть РОА и РОВ будуть два круга Ри © точки ихь 
перес8чен!я, АВ какая нибудь прямая, проходящая чрезъ точку Р и пе- 
ресЗкающая круги въ точкахь А и В, соединимъ точки Аи В съ дру- 
гою точкою пересёченя ©. 


Фиг. 593. 


< 


Какое бы нибыло положеше прямой АВ треугольники АФВ будуть 
подобны, такъ какъ углы РАО и РВО будутъ постоянны (кн. 3, пред. 21), 
слЪдовательно основаше АВ, площадь АОВ и стороны ОЛА и ОВ будуть 
всё вмЪстВ жахипит, но стороны ОА и ОВ будуть тогда тахипит, когда 
онз проходятъ чрезъ центры круговъ, т. е. когда АВ перпендикулярна 
БЪ РО (вн. 3, пред. 31). 

Примьуръ 11. Изъ веЪхь прямыхъ, проходящихъ чрезь данную точку, 
наибольшая площадь прямоугольника, построеннаго на отр®зкахъ, продол- 
женныхъ въ противоположныя стороны отъ данной точки до встрёчи съ 
двумя данными прямыми, будетъ той прямой, которая съ данными пря- 
мыми составляеть равные углы (фиг. 594). 

Доказат. Пусть Р будетъ данная точка АС и ВО данныя прямыя, 
АВ прамая, составляющая съ АС и ВС равные углы, А'В и А"В’ дру- 
пя, кавя нибудь прямыя, проходяния чрезъ точку Р. Если чрезъ точки А 
и Впроведемъ кругъь АДВ, который бы въ этихъ точкахь касался прямыхъ 
АС и СВ, то, если.Х'и У’ или Х’и У" будуть точки пересфченя 
прямыхь АВ и А’В’ съ кругомъ, мы будемь имфть (кн. 3, пред. 35) 
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АРРВ=РХ.РУ'—=РХ'’.РУ'«РА'.РВ’, РА'.РВ', такъ какъ точки А’, В, 
А", В” лежать вн круга, слЗдовательно и т. д. 
Фиг. 594. 


Примърь 12. Такое же предложене вакъ и предъидущее, только да\ 
данныя прямыя замфщаются двумя данными кругами, & данная точка за- 
мЪщается одною изъ точекъ пересчен1я круговъ (фиг. 595). 

| Доказат. Пусть РАФ и РВО будуть данные круги, Ри © точки 
ихъ пересЗченя, АВ прямая, проходящая чрезъ точку Р и составляющая 
съ кругами равные утлы, т. е. съ васательными АС и ВС въ вонцахь А 
и В прямой АВ, наконець пусть АВ или А”В’ будуть друйя, кавя 
нибудь, прямыя проходяш1я чрезъ точку Р. Если предетавимьъ, что чрезъ 
точки А и В проведенъ кругь АДВ касающся АС и БС и перес$кающ!й 
прямыя А'В’и А’В’ въ точкахь Х’У', Х’У", то мы будемъь имжть 
АРЗВР-=РХ!РУ’-=РХ”РУ"«РА’.РВ’ или РА’.РВ", такъ какъ два дан- 
ные круга находятся внутри построеннаго круга, сл®довательно и т. д. 

Фиг. 595. 


Примюръ 13. Наибольшая площадь прямоугольника, виисаннаго въ 
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какой нибудь сегментъ круга, будеть въ томъ прямоугольник, въ кото- 
ромъ сторона параллельная основан, дзлить пополамъ стороны треуголь- 
ника, образованнаго касательными въ окружности, въ точкахъ пересёчения 
стороны съ окружностью, и основанемъ сегмента (фиг. 596). 

Доказат. Пусть АЕЕВ будетъь сегменть, ЕЁ хорда параллельная ос- 
нованю АБВ, которая дёлить касательныя ХЯ и УЙ, образуюция съ осно- 
вашемъь ХУ треугольникь ХУЙ, пополамъ въ точкахь Е и Е. 


Фиг. 596. 

р 7. 2. 
УИС / И 

Г \ и | р 4 
к |Ум! т ны 
| } : 
| Е ; 
М о М Х НАС ВЕ У 


Тавъ какъ прямоугольникь ЕЕКИ виисанъ въ треугольникъ ХУ 
имЗетъ наибольшую площадь (см. пр. 3), то онъ имфетъ наибольшую пло- 
щадь и относительно сегмента АЕЁВ, который находиться внутри треу- 
гольника, 

Остается рёшить задачу: провести ЕР такъ, чтобы касательныя #Х 
и 2У вь точкахъь Еи Е длились пополамъ. Эта задача есть частный 
случай боле общей провести ЕЁ такъ, чтобы касательныя ЯХ и У 
въ точкахь Е и ЕР дфлились въ данномъ отношени. Эта послёдняя за- 
дача рЬшветея схВдующимъ образомъ: чрезъ центрь О проведемъ ОС пер- 
пендикулярно, а ММ параллельно АВ, ОС очевидно пройдеть чрезь Я. 
Полагая, что точки Х и У найдены, проведемъь ХМ и УМ параллельныя 
ОС, которыя пересВкуть ралусы ОЕ и ОЕ, полагая ихъ известными, въ 
точкахь Ри ©. Изъ двухь паръ подобныхь треугольниковь РЕХ и ОЕЙ, 
ОРУ и ОЕС будемъ имЗть: 


РЕ _©Е 
тб ТО — данн. отнош. 


Но ЕО—РО, слдовательно РЕОЕ, а также РО-О0, откуда 
РЕ.РО—ФЕ.00. Но радусъ круга есть величина изв®стная, слФдова- 
тельно и величины, РЕ, ОГ, РО, 90, РЕ.РО, 9Е.0О будуть также из- 
ВЪСТиы. 
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Изъ двухь паръ подобныхъ треугольниковь РЕХ и РМО, ФЕУ и 
ОЮ№, мы имЗемъ: 


РМРХ=РЕРО, 9МоУ=0Е.00 


слФдовательно прямоугольники МР.РХ, и ОМ.ФУ равны и извЪстны, но 
ИХ—МУ извЪстны потому что оба равны ОС, слЁдовательно (кн. 2, 
пред. 6) РМ-=0М, РХ=®0У и /РОМ—/ООМ, и квавъ всВ эти вели- 
чины извфетны, то известны и точки # и ИР. 

Примърь 14. Прямыя, соединяюпия перемЗнную точку на данной 
прамой съ двумя данными точками, лежащими по одну сторону прямой, 
будуть имЗть наибольшую разность, когда ихъ направленя совпадають и 
наименьшую сумму, когда данная прямая дЗлить вньший уголь между 
ними пополамъ (фиг. 597). 

Если данныя точки лежатъ съ противоположныхь сторонъ данной 
прямой, то вышеуномянутыя прямыя имЪютъ наименьшую сумму, когда 
ихъ направлен1я совпадають и наибольшую разность, когда данная прямая 
дВлить внутренний уголъ между ними пополамъ. 

Доказат. ГЛ, будетъ данная прямая (фиг. а и фиг. В), а А и В дан- 
ння двЪ точки, АЕ и ВЕ перпендикуляры изъ нихь на ГЁ, Аи В’ 
дв» точки на этихъ перпендикулярахь такъ взяты, что АЕ=ЕА, 
ВЕ=ЕВ', слЪдовательно разстояня, какой нибудь точки Р на 2Ё оть А 
и А’, отъ Ви В' будуть равны (вн. 1, пред. 4). 


Фиг. 597. 


Если Г будеть точка на ГГ, въ которой АВ или А’В’ пересвкаютгь 
ГЛ, т. е. точки для которой направлензя РА и РВ совиадаютъ, и если 
С есть точка на ГГ, въ которой прямыя АВ или А’В переекають Г.Г, 
т. е. точеи для которой уголь АРВ дзлится пополамъ прямою С. (внзшне 
фиг. о или внутренне фиг. В), то легко видфть, что въ (фиг. а): 


РА-РВ>РА-РВ и СА+ОВ«РАРВ. (1) 


и въ (фиг. В): 
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первое неравенство видно изъ треугольника АРВ или А’РВ’, в второе 
изъ треугольника АРВ’ или А’РВ (кн. 1, пред. 20). 

Примтрь 15. Изъ вс№хъ треугольниковъ построенныхь на одномъ ос- 
новаши и имзющихь равныя площади наименьиий периметръ будеть у 
равнобедреннаго треугольника (фиг. 598). 

Доказат. Пусть АВС будетъ равнобедренный ` треугольникъ, АОС 
какой нибудь другой равной площади еь АВС и построенный на одномъ 
съ нимъ основани АС. 

Фиг. 598. 


р: [ 


4 С 


Соединимъь В съ ©, то ВО|| АС (кн. 1, пред. 39). Изъ предъиду- 
щаго предложен1я слёдуетъ, что 49000>АВ-+ВО. 

Примтрь 16. Если данъ разностороннй многоугольникъ, то можно 
найти другой многоугольник съ тёмъ же числомъ сторонъ, ииВюний рав- 
ную данному площадь, но коего периметръ . будеть меньше периметра 
даниаго (фиг. 599). 

Доказит. Пусть СО и ГЕ будутъ дв смежныя не равныя стороны 
многоугольника. 

Фиг. 599. 
К 


Соединимъ С съ Е, чрезь Г проведемъ КО || СЕ. Раздёлимь СЕ 
Въ точ» Г, пополамъ, изь точки Г, возставимъ къ СЁ перпендивуляръ 
до встрёчи съ КО въ точЕЁ К. Треугольникъ СОЕ можно заметить 
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треугольникомь СЖЕ, такъ какъ ихъ площади равны (кн. 1, пред. 37), но 
по предъидущему предложен нериметръ треугольника ОКЕ меньше пе- 
риметра треугольника СОЕ, слФдовательно и т. д. 


Примьръ 17. Дана прямая СЕ и дв точки А и В съ одной ея сто- 
роны, найти на прямой СЕ такую точку Г, чтобы уголь АШВ быль 
наибольиий (фиг. 600)? 

Рищене. Опишемъ вругъ, который бы проходиль чрезъ точки Аи 
В ивкасался прямой СЕ. Пусть точка касашя построениаго круга будеть Ш). 


Фиг. 600. 
А 


Е р с 


Я говорю что уголь АГВ будеть наибольший. Въ самомъ  дЪлф, 
возьмемъ какую нибудь точку Ё на прямой СЁ и соединимъ ее съ Аи 
В, пусть ЕВ пересвкаеть окружность въ точк® №, соединимъ Е сь А, то 
мы имфемь ДАЕВ< Д АЕВ—={ АЛВ, сл#довательно и т. д. 

Примрь 18. Даны двЁ точки Аи В вн даннаго круга: найти 
такую точку Ш на круг, чтобы уголь АДВ быль намболиий? 

Рьшене. Опишемъ кругъ, который бы проходилъ чрезь точки Аи 
В и касался даннаго круга, пусть точка касавя будеть Ш, а говорю что 
уголь АДВ будеть наибольиий, что легко показать, какъ въ предъидущей 
задач. 

Примьрь 19. Ражимъ еще слдующий вопроеъ: 

Изь всзхъ подобныхъ треугольниковъ, коихъ стороны проходятъ 
чрезъ три данныя точки, найбольш будетъ тотъ, въ которомъ перпенди- 
куляры, возставленные въ сторонамъ треугольника въ данныхь точкахъ, пе- 
ресзкаются въ одной точЕ» (фиг. 601). | 


Рьшенще. Пусть данных точки будуть Р, ©, В, в АВС треуголь- 

никъ, коего стороны проходять чрезь точки Р, ©, В. Построимъ три 

круга ФАВ, ВБР, РО©, очевидно, что это три круга перескаются въ 

- одной ТОЧЕВ О (кн. 3, пред. 21, 22). Углы ФОВ, ВОР, РОФ равны или 

суть дополнительные угламь ВАС, СВА, АВС, в углы ВОО, ООА, АОВ 

равны суимЁ или разности угловь ВАС и РОВ, СВА и ВОР АСВ и 
89 
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РКО, смотри по положею точевъ Р, Фи В. Если данъ родъ подобя треу- 
гояьнивовь АВС, т. е. если даны углы А, В, С, то около точки О углы 
ВОО, С04А, АОВ будуть величины постоанныя, сл довательно треуголь- 


Фит. 601. 


ники ВОС, СОА, АОВ будуть наиболыше, когда стороны АВ, ВС, СА 
будутъ наибольше, & эти посл8дае будутъ наиболышше тогда, когда ОЛ, 
ОВ, ОС будуть маметрами, и слФдовательно ОР, ОЕ, 09, будуть пер- 
цендикуляры въ АС, въ АВ икъ ВС. 

Въ теорфи маибольшихь и наицменушить ведичиыъ случается весьма 
часто, что перемфиная величина, въ извЪстномъ полежени относительно 
элементовъ фигуры, съ которыми она евазана, иметь наибольшую или нам- 
меньшую величины, а въ другомъ положеви относительно тВхь же эле- 
ментовъ фигуры имЪеть двВ наибольиить или дю нацменшихь величины, 
переходя всяюй разъ, при двухъ наибольшить  чрезъь  намменьшую 
0, и при двухъ намменышиль чрезъ наибольшую со. НапримВръ, разстоя- 
рае даыной прямой отъ даннаго круга, если прамвя не пересфкаегь вругъ, 
будеть имЪть наименьшую м намбольшую величину: именно, разотодяя 
концевъ даметра перпедикулармаго къ данной прямой. Разстояе это 
будеть им ть два наиболыиить значеша, когда прямая пересзкаеть кругъ; 
оть одного маибольшаго значеня къ другому перем нная величина (т. е. 
разстояще) переходить всяк! разъ чрезь нацменьшую 0, въ точкахь ие- 
ресзчетя прямой съ окружностью. 

Наибольшая изь мрибольшихь и наименьшая изъ наименьшить пе- 
ремЗнной величины, отевидно даютъ, во всЪхъ случаяхь, предзлы возмюак- 
мости и мевозможносты задачъ, въ которыя входять тави перемЪнымя 
звеличини. 

Очезидяе невозможно лоетроить величину, какого бы рода она ни- 
была, больше наибольний ‘изь намбольшихь и меньше наименьный изъ нам- 
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меньшихь величинъ, которыя эта церемЗиная величина можоть. нодучить, въ 
зависимости съ другими. 

Наибольциню изъ наибольшить и наименыиую изъ намцемьшиле мы бу- 
демъ называть иродьльмыми. величинами. 

Часто случается, что пред®льныя величины перемфнной въ изввер- 
номъ положен равны, въ этомъ случаЪ и вс средая величимы равны, а 
слЪдовательно перем низя величина будетъ эюстоянна. Въ важдомъ тавомъ 
случа, задача для построевя возможна тольБо для этей постоянной вели- 
чины, для всякой же другой построеше невозможно. Въ едучаВ возмо 
мости задача имЗегь безчисленное множество рашеюй или, казъ говоратъ, 
задача неопрдедзьленная. 

Вь общемъ случа, вогка предфльныя величины наибольииыть и нам- 
менъшикть не равны, & требуется построить величину промежуточную, то 
задача для построеня допусваетъ всегда не мене дуль опредВленныхъ 
рёшенй, раздзленныхь между собою извФстнымъ промежуткомъ. Этоть 
промежутокъ дзлается все меньше и меньше по м8р® того, какъ данная 
величина для построеня приближается къ пред®льнымъ, т. е. къ пред- 
ламъ возможности или невозможности построевшя. Когда наконець вели- 
чина, данная для построен1я, совпадеть съ одною изъ предВльныхь, то 
два рашетя совпадутъ, т. е. получится одно ршеше, за тёмъ когда дан- 
ная величина, для построевшя, выйдетъ за предВльныя величины, то задача 
двлается невозможною. Пояснимъ это примромъ: вс% задачи, которыя р8- 
шаются съ помощью вруга имфютъ не мене двухъ различныхь рёшевнв, 
которыя для предВльныхь величинъ совпадають и переходятъ оть возмож- 
ныхь къ невозможнымъ и обратно, пусть напримфръ требуется: 

Найти на окружности даннаго круга точку, которая бы находилась 
въ данномъ разетояюи оть данной точки? 

Если данная точка бухеть центръ даннаго круга, то, очевидно, 38- 
дача возможна только въ томъ случа, когда данное разстояне будетъ 
равно ращусу даннаго круга, для какого нибудь другаго разстояня, оче- 
видно, задача невозможна. 

Для точки данной вн центра задачи имЗетъ два и только два опре- 
д»ленныя рёшен!я: оба различныя, совпадаюция или оба невозможных, смотря 
потому будетъ-ли данное разстояне лежать между предЪльными величи- 
нами, равно одной изъ предёльныхь или лежитъь вн ихь. 

ЗамЪтимъ наконець, что если задача допускветъь одно только р®8ше- 
ве, то она всегда возможна, если же задача допускаеть два р®шешя, то 
оба эти рёшеня д®лаются невозможными вмВстВ и притомъ всегда при 
переход% отъ возможности къ невозможности хВлаются равными. Зам тимъ 
еше, что ить задачи въ геометри, которая бы, при извЪетныхь уехо- 
вахъ, не сдВлалась неопредфленною. 
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Разберемъ еще одну, весьма простую, задачу: 

На данной прямой найти точку въ данномъ разстоян!и отъ даННОЙ точки? 
. ИШзь данвой точки, какъ изъ центра, радусомь равнымъ дан- 
ному разстоянию опишемъ кругъ, этоть кругь пересёчеть прямую въ 
двухъ точкахъ. Построениыя, такимъ образомъ, точки и будуть искомых. 
Самое большее разстолню точекъ на прямой есть со, а самое меньшюе есть 
длина перпенхикуляра, онущеннаго изъ данной точки на данную прямую, 
сл довательно предвльныя величины ххи разстояюя суть со и длина выше 
упомянутаго перпендикуляра. Если данное разстояне лежитъ между этими 
двуия предвлами, то задача нибеть всегда два различныя решения, если 
данная длиня равна упомянутому перпендикуляру, то оба рАшеня соепта- 
дають, т. е. дВлаются равными, если данная длина меньше перпевдику- 
ляра, то оба рЕшешя дЪлаются мевозможными. 


—,«_—_—«—> 


1. Отрацательных количества въ гоомотрии. 


Отличительный характеръ новой зеометрёи передъ древнею состоить, 
въ ясности и отчетливости языка и доказательствь, Общая предложен съ 
одной стороны и обиля доказательства съ другой, заключають, въ новой 
геометр!и, вс различныя случаи разнообразныхь свойствъ, которыя проис- 
ходнть отъ изм нен!я въ числ, положени и величинВ элементовъ вхо- 
дащихь въ фигуру. Эти разнообразныя измнеюя въ одной и той же фи- 
гурВ, въ древней вометруи, разематривались какъ различныя предложешая, 
требующя, каждое, отдВльное доказательство. Ве таыя предложеня и до- 
казательства, въ новой геометри, не загромождены случайными частностями, 
излишними подробностями, и въ слёдствые ихъ общности скорзе пони- 
маются и легко помнятся. Это важное преимущество новой геометрии пе- 
редъ древнею обязанно употребленемъ алгебраическихь знаковъ -+ и —, 
означающихь Въ какомъ направлен должно отечитывать разсматриваемыя 
величины. Воть общее для этого правило: 

Если, какзя нибудь, чеометрическая величины — момуть оточитываться 
в пропивоположныль направленять то величинамь, оточитываемммь въ 
одномь направлении дають знакь --, а отечитываемимь въ противонолож- 
номь направлении дають знакь — 

Вь какомъ нанравлени отечитываются величины сопровождаемыя 
знакомъ --, и въ какомъ знакомъ —, это предоставляется выбору изсл®- 
дователя. 

Отр®зки откладываемыя на одной прямой лини, дуги-на од- 
номь круг, углы—около одной вершины, треугольники или па- 
раллелограмы, построенные на одномъ основанйи, перпендикуляры возетав- 
ленные къ одной н той же прямой или прямыя одинаково ваклоненныя 
къ ней, вс3 эти геометрическ!я величины, разныхь родовъ, предетавляють 
нримЁры, въ которыхъ, тавя величины, могуть быть откладываемы въ 
противоположныхь направленянкъ, а слЁдовательно, по нринятому условю, 
должны однз изъ нихъ сопровождаться знакомъ -+, в друпя знакомъ —. 
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Мы уже выше замЪтили, что выборъ какому изъ двухгъ противоно-` 
жожнихъь направленй дать знакъ --, в слВдовательно другому знакъ —, 
остается совершенно произвольнымъ, ио разъ выборъ сдЪланъ, это правиле 
должно строго соблюдаться до конца изслвдовашя. 

Если въ изслёдоваюи сравниваются геометричесыя величини не од- 
„ного направлешя или непротивоположныя, какъ наприм®ръ отр®зки, откла- 
дываемыя на различныхь прямыхь, треугольники или параллелограмы, но- 
строенные на различныхь основашяхъ, перпендикуляры возставленные къ 
различнымъ прямымъ или прямыя не одинаково наклоненныя къ прямой, 
то для каждаго ном тоиеь влучиють выбирающие произвольно направле- 
1я, которымъ дають знакъ +-, & противоположнымъ дають знакъ —, 
КАК ТОЛЬЕЬ ТаВОЙ выбырв слёламъ, то его надобно строго соблюдать въ 
продолжении всего изсхдоваюл: 

Геометрическх величины, сопровождлейныя знакомъ 5, какъ и въ 
ажтебрь; мазываютех положительными, а сотровождаемыя знакомъ —, на- 
зываютел отризиииельныма. 

Этоть приндить отличаеть новую геометрию отъ древней. Онъ даетъ 
евоеобъ вих®ть въ геометрическихь величинахь не только абсолютное чис- 
довов значеню, но и направлене, дВлаетъ языкъ, предложеня и доказа- 
техлства независимыми. ость случайного расположен!я элементовъ изелВдуемой 
фигуры. 

Сегльено этому началу, виражен]я: сумма и разность въ геометрии, 
иолучакгь тан же эвачентя какъ и въ алгебра. 

Слово’ сужма въ ариометиеВ употребляется, какъ результатъь сложе- 
и1я изсколькигь величинъ безъ всякаго вниман!я на знаки и есть всегда 
поличеетво положитежное. Въ алгебрВ и въ геометрия слово сумма есть 
ревужмнуюь езбжея нфенолькихь величин обращая вниманю и на знаки, 
таке. чо хлтебраичеенен или геометрическая сумма есть ариеметическая 
сумма всВхъ положительныхь величинъ безь ариометической суммы всфхъ 
Феркнительныхь величину. 

Изъ. эмо вихию, чо алгебраическая или геометрическая‘ суима бухетъ 
величина положчипельная, отрицательная или нуль, смотря потому будетгь 
ли’ сумия` подожмуюленыха воличинъ больше, меньше иле равна сумы 
отрицотельнихь  вохичинъ. 

Тоже отнбемичи: и‘ къ слову разность. Юь арменетик ошз сомачаетк 
еее одного воличветна оть другого, обращая внимане только ва #бео- 
анее ви числоное значоню; а юЬ алобрь и гоощетуин, разнесть полу- 
чаетси, обращая инимаше и на знаш®} поетому часто въ аагебра или. яъ 
теошетри разаюсть можеть быть ариометичеекой суммой и обрати. 

Подобныя замфчаня отабсяюя и къ оловам% прочзоедене и чаетное 


ее 


или отлошене. Фъ новой веомотри онЪ умотребляютса збрелкия злишаи!о и на 
змаки множителей или дВлимаго Ги дВлителя, и нодобяо ‘жамь ъ вагебуив, 
произведене хвухъ геометрицесяикь вазичияъ съ одинаковыми знаками даетъ 
произведее положительное, а съ разными знаками отрииительное, тоже 
относиться и къ честному прукъ грометричрехижь веженунь. М зообжепро- 
изведене изсколькихь геометрическихь величинъ будегь положительное или 
отрицательное, смотря потому будегъ-ли че отрицательных величин чет- 
ное или нечетное. Такъ напримВръ, площадь прямоугольника или отноше- 
3 диикь вехичинь будегь полежитоньное шли ютрищитеньмое, смотря 
вотому будутъ-ли лиши имФть одинаковые знаки или разные внаши.. 

Легко видфть, что озналаюгь въ мювой геометр!и слова: средне-арме- 
метическое и среднечеометрическое число или величина. 

Остается показать уелоше относительно знаномь ть геощетри м при- 
ложеши его, для пояснен!я, къ ифкоторюжь нредложейниъ. 

ИзвЪстно, что отръзокь на прямой читается хвумя буквами постав- 
ленными на конечныхь его точкахь А и В, говорать отрёзокъ АВ. При 
этомъ условились принимать, что отрёзокъ АВ, откладывается или отечи- 
тыхзаетея на ирямой оть точки И до точки В, ‚обозначене же ВА будеть 
обозначать откладыван!е того же ‘отруЁёзка только ‘въ протлвоноложножъ 
направлении оть В къ А. Слдовательно, относительно принятаго знака 
для отр%зка АВ, мы будешь всегда им$ть АВ=—ВА или что тоже 
АВ-+ВА—О0, как1я бы нибыли точки А и Ви какое бы ниб 1ло разстоя- 
ще между ними. 

Зо чт мы сказали относительно отр&эковз прямей относится точно 
теже и къ отрёзкажь дугь на круг, иъ угламъ и т. Х. 


Примюъ 1. Если А и В суть двЪ, кая нибудь точки ив Об 
лини, и Р какая нибудь третяя точка на той же прямой, между точками 
А и В или внЗ ихъ, то мы всегда Фудемъь имЪты 


ЯР+-РВ-+ВА-0 


если будемъ принимать во внимане Услове знаковЪ. 


Въ самомъ дл: 
1-е. Если точка Р лежить между А и В, то очевидно ми низом: 


иР+-РВ—В 
но по условю АВ=— ВЯ, ваядоватетьно: 


и? иРЭ--ВА=0 
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2-е. Если точка Р лежить вн точекь А и В со стороны В, то по 
прехъидущему мн имЗемъ: 


АВ--ВР-+-РА-—о 
но РА=— АР, ВР——РВ, АВ=—ВА, сл» доватедьно: 


АР+РВ--ВА—0 
—пЕ’ 
3-е. Если точка Р лежить внё Аи В со стороны А, то также легко 
иоказать, что: 


АР+-РВ--ВАЫ—О 


Если иа одной прямой лежить ифеколько точекъ А, В, С, О, Е, то 
легко видЪть, что мы будемъ всегда им ть: 


АВ-+-ВО+-Ор--рЕ+ЕА—О 


Примтръ 2. Если отрёзокъ АВ раздЪленъ точкою Р на два отр№зка, 
внутренне или вн шне, то легко видЪть, что: 


АР*+ ВР*=АВ'+2АРВЬР 


какое бы нибыло положене точки Р относительно точекъ Аи В. 


Примърь 3. Если изъ какой нибудь точки Р, внЁ отрёзка АВ, опу- 
щенъ на него перпендикуляръ РО, то какое бы нибыхло положене точки 
Р, относительно отр%зка АВ, мы всегда имземъ; 


АР’—ВР’=АВ’+2АВ.ВО . 
` Примьрь 4. Даны величина и знавъ отношеня :п отр®зковь АР 


и ВР, на которые данная прямая АВ раздлена точкою Р, опредФлить 
величину и ЗНАЕЪ отрёзковъ? 


Ришене. Тавъ вакъ по положеню: 
АР: ВРЕт:в 
АР: АР--ВР=т:т—п 


ВР: ВР-АР-—п:вп—м 
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м какъ мы выЗемъ всегда: 


АР-ВР=АВ, ВР-АР=ВА 


АР= -"_. АВ=—"- 
т— 


Это и суть обидя формулы, по которымъ 
мыкъ отр8зковъ. 


. ВА 


. ВА 


вычисллехсх ллища исво- 


ХП. Удвоен!е куба и трисекщя угла. 


ЗВь предислови я упомянуль о задачахъ, которыми много занима- 
лись древне геометры и которыя были причиной многихъ важныхь от- 
Ерытй въ геометрии. Задачи эти были: удвоече куба или демйская задача 
и трисектя ума. 

Удвоене куба. 

Эратосеенъ, геометръ живп!й не задолго посл» Евклида, разсказы- 
ваетъ слВдующее: Критск царь Миносъ желалъ воздвигнуть надгробный 
памятникь своему сыну Главку въ вид куба, когда архитекторъ сказалъ, 
что сторона такого куба будеть 100 футовъ, то Миносъ отвЪтилъ, что 
онъ желаеть чтобы памятникъ, сохранивъ фигуру куба, быль въ двое 
больше. 

Если перевесть эту задачу на наш алгебраичесый языкъ, то, озна- 
чая вообще сторону первоначальнаго куба чрезъ а, и сторону искомаго 
чрезъ х, мы будемъ имфть 2‘=2а*, откуда х=ауэ. 

Хотя безъ сомнЪн1я, какъ нЪкоторые историки зам чаютъ, извлечене 
кубическаго корня изъ чиселъ было уже давно извЪстно, но здесь требо- 
валось рашеве не ариеметическое, т. е. извлеченше кубическаго корня изъ 
двухъ, а геометрическое построеше съ помощью линейки и цыркула, т. е. 
прямой и круга. 

Первый изъ геометровъ, который преобразовалъь эту задачу быль 
Гиппократь Х1юсый, онъ показаль, что если мы будемъ имть: 

а:5=5:9, х:у—у:2а 
то оттуда слЁдуеть х'=2а°. Слфдовательно онъ демйскую задачу свелъ 
на розыскане двухъ средие-геометрическихь между двумя данными вели- 
чинами. Но преобразованная задача представляеть так1я же трудности какъ 


и данная. 
Много было придумано рёшеюй этихъ двухъ задачъ, но вс он не 


были элементарныя, было придумано нЁёсколько кривыхъ лин, котория 
служили для рёшевя этихь задачъ. Самое простое ршеве было то, въ 
которомъ употребляется кругъ и одно изъ коническихь сченй. Ве ос- 
тальныя рёшеня принадлежать высшему разряду. 
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Назване делйской задачи она получила потому, что во время моро- 
вой язвы ДельоЙсюй оравулъ сказать, что умилостивить боговъ можно 
удвоивъ алтарь Аполлона, который былъ кубической формы весь изъ зо- 
лота. 

Триоскщя угла. 

Вторая, не мене знаменитая, задача въ древности есть трисекця 
угла, т. е. данный уголъ раздВлить на три равныя части? 

Пусть треть даннаго угла будеть ф, то данный уголь будеть 3$. 
Изъ тригоиометри извЪстно, что: 

603 3$==608 (ф---2$Ф)=003 ф. 608 26—11 ф. зш 2ф 

Но: 

603 2ф=003*ф —31’ф=2008'ф—1, зп 2<=2 эф 003 ф< 
откуда, подставляя, найдемъ: 
605 3<==4 603*ф—3 603 ф 
Цолагая 603 3ф==4, 608 ф==х, мы будемъ имфть слВдующее уравненше: 
а—4'—3х 
или 
2—4 2—а 

Это уравнеше, которое очевидно древнимъ не было известно и даетъ 
рёшен1е предложенной задачи. Если бы корни этого уравнемя можно 
было построить съ помощью прямой и круга, чего добивались и древние, то 
задача была-бы рзшена элементарно, но такое построеше невозможно, корни 
уравненя 3-й степени могутъ быть построены только съ помощью коничес- 
кихъ сЗчешй и простёйшимъь рёшевемъ считаетея то, въ которое вхо- 
дить только одно коническое сфчеше и кругъ. Были придуманы и друмя 
кривыя высшихъ порядковъ для рёшевня этой задачи, изъ коихъ одна 
изв стна подъ именем квадратриксы и была придумана Диностратомъ. Эта 
кривая повела-бы къ отысканю квадратуры круга, если бы было возможно 
опред лить мФсто ньхкоторой точки на ней, но такое опредВлене ведетъ къ 
такихъ же трудностямъ, какъ и квадратура круга—это есть круговая за- 
виснмостЬ. 

Мпоне и въ настоящее время занимаются удвоешемъ куба и три- 
секщей угла, незная что Ванцель (УТапые!) доказалъ, что съ помощью пра- 
мой и круга эти задачи р5шены быть не могутъ*). 


*) 1. Уапые. ВеснегсНез зиг 1ев шоуепв 4е гесоппайге & ип РгоЫёте` 4е С6о- 
шёые реш зе гбзоийге ауес 14 гёде её 1е сотраз. 
Тоигва! 4е Ма бшайдиев ригез её аррНчибев. Т. И. 1887. 


716 
Прибавлене къ страниц 50-й. 
Извзстно, что: 
е"—е=м ее 


81 2— - р ‚› 0082—= р] 


Если возьмемъ функци: 
е—е* Е ее 
2 2 
н означимъ первую изъ нихъ чрезъь т х, а вторую 0058 х, то тая функ- 
щи будуть аналогичны тригонометрическимь и называются зеперболи- 
ческими. 
Вь выражеваяхъ: 
6—2 ее 
: ‚ 606 2— 
2 
буква № посл &1 и 00$ означаеть гиперболичесе синусъ и косинусъ. 
Легко изъ выраженя этижь функщй найти слёдующия формулы сходный 
съ тригонометрическими: 


2101 = 


8ШВ (2-Е9)=9 01 5 . 6081 у-С05 х 5 у 
с031 (2 у)=0051 х . сов у-ЕвшН хх . со у 
| 
С05} 25==008 2, 008 2—608 2$ 


ЭВ ах, в = 824 
и наконець: 
е"— со Ня х 
откуда: 
(с088 х--зтВ 2)"—0605} ту т 


Легко видть также, что эти функщи имзють мнимый перюдъ 21%: 


ЗА (2—2) мой 2, соб (2-21) —с08 = 


СПИСОКЪ „НАЧАЛЪ ЕВКЛИДА“ ВЫШЕДШИХЪ СЪ 1482 ПО 1880 ГОДЪ. 


Ргефаназипив Тех Еешегогию ЕцсН@в, регврсасизци Ш ацеш  веошен1е 
шсфИ доато ГеПсввше. Уерейв. Еграгдиз Кафой, 1д— Ю. (Саки $, 
ЕцсНв Мерагепыв ЮМетешогою беощенчае 21%. ХУ е ргаесо 2 Лапа (гапя- 
185, сит СоштешаношЬиз Апь СЫ У!кепиае, рег Тмеопагаит 4е ВазПеа, 
Ш— №. = =. 2х 4, реза. ОА МИНИ ЗИК р о 

Клас]. Мев. Веотеёг. ейетепюгаш. 1.1.. ХУ. Сыры Са] есё Уецени, ш—№ 1. 
Еисзав Еещеша. 118%. рег Саправо Фатьегит. Уев. ш— #01. 

Еешепте. ЛЬ УЕ рыюгев, 19%. с. с. Сашраш. Ед. АшЪ. Гасъег 4е МегаротаК. 
Егвос. 

Еиспав Мерагевав, рЫЛозоры аси йззш!, шаетшайсогаш ошойша вше сощго- 
уега решсцав Орега, Уепейв. Издано исаз Рас, Ш]. 

Начала Евклида напечатаны въ ОборникЪ, содержащемъ кромё МНачалъ еще ком- 
ментарн Теова и соч. Гипсиьла. Переводъ Замбертн. Уецей в, ш аейиа Зоалою 
Тасопи, 2—1: 

Еис1. Жещеша. Уепер. ш— #01. 

Еис!. Вет. Бхогат 1У ргогез. Раги. 

Еис]. Мер. РЬЙ. Рё. шабфеш. @вс 1. УапИокв: В вЪепё ес. Ваг. Хатфего 
Уепе!. имегргее. Уепейв ш аеБиз Уозп. Тасиии. 

ев вев ПЬгов ыы де 1а реошенлеа 4е Епс|. та. рог Водг. Фащогапо, 
ЗеуШа, шШ—4. 

Елас]. Вет. ТАБ ТУ реогев. Рак. 

Ецс!. Мер. беошек. еещеге. 1.1,, ХУ. Рав, п— №1. Гл нал. © И. ЛЕ 
Еешепа веошен1а ех ай Шопе ТАеотв Ва" о. Ватбето. Уер. имегргее, 
ес. Уепей в. Тодп. Тасийи, ш— 901. | 
Еис1. Ме. беошейг. е]етшерё. Г.Г. ХУ. Рагв, ш— 11. 
Ес. Еет. Та, Ваебо_ иегр. Рыть, т. вой. 


Панов Яна г( н.п) 
ЕХКАЕАОТ ^ озыеы В "ЗАВХ. че. еж чыу а 1$ тои абтои то 


. прытоу, ЕЕтруралюу ПрохХоь 8. 5. ш- 1. 


ЕасНав Юетеша. Стаесе с. вс|о]. 'ТВеопйв её РгосН, Ступаеца. Ваз, Ш-— 1. 
Отош Еше? Рреарывайв, гер! товё Нет. ргоёезз, ш зех ргюгев Пгов Сеотефе- 
согат КМетешогиш ЕпсНав Мер. есё. Рагвия, ш-— 1. 

ЕасП@вз Мерахэпае Сеотевсогии еетешюгию ВМ. Ранвыз ш обеша Неас! 
ЭЗ'ерьаш, ш-—4. 

Ецс1. Еетшеша ес. Ваз|, ш— 1. 


у 


1539. 
1541. 
1643 
1644. 


1644, 


1644. 
1545. 


1545. 


1545. 
1546. 


4549. 
— 1550. 
1551. 


1551. 
1665. 


1651. 


1657; 
1657, 
1557. 
БВ: 


1562. 
1564. 
1564. 


1564. 


1664. 
1664* 
1665. 


1565. 
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Едс!, Орега ошта, втаесе си веъоШ в ртаес1в. ВааЙ, т. 

Елсив Еетешюгии НЫл. ХУ. Кошае, п—8. Греческй текстъ. 

ЕосП4е Мер. РЬШюз.: вю нитодчМоге йе!е Эсепые Мабетансье Ч Шрешетене 
теаввению её аПа имертиа оно рег есё. №. Тапбаев есь. её рег соштипе 
сотлюйо её пЫша @ Пато ш усбаг {тадойо. Утейа, ш— №1. 

Ого Еше Оерышаыв, гея ша@феш. ргофезв. шт вех ргюгев НЬгов беощей?- 
сотит Еететюогий ЕасН@з Мей. еб. РавИв, ш—4. 

Епс!ае Мев. РЬЙов. во1\о 1атодиноге 4е!е зсепНа шаетайсье есё. Утера. 
1—9 

Ейс1. Мед. есё. №. Тасьыеа. Уепеа, п— #1. 

ЕисИ4е Мер. РЬ!0в.: зоо шегодимоге 4еПе Заепые МэетайсНе есё. №с. Таг- 
Ыеа ес. Утера, в— №1. 

Ецс. @ететюхию ГГ. ХУ. Отаесе ед. Ачр. Сыапив. Коша, п—8. Итальянсы! 
переводъ предъихущаго. 

Ецс]. евтешютот ТР. ХУ. Уепера, ш - 1. 

Еешеногим  веотен?согит ВЫ ХУ, сиш ехровй. ТАеот8 ш рмогев ХШ а 
Ватю-Уенею Лаб. дорайа ес!. ВазЦеве, вш— #01. . 
Кос. Ета. беошег. 141. УТ, совуегы ш 184. вехто. в Уовсь. Сашегагю. Едем 
Таршае Сео. Хоась. Вен, ш—8. 

Епе. Мер. РЫ. е Маф. ехсе!. Т.1.. УХ реюогев 4е кеотенлев ривсфрв вт. её 
154. ес Аа. Зоась. Зереиье!о. Ваз. ш— №1. 

Ого! Еше ПерыраНв, гей шафеш. ргойев., ш вех риогев НЬгов есь. Ра- 
гв ш-—-4. 

Еетенютит Шех Х. Рехо Могуаигео ицегргее. Глиебае, ш—4, 

аз шефБео@, ас\ё о0@ рецоё Вась 4ев БосБфегаЪииер Маф. Еве 4 Мег. ес; 
ЧитсН Зов. Эсвеуы. АпрзЬ. ш —4. 

Еис!. Ее. Ы.. ХУ. Ск. её Гае. с. ргаеГ. Зерв. ОтасШв, Тл. ар. би. СвуеНае, 
ш— 6. 

Еас]. Мер. шв. с1аг1в. Вет. Сеот. 11.. ХТ. ВазШве вр. ЗоаЪ. Негуав, ш— №. 
Еца. Мер. есё. Засоби Рееаттав её Егаосвсив Еаазщев. Глаа., Ш - #01. 


Ес Мер. ес есё. Соптавз ‚Г; уров, А. Зе Пе 5, в. 


ЕиеГ. Мер. д а ОЕ пеш. бедш. Ли» ХУ, Вай. ар. од. Неруая., ш—%01. 
Ге Зесьв егёеп ВасЬег 4ев Еис|. уот ап{алв есё. В У\ИЬ. Ношапо. Ва- 
56}, ш-— 01. «Хаби мя) 
Гев печё Путев Чез е]етепз 4?’ЕисИде, 1ха4. раг Еогса@е]. Рав, ш-—4. 


. Ошадеста Юетенюгия Сеотен1ае рейошт: ех Тцеов8 Сошлеги. вг. её 186. Сопг. 


азуройю. Агревё. ехс. СЬг. Муйов. 

Еае!. Кеш. Г. ХУ. Зесппйи. есё. есё. А“ чел з 

Ес. Еюш. Г. ХУ. Сг. её Га. дифов саш а ошпеш Маешайсае зоепНае 
рает, шт а доашНЬе Сеотебае зтацанорет ФасШв сотарагайиг ав. 
Соющае ар. Мыегиию Спобпиш, в-—8. 

РгороНюопев гейдиогит ес#. ш—8. 

ЕосПав еетешюогию Нл ХУ. Сгаесе её фабве. Со]ошае, т—8, 

ЕисНа: деаегат. геаззеНако её ш чоаг 1та4. рег №. Тацаеа. Ушейа, 
т— 91. 

Еие!. Мер. РЪЦов. вою нитодаНоге 4еЙе Зселёе ес Сигбо 'Ггоапо. Уепера, 
ш—4. 


`3 


1566. 
1566. 
1566. 
—1566* 


1566. 
1669. 
1569. 
1569. 


1570. 


#1570. 
4 ны 
фары 
1571. 
1572* 
-1573. 
1573. 
1574. 


1575. 
1576. 


1577* 


1578. 


1578. 
1680. 
1585. 


1586. 
1581. 
1588. 
1589* 


1589* 
1591. 
1592. 
1594. 


1697. 
1598. 
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Гев их ргешиегв Нчтев, Чев @етелв 9’Еисде. Раг!в, ш— в. Софа Ва. {4 Н- 
кая. Ме РЬЙОв: 0 есь. Согю "Теодапо. Уепеда, ш—4. 

Ая еотаейсае вех ПЪгогит ЕисИ@зв ес, Соптадо Пазфройю, шт 4. 
Еос\@8 Мерагепав шафешанс сдлагавз е]етретиа веощенчса. 1Ьхь ХУ. Аооге 
Утгапоасо Еавзаю СапдаПа. Раг18йв, ш— 01. 

Араузеов реошенсае есё. НегНоо её Павуройю, п—№1. 

Еиа. Мер. РЫ.: вою шегодиайоге есё. Соч. ВахПено. Уепеа, т—4. 

Е лс 88 ореге,. гад. рег №с. Тагеа. Уеле в, п—4. 

Тез вх ргелиега Путев дев Юетешз ФЕпеН4е утадийа еб соттепз раг Р. 
Когсаде!. Рагв, ш—4. 

Тье Еешеша ой Е о {Ше шозё аппсевё РЫШоворьех ЕпеН4е ой Ме- 
Вага. Т.оп4. ш— №1. АА 2 6> ) 
ЕисНаз @ешешог. №. 1. Негойв АЙехапагий уосабйа беотеытса есё. Рег 
Сопг. Дазуро ит. Агреп. 


Кос]. Вет. НЪег рейпиз, есё. Ог. её Га. М. С. Разурот. Агреп т—8. 


Елс!. отпииа г. ргор. ес. вт. её 1. М авуробх Ах&. ш— 8. 
БисП 8 еететюгию НЫЕ ХУ- Ре ©. Зоо 1оафе. Разаиг1, п— 1. 


Жетенюгаю НЫ ХУ, птаесе её 1айве. Ратайз. Эерьапиз Став, ш—16. 
Еис!. Щетеле. ТД. ХУ. От. её Га. 1., т— 8. 

Еис]. Еещтете. 11.. ХУ есё. вис. СЬрь. С1аую. Котае. 2 0]. ш--3. 

Первое издаве знаменитаго перевода С1ауше’а 

Де вЫ еещепы 4’ЕпсН4е НЫ ХУ, гад. да Сашшад@ то да Опипо, ЕгвоНоо, 
ш— №. 

Кис!. Кеш. Е 584021408 ев 1еприз Езрапов рог е! 5-к Вой. Хашогапо. Бе- 
УШа, ш— 8. 

ЕисНдз @ететшогиш веотей?согат БЫ вех сопуег Ш 18@лит зегшопет в 
ЗоасЪ. Сатегагю. Маог о Зешшеы ОСегзЬ. Шреае, т—12. Съ :реческимъ тек- 
етомъ. 

Епс!. Мер. ша. с1агвы. Юещеша Ш.. ХУ. О. Ег. Е\№авзме СводаЙв. Горй. 
ш— №. 

Кис]. Мер. ес. Зервапиз СтасШв. Рав, ш—8. 

Еос!. Юещ, ТАЛЬ ХУ. Союп. 

ЕлсНде Мер. РЬИоз.: в010 иитобиоге 4еПе Заевёе Маешайсье ЧШрешетене 
есё., рег №. ТакЫеа есё. Ушейа, ш—4, 

Кос]. веет. тадоНо пе!а Пприа На. раг Мю. Тагыев ес. Уеле!. ш—4. 
Епс!з Еетепогию Пт ХУ. Союшае, ш—8. 

Нач. Евк. на враб. яз. напечатаны въ Константинопох%, ш—Ю). 

ЕисНав ромегогев Ш, 1Х. Ачс®юте СьчвюрЬого С1аую ВатБегрепы & Зобение 
Тези. Вошае, ш—16. 

ЕКешешогию НЬг! ХУ, ассевай ХУТ 4е зоНаогиш, висвге С. Свую. Вотае, 8 
*01. Ш 8. 

Жетеге. НЫ? ХУ ес, вас. С. Чаую. Са. 2 хо. ш— 01. 

Епс!. Ееш. МЫ ХУ. Со]ов. ш—8. 

Еис]. Еешепюгит 1. ХШ. ма@о Мазытедани 'Тозий рг. агаЪ. поргезе!. Вотоде, 
0—1. 

ЕасНв е]етемюогит Быт ХУ. Союшае, ш— 8. 
Гезв вх ргепетз Пугез 4ев @етелз 4’ ЕмсИ4е раг Еггагд. Рагв, Ш— 6, 


.- 


т) 


1610. 


1610. 


о 

1610. 
1612. 

- 1612. 
1612. 
1648. 
1613. 


1615. 
1617. 
1617. 
1618. 
2619* 


1619. 
1620. 
1620. 
1621. 
1621. 
1623. 
1625, 
1625. 


1625. 
1626. 


1626. 
- 1627. 
1630. 


720 


Еле. Еет. ЕЕ. ХУ. бе. её. Бак Тли. ш—8. 

Епе]. Ме. есь. Зерьапив СтасШз. Ратв, а ивад, ^ 1553 ь 
Напечатать перев. Началь Евк. иа арабск. яз. во Флоренции. 4% 1564 

Еле П@в @етенюгаш НЫ? ХУ, саш Нёго ХУТ. Союшае, ш— В. 

Кис. Еешети. 11. ХУ, вис. С. Саую, Кошве, 2—0]. ш—8. ^ 

11 агиЬшеё. ганор. Еаспаз УП, УЛПЕ, 1Х её Х @ещешог. Ив сотшргев. 4е- 
шопя. Агивеши, 


КасИ@ в робеногев ПБ! ТХ. Апсоге СъхюрЬого С1вмю. Егапсооги. 
ЕясНав еещетюгим ИНЬ ХУ, ассевз. Прег ХУТ Че воН4огит гершахитш есё. 
е а Сьи. Самоз. Егапсоиге. . 


. ъ ы # ` ша л 
Начала Евклида переведены нь Китайсый языкъ МаЦео Вка. 9 А ле № Ка : 


Ецс1 Еет. Аш. ВЪойй, ш—8. 
Тасой Рееати сепош. ш Ецес 9 е]етеша реошемеа ЧетодабаНовит 1 
вех. Ари4 И т < греческ. текстомъ. 


Зе ь 1 ‚6 


Пе егзеп весы ВасВег ес. М. бе ий. ОпоНфась, ш— №1. 

Епс. Еетеги. 1.1. ХУ. Сг. её Га, Соошае, ш—8. 

Кис]. ЕЮетет. еадет сит соштер Еюог. Рава У8ёа1!. Рагв, ш— №]. 

ЕЖеш. НЫ. ХУ. Сьиве СЛвую. Егале. ш—8. 2 ч0]. 

Тез @етешз Ф’ЕисНае раг. Ровпо{-де-ВагАе Пас. Рага, ш—4. 

Т рый вей УдЬг, гадов ш Нобиа НаНапа да Рег. Апюшо С4а101. Воюбпа, 
т— ©. 

Ге зесЬз егйев ВасН-х есь Реегвоп Юоц ес. Аш. ш—4. 
ЕвсН@в @етешюогат НЫ ХУ, сиш НЬго ХУ!. Соошае, ш—8. 
Еис1. Кеш. Сеотех. Пг! вех. Е4. Зоап. Гоп. обо. 

Ге весЬз огмеп ВасВех ес, ПЪегв. ЗеБ. Сиг@о. Ащьё. т— В. 
Еосв@в еететюогит 1х: ХУ. Опа сито зсВоШв апбдив а Гедегсо Соттап- 
@ло ОхЫпме Ш 1аНрит сопуегз. Рааить т— №1. 

Ге 1 Еещепн 4’ЕасНае Т1Ьм ХУ соп 5Н ЭсЪоШ зобсь. Кей. Сошетаала што. 
Реваго, ш— 10]. | 

Еле. Ееш. 4.. УТ риюгез вт. её 184. ес., ех чегв. 186. Соштапёшй есё. Гоп4., 
ш— ©. 

Апгиш ргобафаг 151е её шрешио Маешайсв. Г рений ве НЫ Че 5й еещера 
4 КосИе гой аПа Ргайса да Р. Аше. Сыма. Воорпа, ш— 0, 

Тойе пошегат 1 хефиз ошафиз её отша регеиие. Т пе УЪ Зебто, ОНахо 
её Мопо дев П Еешепи. Во]орпа, ш— #1. 

Еис]. ЕЮеш. ХУ, 1. р. Негщопе. Рагв, ь 

Тев долге Пугев 4ев еее 4’ЕдеНае есё. Тк. раг Неогоп. Рав, Ш 

Ад. ОЮотита си ЫЛЬШахгет с1ашауЕ её ехаиуй ше, Песиоо Нфто дей Ше- 
шепЫ ес+. рег №с. Тебмани, п—#1. р р 
Ес]. Ома есь РазаЙв, п— 4. 20. ССНолеу она И о фл ь 
Еис1. Ееш, ргайс. Мигофегв. 

Пе вез еегёе Ъоескев Еис. уеш 4е Бершвееп еп4е Фопйатоетеп Цег деощене. 
Гог Зап Реюегваоов По. Уапшеця. Ашиег. т—8. 


Епс1. Мет. Нбх1 ХУТ. Уо1. 1-П. Рав, ш— 24. 


Ес]. Иешет. Ш. ХУ, дис. С. Само, 2 уо1. Етапе. ш— 8. 
Тев вх ртепиегв Пугез дез @ететз 4’ЕлсЬде. Рагв, Ш 8. 


а. 
т 


’ 
.. 


1632* 


1682* 


1634. 
1684. 
1636* 


1637. 
1638. 
1644. 


1644 


1644. 
1645. 
1646. 
1647. 
1649. 
1651. 
1658. 
1654. 
1654. 
- 1654. 


1655. 
1655. 


1657. 


1659. 
1659. 
1660. 


1660. 
1660. 


1661. 


1668. 
1669* 


1671. 


1671. 
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Гев дишхе Путев дез еекаетез веошебланев д’Еос!е Мекагио. Ттедийа во 
Стес еп Егалсмв раг Р. Ге-Магдев. Рагв, т—8. 

Гез дишае Путев 4ез @ещетз веотенлаиез ФЕпсИве. Тхадаиз ев Егаосав рег 
0. Непгов. Рав, ш-- 86. 


Пе весЪя егер ВасЪехг ес, ЦЪега. у. ВеЪ. СотНо. Аш ш— 8, 

Еешем. 14671 ХШ, Четопиг. АшЬ. Войн. У щерь. , 
ЕисП@в вех реш] еететогит веотентсогим НЫ сиш раке поесть. Рег 
СьеюрЬогиш @пепфегвегит. УПашапязай, ш—12. ^ 


Юещеп юз деотец1сов 4е Ес]. (гад. рог Сагдосы. Мадга, ш—4. 

Хез еегие БоеЖКел, есё. Уегтооюп. НашЪ. ш—4. 

Гез вх ргепиетв Нугев дев Е6щер 4’ЕасНае детопзн ва раг Мом филе МА- 
ФПобе 1хёв-Бтёче её шеШрЫе. Раг Рг. Негщопе. Рагв, ш—8. 

Сигвив шабфешаь, Тошив рейцив сопбщела Вас. Еетелюгим Ш, ХУ. Ралайа, 
ш—8. Латинск. и франпузск. текстъ, 


'Опуегвае Феотенчае есё, Е. М. Мегвеши. Рагв, ш-—4. 

Епа. Еещегу. 11,, ХШ, ес. С]. Юерагаив. Ап. т-—Ю, 

Еешер @’ЕосИе, {гай. раг Р. 1е Магдев. Тлуоп, ш-—8. 

е вез еегье Ъоесхеп Еле Ня ес. 400г Поп. ОзтесЫ, ш--8. 

Гев дшлае Путев 4ев @]етеюз д’ЕаеНае есь. Раг Неппоп 5 ед. Вощев, Ш—8. 
Е риши {тадо ам. Сто. В1са Сагтеви есь Воювта, ш—8. 

Невг. Нойтаппв, ргой. па. есё., бещбвсьег Еис4ев есё. ева, Ш—4. 

Епс]. Ее. 1.'. ХУ, вас. С. СЛачю, 2 то]. Егапе. ш— 6. 

Епе. Еет. рег Р. Сеогя Копгшег. Тодй. ш—12. 

Те8 дишхе Пугев Чез @ещенз 9’КасН4е, &г. раг Недпоп, Ёуоп, Ш— М. 

Ерс]. Еешепе. Г, ХУ, ес. Ор. ТЬ. Ваггом. Саша. ш—8. 

ЕасНаз ПЫ вех рйогев, сим раце Оодеси, ех ша]огЬов СатЙ Сопитеде, 
есё. Вошае, ш—12, 

Епс]. Еещепогию 1 ХШ. быа@ю Мазвкедани Тазый рг, агаЪ. форте. 
Гопдоп, 1—0]. На арабск. и латинсе. #3. 

Ес]. Ееюш. ТЛ.. ХУ, ес. В. ОашеП. Гоп. ш—8. 

Еле]. Ееш. 0. ХУ, 4епюл8. орег. Ваггом. Гоп. ш—8. 

ХосНа’в Еетеиз; Фе "бое ЯНееп ВооЁз сошрер@1юои у детоозимей, Тора. 
ш— 8. 

Де вев еегэе ФоесКеп Кис 18 ес. доог Ооп. Обтесы, ш—4. 

Кис 4е8 вез еегие ЪоеККеп, узл 4е Ъебшзеп ег УУвконмет. 1 Меегдоущ 
уегая1а 4. 1. У/Йтя2 Уехгомеп уап На ев. Ато. Ш—4. 

ЕцсНа’в Еешеша ой Сеотеху, "ИНЬ а Зирфешевё оё @чегв Ргоровюов а0@ 
СогоПамез. 1004. ш-— #1. 

Ецс!4ез ХУ ВоесКкеп, чегртооё те Ве! 16 Ъо-ск чап Сьг. Саую. Ата. Ш- 13, 
Еетшеша вбеошеы1ае р!апае. Ацфоге Аерт о Егаос1всо 4е бодшев, ВгажеЦеп8) 
Зос. Тези. Вошае, ш-—12. ` 
Т реш ве БЫ @ЕасН4е га ш уо1раге (да Р1его Раою Сагатая1). Мйаро, 
т— 12. 

Ес адвисьия её шеЪо4. вос. С. Сизапшо. Таиги. 


91 


1672. 
1672. 
1678* 
167}. 
1674. 
1675. 
- 16725. 


1676. 
1676. 
1677. 
1678. 
1678. 


1679. 


723 


Тез еетщема @’Еас4е ес. Ме 4е СЪаез. Рапа, ш— 12. 

Сеотв Мовг, Кас 4ез Радеав Бебаепае ш фчее 4ееп ес, Аша ш—4, 
Еис! 5 еемепюгаю вех риогев НГ ес Баз. Вмат. её Аза, 

Ооиию ТШЬго дей Еешевы 4’Е ос]. ес рег Утес, Ума. Ехеше, ш— 4. 
ЕешерН Рал е ВоН4: 9’Епс1. роы. Уше. Ума! Етерхе, ш—$. 

Ейас. Еетеп. Вагтом. СашЪг. 

Юетешюгам Пг: осю а4 фасЙюгеш саршт ассоштойай а Садо Ег. МИ. 
Десьщез. 1484. 24. 

15 дишхе Путев 4ев е@етепе @’ЕюсИ4е, тайоиз раг Непгов. Коцеп, ш—8, 

Е пс], ЕЛешели. Т1,, ХУ, есь Ожпаьг. ш—8. 

Тев @ететёз Ф?ЕосНЧе ес, №. раг МИЦе 4е Сумез. Рагы, ш—12. 

Еас\ а еетаетез, ес, вас, Спа. Сачю. Говани. 

ЕасН@в е1ешета веошеНнса роуо огфше ас шефойо #еге, 4етовг. ипа св. 
М. Мегомойв есё. Тюп4, 

Е дс]. Ееш. ГЛ.. ХУ, есь 1014. ш—12. 

ЕосНае говне! втего КИ аобеЫ ЮешепИ кеошеы с! габаогай е гасИбе ба 
Уцаюе Стогдало 4х ВИопю. Воша, ш— 1. 

Тез еее 2’ЕасН4е есь, г. раг МИПеё 4е Сьа!-в. Гаизаппе, ш— 123. 

Тез е@ететёз @’ЕпеП4е ес. вх. раг Ме 4е Съжев. Рав, ш—12. 

Есе]. ЕЮеш. Апя!. 178084 горе ЕгепсЪ о# С. Е. М. @е Сьмев. Тюва. 
ш—8. 

Юетелюв веотег. де ЕисНаев, 108 вев ргилегов ПЬгов 4е 108 Р1а0ов; 108 опхепо 
У Чогепо 4е 108 Бо! ов. ВгасЪвеПав, ш—4. 

Еетепи Рави е Бона: 4’Еис1. Ежепле, ш—4. 

"Тгась. 4е ргортезви та. её 4е ШизыТЬиа шабрешайсв. Еве. 1, ХУ. Тая. 
ш- №]. 

[28 ейететез 4’ЕосНае ©сё; и. раг МИЦеё 4е Сьмезв, Рагв, ш— 12. 

ЖКос! 8 Еетерюгит НЫЙ вех риогев, ор. её з@. Соевн. Боб. Ш 8. 
Тецась Вейеп4ег ЕосН4ев есё. РиКепзют. УЙепа, ш—4. 

ас]. Ома есЕ. Сг. её Гар. РагвИа, ш— 1. 

п теобеБег вргасме тогвеве!Цег ЕцЕЦ@ев есё. Ке1, ш—4. 

Теомев КВебелаег Еос\4ев есё. Рикепз т. БбЪеск. ш—4. 

Еле. ЫШею. Ш. УТ, её ХЕ её ХИ, ех уегв. 1аё. Гей. Сотшараии. Охоп. ш—8. 
Гез еещешз ФЕасН4е; в. раг МИНеё де Сьмев. Аша. ш 8. 

Алёг. Таса. В. 9. Юетегша ес:. Аша. Ш— 6. 

Ге вев еетзфев фоесКеп Юис|. тав 4е Бершаеп еп4е гопдатешеп Чег деощеге. 
Гог Уал Раегазоол Ооц. Уапшеиз. Атов. ш—8. 


ЕТКАЕДОХ ТА ;02ОМЕМА. ЕосНа в диае вирегзите офи. Ех Касепяюпе 
Рау в Отероги. Охошве, т— #01. Сь латинским и греческимъ текстомъ, 

Апёг. Тасдие! $5. У. Мететиа ес!. Сама г. ш—8. 

Пе 268 еегие, еМ4е еп умавМае ЪоеКеп ЕисИ4ез ес. Реет Увы. Аше. 
ш— 8. 

Епс Нав @етепюгим вех НЬх! рёогез, Непг1с] Соеви. Ашаиеодаи, ш— 12. 
Елс]. Юешеп. Ног. Ох/. 

Еис!. Еетферз с071. Ише есё, Ву Х. КеШ. Гоа. ш—8. 

Тез еешепз 4’ЕцсНйе ссё 4х. раг Песващев е\ Охапаш. Раз, ш--12. 


1709. 
1711. 


1714. 


1714. 
1715. 
1715. 


1718. 


1720. 
1720. 
- 1720. 
1721. 
1722. 
1723. 


1723* 
1723. 


1728. 


1728. 
1724. 
1724. 
- 1725. 


6726. 
1728. 


1729. 
1730. 


1731. 
1732. 
1732. 


1783. 


1738. 
1734. 


1734. 
1737* 


14787* 
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ев @ететёз Еле Не, 4. раг МИШек Раг, ш—12. 
Кас! в @етепе. вех ргогев НЬге, орега Съгв. Ме@ег. я. 0—42. 


Тъе Еетеп оЁ Епс@ уйЬ ваесе 1Беогешз 00+ 0 АхсЬиейев Ъу {Ве 1еахпей 
Апа. Тасцие!. Гопа. ш—8. 

Е лс]. Еет. есё. ЗсЪевег. Югездеп. 

Ое хез еегие ФоевКеп ег Бершаеет узо ЕцкИДев. Неог. Сое1з. Теудеп, ш—8. 
Еетепютит 1. УГ реюгев, Неш ХУ её ХИ, ех чега. 184. Рей. Соттавау. 
Охоп!, ш—8. 

Опшю НЬго ЧебЙ еетепй @’ЕасНае очуего зс1епта длёуегвае ее ргоротяош 
зрерма соЦа донгша. Де! ба!ео ес Е/хеозе, 

Тез еее: 4’ЕосЦае сс, 4х. раг БевсваПез её Огапат. Раз, Ш—13. 

Тев тета @’ЕдеНае, 1. раг МИНе, Райв ш—12. 

Гев @ тез @ЕасНае, 1г. раг МИШеь Раг!:, ш—4. 

КлсИдез 15 ВасЪег ТешзсЪ фагсв Сьве. Бевевеги. Тара. Ш 8. 

ЕосНа'в Еетега ес. Ву Ваггом. Гопйоп, ш—8. 

Сеотенла езресшаНуа у ргасНса 4е 108 рвов у воб4ов рог 503. Оеи у АЪеПа. 
Фагарога, т—4. 

Ессав ХУ Вась. еовсВ ес. Герда, Ш—8. 

ЕосНав Еетепёз сопё. Ве Йгаё вх, ХГ ав ХИ ЪооКв Йот. Таба Тгаоя. оё 
Соттала те Бу 9. Кей. Гоп8. ш— 8. 

Кие. е]ешепе. НЪто ргогев УТ, Неш ХТ её ХПИ; ех. чегз. 186 Еей. Соштапану. 
Охощае, ш—8. 

Ека: ХУ Вбеъег цей. ес. Отевдеп, ш-—8. 

Ес]. Вет. @еош. Ц... УГ бг. © 5. Уоась. Сашегатю. Нея. ш—4. . 

Е лос]. Щет. рт. её 188. Сашетег её НаиЪег. Вего]. 1724—1726, 2 уб]. ш—8, 
Апбг. Таса. 5. 3. Шещшена есё. Аш8. ш—8. 


ЕосПа38 Ве вх Йхве ейетенёа, ‘одебег чИЪ {1е 11 а 12 Ъюокв. Петопя!. аЙег 
а пех шефой Бу Н. НИ. Гова. в—4. 

Еюетешюв беош. атрИйсадов Че пиетаз Четовягасолев рог Ве. Еего. 4е Мед- 
тапо. АтЬегез, п—8. 

Еис!, ХУ Васвег тебас ес. Огевдеп, ш—8. 

Еетепи беот. рат] е в0оН@ & Е. розы Бгетешеше ш уофате ды Г. @. @тао ба. 
Еее, ш— 8. Е 

Еетепй беотентс! р1апо е воП@ @ ЕпсНЧе есё. рег С. @тала. Ехепхе, ш-8. 
Ше 2ев еегме ЪФоеКеп ес, Н. Соев. Геуйел, ш—8. 

ЕисНае’в Еетел Ше "вые Яйеел Боокз сотшреп@оизЬу, Петоляйгайей есь Ву 
Ваггом. Гопйоп, ш—8. 

Еце!0’в Еететёз ой веошегу Яо Фе 1аып халат ой Сошшап те, ес. 701, 
1-—-П. Гопйов, ш—8. 

Еетепе, Тльг УТ реогев, ХТ её ХПИ. Апр. Бу Кей. Гопдои, 

Оцшю ИЬго дез Еетеры @? Еоа. ес, Ешепхе, 2 чо]. 12. Это издане за- 
ключаетъ первыя шесть книгь Началь и 11 и 129. у 

Пе 2ез еегые ФоеКев. Н. Соеёз. Геубет, ш-—8. 

Еетела КосЬ4еа реошевлае равае ас воНдае. биПеноиз УТЫ юг. Уелев, ш—4. 


Еетепа веошентае рапае веп @етеготохл Еос 8 реюгев вех НЫ! орега, ас 
ваФю №0011 4е Магыпо, Меарой, ш—12. 


1753. 


1758. 


1756* 


1756. 


7 1758. 


1762* 


176% 
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Тез @етега @’Еис\Юе, ехрИдибз Фале шашеге &гёв басПе, раг 4е-СЬ@ез, поит. 
ей., гечие раг О2апаш. Рагз, т— 12. 

Еисбав Еетепюгот Ь№ф- УГ Ргюгез Р1апогаш, ас ХР её ХИ бобаогот, сита 
Ехрисаболй ия её Оешопяганон ав. Сьгв. С1ауй. Аше. Ш— 8. 

Евклидовы элементы геометри, перев. съ латин. Ив. Астарова. СПБ., ш—4. 
Еетепи  веошене: ра е вой, роз Бгеуешеше ш хошщаге 42] Ра@ге 0. 
Сийо Сбтарв. Егерле, ш—3. 

Тев в1ететив @’ЕцеНАе есё.; #г. раг ОесВаШез её Озхапаш. Рагз, ш— 12. 

Еешеюй веош. рА8ой е 80111 @ Е. есе. Уеп. ш— 8. 

Еешеге. Ес. Г.Т, ХУ, а4. ртаес! сощехфив есё. Т4рз. шШ— 8. 

Ее. Т4ьг. УГ рйогев, ХТ её ХИ. Гав. Ор. 

Тезсь Ведерйег ЕпсНев ес. Рикевщеш. УПеп. ш—4. 

Еет. ГЛ УГ ргогез, ХГ её ХИ. 18%. Орва1. 

Еетеле 10. ХУ, аё ргаесЁ сощехав. Вагтапи. Бри. 

ЕКаспаз Еешер о{ реошеку, мИБ ай юз Бу 9. Кей. Гоп4. т—8. 

Еетена КосНеа пеотента ралае ас зоП@ае сё сё. Тасдие Вотае. Т. 1—П, 
ш-—8. 

Тез Шететея це]. раг О2апат. Раг1в, Ш—12. 

Еетешюогит. 1. УГ, ргогев, Нет ХГ её ХИП, ех четв. 1вь. Еей. Сотшталайи. 
Охопй, ш— 8. 

Каса’ Еетегз ог Сеошеку ш ХУ ВооБз мИиВ Фе Ома. Егош ее Габи 
ТтараНоп оЁ Соттапёше ап4. Ог. Сгевогу. Гопй. 2 у0]. т—8. 

Еешене. Ес]. ГЛ. ХУ 84. стаесй сощехфиз ес. Гарз. ш— 8. 

Си Еетеры 4’ЕисН4е врераН Фопа шамега поота, ФасЙе есё. 40] У. Песьаев. 
Тгадовя ды Етапсезе. Веграто, т—8. 

Тез @етешз @’ЮиеНае есё.; гай. раг РесБаШев её О2апаш; 1. еп НаНев раг 
Зас. СаПвю. Веграшо, ш—12. 

Еешелы аеЦа реош. рава есё, 9. Р1. МагИпо. МароП, ш-8. { 
ЕасВа’в Еетегз о# беотегу ш ХУ Воокв. Гопй. ш—8. 

СП Еетевы @ ЕисН4е а пивПоге е ро сЫзга ташега го, агисесЫШ рег 1а 
тазрог рае 91 пиоте 41т08г. соп фах. ш Ваше. (а Р. Ег. С. АссеНа. То- 
ко, Ш— 8. Г 

Ле вех Ятыа ]апие ЕПойе ось +0ее Ъоскегпа а? Еис Из е@етлепа еПег дгап- 
ЧеНра нШейшар 1 беошен1ет &] т№зепз ипидотв @е18 ра. ЗмерзКка ЯЗргаКе 
05. &Г М. Экошег. Орва, ш—8. 

Тез Еететиз @’ЕБасНае ди В. Р. ОесваПев её @е М. Олапат. Оётопт6в раг М. 
Аидегпе. Раг1а, ЗотоЪег(. 

Елспав @етепюкитм НЬг! ру1огев вех, Цет ип@есйтиз её Чиодеснииз, ех уегвюпе 
1абла Еейегс! Сошшалани; А. Вофегю Эипвоп. @]азриае, ш—4. 

Тье ЕШешегв ой ЕосНа. Тъе Йгаё ях Ъоокз, юреШег чНЬ Фе «етот ар@ 
чт. Ву В. Випзов. @]азром. ш—4. 


`Еюещеюв 4е @ботёнле, сошепаие 1ез УТ ргепцега Нутев @’ЕосИйе, ес. Раг 


Кое, геуиз раг Киурега. Га Науе. ш—4. 

Тье Еее: 0Ё Шрс!8. Моез спЫса1 ап@ Сеошенлса]. Ву В. Энозой. С]авром, 
Ш—8. ? 

Фетепя 4е беотефле, сопепаюе 1ез ых ргешлегв Нугез ?ЕосИде. Раг 1е ргоёез- 
Коешё. Апутаен @е ГОплете её Дошдете Нуге раг 3. 9. ЕВшвзшеге. А Га- 
Науе, ш—4, 


1763. 
1765. 
1767. 


1767. 
1769. 
1769. 
1169. 
— 1771. 
1713. 
1773. 
1774. 


1774. 


° т. 


17175. 
2776. 
1177. 
1778. 
— 1780. 
1781. 


1781* 
1781. 

1781. 
1781. 
1782. 

1782. 
1784. 


1785. 
< 1188. 


1789. 


1789. 


1789. 
1191. 


1192. 


1793. 
1796. 


1797. 
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БосНФз Еететз 0ё беотегу ш ХУ ВооКв. Пг. @тевот. Гоп. т-—6. 

Еле На’ Еетепз ой Сеотетгу т ХУ ВооКз. Г004. ш—8. 

тео 4е Сёошёые оп 1ез вх ргепцега Цягез @’БасН4е, ачес 1е опдёше её 
9о02те р. 9. 4е СазЫЛоп. Вега, ш 8. 

ЕйсНаз Еететев. Ву В. Зилвов. ЕШЬ. ш—8. 

Еетшене Сеотег. рапае Пт ХУ. Ваегштапо. р. ш—8. 

Евклидовы элементы геометр!н, перев. съ франц. Ник. Куртановъ, СПБ., ш—8. 
Жетете. Еле]. 6. ХУ, ай ртаес! сотехев есё. Шрз. Ш— 8. 

ЕоКНав Еетегие. Амз (ет бес свет @Ъегзе 2 уой Гогев2. На|Це. 

Ей. Еетеге. Бертег. На|е. 

Пе 6 егыеп ВасЬег, у. кмесЬ. @Ъег. у. Гогепя, Нае. 

Т.0з вев ргппегов ИЬгов у е\ ипдесйло у Чиодесиво 4е 103 @етстов, тай. вобге 
15 уетнол. №. е Рей. Сошталё то. Маг, ш-—4. 

Ее. ег. УГ рыогег, ХГ её ХИ. Га. Орв. 

Е6тешв @е ббошбыче оп 1ев вх ргепфегв Цчтев @’ЕосНае, ауес 1е опзфте @ 
Фопяёте р. Т. СазШоп. Вега, ш-—8. 

Еешегз оЁ ЕасНа. В. Зйлвов. КАшЬоот8, Ш-—8. 

Тье Еетеп ой Кис; ш мЫюЬ Фе ргороволв есё. Ву Оосав. ЕашЬ. т—8. 
Тев @етепёз @’Е лс]. раг НиаБотв, Ш 8. 

Т.е с]етегёз &’ЕасН Че @и В. Р. ОесъаЦев её @е М. Отапат. Рама, ш--8. 

Кис. Ома уегЬ. ц., уегш. у. В. Знавол, иБегве&х уоп СЬ. Вевух. Зниу. ш- 8. 
ЕсКНбв Еешеое бери Вбевег, вов дет @тесЫвсВеп @Ъехв 46 уоп 3. Е. 
Г.огепх. НаПе. 

Те еетелз о? Епе НА. Ву В. Виовоп. СФЛаздом. Мофея сгса] ар деотеНнса1. 1—8. 
Тре Еетепв оё ЕцеПав мив 0138. Бу 5. У Шатвоп, Ох(ога. 1781—9.).2 -т01. в—4. 
Ецкиа Еетшеше. Берпег. На\е. 

ЕасН@ев Еетрете 114 п. 12 ВбеВег, х. Гогепя, НаЦе, ш—8. 

Еетепы веош. раю] е во! & Е, есь Еиеоле, т-—8. 

ЕхрозНо её аПасЧано Пг: У еетете. ЕасН@в. Беу Мег её Мопсваге, 

ГР.» вех Готиа дате ЕПойе ось вебе БоЖегоа а! ЕисНав @етоща еЦег тип- 
йена шредптр Ш реотебЛеп Ы ыЖвепв овейдотв Мепвё ра \епзКа Вргакее 
045. аЁ. М. Зтошег. Ор. ш—8. 

Еюстерб 0 реотебн“а ес. Р. Бесва]ев. Вегралю, ш— 8. 

Тье рьоворЫса! ап шаетайса! Соштешаев ой Ргостл, битпатед Раз 
Зиссезвог, оп Ше Т ВооК о ЕлеИв Еетепз ап@ Ыв Ше Ву Магшов ес. 
Топдоп. " 

Пе 6 егые В. @. беотенле. ЕЪепй. ш-—8. 

Еетенз ой Сеотету. Сошё. Фе ришофра! Ргоров. ш Фе йги ых ав@ Ве ХЕ 
ар ХП ВооЁз оЁ Еиейа. Гопй. ш—8. 

Евклидовы Стихи, перев. съ греч. Пр. Суворова и Вас. Никитина. СПБ. ш—8, 
Еис. Еетеме. Мсвевеп. Вега, ш—8. 

ЕЖетенюв Че КисПйез, сот &8 10018068 @е В. Зиизоп, тай. ет Ропарией. 
Сопафга, ш— 8. 

ЕЖеш. ль УЕ раогев, ХТ её ХИ. Ву В. Зиовоп. Ешь. 

Еегоер 0# Сеотеёгу; с00ё. Фе Йгзё УТ Воокв ой Е. инь имо Воокв оё ще 
Сеотейгу о? ЗоП@в. Ву Р. Рут. Гопй. ш— 8. 

Еешелз о Сеотегу ес!. Ву Рау Тюпдоп, ш--8. 
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Еле. Еет. НаоЯ, МагЬогв. 

Вевона ш ЦБтиш П, Еетепютиш ЕцеП@ в, ргае?. ®. РЯеегег ргорозиа & Сап- 
@Чаыз Марыеги РЬЫ]ов. ТаБтреп. 

ЕосНа8 ЕЮешеме ео Вбсвег, аиз беш СтесЫвсВеп @Ъегзеыф оп 9. Е. 
Гогеля. НаНе. Джейе Апвкафе, ш—8. 

ЕоесНаз Еешеще 8 ВасЪег, пе Чет еИНеп"ивй губ ел; див Вет бпесЫвсВел 
СЪегзеы хоп Гогепя, НаЦе, ш-—-8. 

Тие Еетел ой Кис 4, уж. е йга их Воск оё Ме Сеот. чЁВ Ше ХТ апа 
ХИ. ЕФоь. ш-—8. 

Еешете вез ЕКиасНЧев, Ата. МаНЫаз. Мавйерогя, ш—4. 

Верона ш НЬ. УГ @етею. ЕнсНав, 4 рамев, 1800—1806. 

Еетеше её. кмесЪь. пой делась. Нойтари. Уешлаг, п-—8. 

Киаь КоасНдев.... (Комментар №, ив араб. яз. Магомета, сына Магомета, па пере- 
водъ Маззшедйш”а Началь Евклида). Зещат! 1216 ш- 4. 

ХисНав еетепфог. НЬ. реюгез ХИ ех. Соштшапйтй её СтерогИ  чегяв. Паша, 
Е4., вах. её ешепд. Ваши] Ногйеу. Охолй, ш—8, 

ХосН4ев Еететез Г—У1 Вов, очегв, ог Це 1щег4е Зкоег уе@ Н. С. ГАидегтр. 
Ков. ш—8, 

ЕдЬН4в Ыетшеще. Ведег. Кл. 

Хаоса в ога ПЬег, сит ааа ателю аШздие а беотенлат ребтшепеБия; 
ефак В. Нох]еу. Охорй. ш—8. 

18 &6тепз Це вботёме 4’ЕисНае. Тгадайз Пибгоетет раг Е. Реугага. 
Рага, Ш-8. 

Еще 0 @еотегу собашая Фе Йгзё шх Воокз ой ЕосНа, ес. Ву 5. Рау- 
к. ЕашЬ. Ш 8. 

Еок5 Еетлоюёе, баз его Ыв меце ВисЬ хоп ЕРг, Наоб, УПер, ш—8. 

Кан. Еетеле есё. Вейег. Радегроги. 2 чо]. ш— 8, 

ЕиеПдет’а Росгз\Ебм Сеотетуй Х148 обииого 10 1685 Зхеёб раегавхусВ ес, ргхея 
Зов. Слесца м УИше, ш—8. 

Еле Фв еетеше, 1—6 и 11—12 ВисЪег. ОеЪегз. у. НааЙ. Маг. 

ЕоК08 Еешеге, @фегя. хоп Гогепх. 3 ай. На|Пе. 

Епа. ЕЮетее. УМейлаг. 

Ее. Еешеге. 9. Рау. Едшу. ш—8. 

Епе]. Еетеп+, ВоЬ. Зиизоп. Ешь. Ш— 8. 

Оепугев 4’Еасб4е, еп втес, еп Ла п её еп тапсав, Фаргёз ип шапозсг 43 
алое 401 31 ге шсорпи уо8а’А пов фот, раг Е. ФРеугата. Рама, Т. 
1--И—Ш. 1614—1818, ш—4. 

Ес. Еетлеме ес Вейег. РаДегЬоги. 2 чо]. ш—8. 

Ес]. Еешещег пу Обуегаила, и. аЁ С, Г. ГИВВаюй, ЭвоскЬ. ш— 8, 

Ейс]. ЕМетегиз. ВоЪ. Бьозор. ЕШЬ. Ш—8, 

ЕасПаева Рос: бу беотегу: Х138 обоюго 10 186 5286 регчвхусь ес, ргхех 
Зов, С2есъа. х УШИ. Ш— 8. 

Еше. Еетеге 8 ВасЪег, а. 1. вт. ух. Гогерх. НаЦе, ш—8. 

Ец КН: Еетшеге 16 ВасВег, @Бега, хоп. Гогепх. 4 ааГ. НаПе, ш—8, 
Эвклидовыхь Началь восемь книгь, & именно: первыя шесть, одинадцатая я двЪ- 
надцатая, содержащая въ себ основан!я геометря. Переводь съ греческаг ©. 
Пегрушевскаго. СПБ, | 


- 
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ЕЮетеше ХУ ВбсЪег, вов деш ртесь. @Ъег. ч. Гогеря. На!е, ш—8. 

Еие]. Еешеше. Машх. 

Елсбав, ТЬе @етлерёз оё р]апе веошебгу Бу Т. Кемь. 2 ей. Гопдоп. 
ГЕОМЕТР!АХ ЕХКАМАОХГ УТОГХЕА. ЕКТЕВЕМТА ПАРА ВЕМАМШМ 
ЛЕУВЮТ. ЕМ ВЕММН ТНЕ АОТУТРЛАЕ. 

Съгенотша Ша кеошей?са, сопблеоя Еце На есь НацЬег. Таипрел, 

Ешс]. Мет. беош. вг. её 184, Самегег её НаиЪег. Вего!, 3 01. 1824—1826, ш—8. 
ЕасНав Еетпеле @Ъегя. у. 9. Е. Гогепя, Ш-8. 

Начала Евклида на араб. яз. Са]соНа, ш—8. 

ЕцкНаз Еетегие Галё2еЪи ВасЪег, аз дет Спесьщещев пБегаеЫЬ топ 9, Е. 
Гогепх. На|е, 

Кис]. Еет. Шо. УТ ргюогев сит опдесштю её дподесноо. Тех е Реугаг Е гес. 
есё. Нав Бах. ш-—8. 

Кос]. Озёа п. 4. @гес\., Вегааяв. х. 9. Е. ит. ВегНи, 1—8. 

Ей. Еетена ех орНш 8 Низ ш азот бои, вт. её. а. Е. Е. Апбом. 


`Вего]. 2 ус}. 1896—29, ш -8. 


Ейс[4. Еешеше НЬ. УТ. Сахегег © НаиЪег. Вего]. 8 чо]. Ш—8. 

ЕасНа Вет. Бу Улащег. Тора. ш-8. 

П1е Сеотеблвеьет ВасЪег ег Еещеше ес. НоЙтапя Машя. ш—8. 

Пе Сеотенасвеп Вбсвег 4ег Еетшеше всё, Нойюапа. Маш. ш—8. 

Еетега ой веотеёгу сопе. Ше Ви вх Босна о? Каса, ес. Ешь ей чи 
зав Бу У. У’аШасе. ЕФаьогвь. ш— 8. 

Пе Рапиа. ип Эегеот. ес. НоЙюал, Маше. ш—8. 

Тье Ягзё мх Воофа оё Ве Еететз ой Кис На, "йЪ Моев. рый, ш -8. 
Сеотекгу чИЪоцЕ Ах1оту, ог Фе Вгзё Боок оЁ @ешера. 4 её. Гопдол. 

Пе беотевле 4ев ЕдЕНО. есе. Его. ш— 8. 

Евклидовыхь Началь три книги, & именно: седьмая, осъьмал и девятая, содержажил 
общую теоршо чисель дрезвнихь геометровъ. Пероводь съ греческаго, ©. Петру- 
шевскаго. СПБ. 

КасНФв Е еще. Гопйол. 

ЕосИ?в Е!етею. Едмагаз. Гопд. 

ЕК, Еетеге ейАлиеге. у. Опрег. 

ЕдЕНФа Еетее, ош ртесь. ОЪег. у. Гогелх. НаЦе ш—8. 

Ес!’ Еешега. Топ4. Лау. 

ЕасН’8 Еетею. Гопй. Сооеу. 

оспа’ Еетепз. Г009. Соо]еу. 

Ейс 4’: Еетегез Бу Сгезвче!. Гоп@. т—8 

Еасба’8 Юетега. 1,004. Уа\Хег. 

ЕссЬ4ев Еешема 1 Сеотеылел еПег СгиодеБя иедиту 9 @еотенлет. Орр|- 
УП. Оетеьго. ш—8. 

ЕоасНа’з Еетеш. Тюпй. Сгевже Ц. 

Кис: Еетегз 0# беошеу, сЫеву гот 4ехё оЁ Юг. Вязов, ЧИЬ ехрамогу 
по{ез есь. Бу Воъегё Рона. Гопдоп. ш— 8. 

ЕасИФв Еетет. Гоп4. Туотвоп. 

ЕлсиЯв Еетет. Т004. Келё. 

ЕосИа» Еюетегив. Гоп4. 'Ггойет. 


1861. 
1861. 
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Кос!’ Еешены. 1прташ. Гопйоп. 
ЕдсНа8 Еетет 5. Гопа. Уеу. 
Те Йгз: мх ВооКз 0{ Ве ЕЮетешз ой КисБа, чи Моез Бу Вр. Етиют, 10 


^ ед. №оп4д. ш—12. 


Еле НФ Еюетеги, 1004. Соелво. 

ЕисЬд’: Еетегз, Г.оп@. ТгоПоре. 

Еле’ Ветер. Гоп. Мааоп. 

Еас Нав. Еетепв. Тод. Вабфег{ога. 

Баса Еетег. Гоп. Гахдлег. 

ЕясНа ш ЗуПодвия иЫЬ Фаргашв алой вушфов Ш сооитв. Ву О. Вугое. Гоп@, 
1—4. 

ЕаеН@8 Еешел. Гора. Тм. 

ЕосН’в Еешегы. Гоп. Роз. 

ЕасНа’з Еетет. Гора. Ройв. 

ЕисНд’в Еешеюв. 1008. \ЫШаКег. 

ЕлсН4’в Еетелез оЁ Сеотебе, Ъу В. Роиз. БсЬоо] е@ оп. Гопйоп. 

Еле На Еетшетв. Горй. Оач1Чвор, 

ТЬе г в1х ап 11 ап 12 БооЕз ой ЕпсНа’в е\етет. ТБошвоп. ВеНаз. 
Еос!4?в Еетен. Гова. РосоеК. 

ЕосНа’в Еешепв. Гоюд, У/аЦасе. 

Киса’ Еешег. Гоп4. Нове. 

ЕосНаз Еешерв. Гопа. Соо4, 

Кис!» Еетер. 100400. Ета юп. 

ЕисЬ4’в Еетшеп. Гопдо0. Мазоп. 

Ес :4’в Юетеп а. Гопа. Уоойтазз. 

Киаспа’в Еетега. Топа. Гам. ; 

ТЬе Йгвё вх Воокз ой ЕпсН’в Еетшеа мйь Соштешагу. Ву Гаг@пег. 11 е4. 
Това. ш—8. 

У1-Х. Ббскегоа б#уегв осЪ Беагрет. ай ВираЪАсЕ. Тлй. 

ЕюсНд’в Еешеш. Борбоп. Уедямоо4. 

Елена’ Еетег. Гопбоп. быта. 

Нереводъь Нач. Евкл. на китайсв. яз. Тгал Иов 0# ЕисЬ@в Еешеоь, Воок УП 
40 Воок ХУ, Ию сЫшезе Ъу УМуце. БЪапрЪае 8—%01. ш—8. 


_ ЕасиФв Еетеюиа. Год@. Сгеег. 


Ес’, Еешепы. Гора, У/ИЦата, 

ЕосНа’ Еетегиз. Гопдор. Мауцата. 

ЕосВа’в Еешетиа. Гордо. Шарташ. | 

ХоЕН@в ас деошенвсье Вцсьег аиз 4еш @месЬлвсВеп  ифегвеые оп 3. Е. 
Тюгепя. ш-—4. Аз пеце №егаиздерефен шп ещет Апрапце уоп Ог. Е. У. Нац- 
м1. НаШе. 

ЕасНа?в еетлетёз, (Ве Йгзё 6 Боокв ао {Ве 11—12 Боск, гот Ще 1ехё ой Зиа- 
зоп ед Ней Ъу В. Вскаюоск. опа. 

ЕпсНа’з Еетеп. Гопбоп. СВазЪега. 

Елсб 9 Еешеп. Горбоп. СвашЪегв. 

ЕисНа’в Еешешь, Тоюп4оп. Билзоп. 

ЕасНа’в Еететие. Гоидоь. Отееп. 

ЕасНа’в Еетео. Бопдол. Рау. 
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Тье @етеа ой ЕосВа. Ву Тойъимет. 
ЕйссН@'з Еешет. Гопдов. Вгазае. 
ЕссНаз Е еше. Гопдол. ТвЫвег. 
ЕисНа’в Еетет. Голд. ТзЫвег. 
Тье еее ой ЕБисПа {ог (Ве изе ой всЪоощ вп соПевея. Ву 9. Тобъылит. 
Мех е@воп. Гопдов. 
ЕпсН ав ЕЖетепз. Зиивоп. 0040г. 
Еасп’в Е еше. Голдол. 
ЕасИа’» Еетепт. Гопдоп. 
Еетег ой беошегу, гот е Табо ТгаоаНол 0 Соштааше Ъу 8. Сира. 
10 ей. Гопдоп, Ш—8. 
61 еетеры ФЕдеНае соо по. Рег сига @е{ ргойевзот! Е. Веб в Е. ВгюзсЫ. 
го 1 П-Ш--фУ—У, ХЕ-ХП. Ее. 
Ейетет о? реошекгу Бу В. Роиз. Городов, ш— 8. 
Еле Еетеов. Тоодоп. 
Еасб д’ Еетепв. Гопйоп. @геет. 
Еие 08 Еешет. Борбоп. Зоппв. 
ЕасНа’в Еее. Гопйол. Зюйь. 
П ргнао Што, о шеойпяопе аЙа беотебта, рег Г. @тапа1. Вегвато, ш—16. 
Еис 4’ Еетемв. Гопфол. Зодия. 
Еисб?в Юетеп. Гопдол. Мавол. 
Елсйа'в ЕЮетеп. Гопдоп. ТзЫвег. 
ЕасНав Еетеш. Гопйоо. Сгееп. 
Касба’в Е еще. Гопдоп. Гам. 
ЕасН?8 Еелеп. Гопй. МагИп. 
Еаспа’в Еетены. Горй, Назигеу. 
Ецев’в Еетег. Горбоп. Пофбвоп. 
Еетегз ой Сбеотейгу. Воокв 1—УТ, Х1--ХИ ой Еис4. Ву $. Вань. Гопдов. 
Еетет8 0ё ЕюсИ@а. Ву 3. Вгусе. Сопдоп. 
Еетелз ой ЕисБа. Ву СоПепво. Голдоп. 
ЕисН4еал беотегу. Ву СифЪЪегёвол. Гопдов. 
Еетегёз оЁ Сеотету. Воокв Т-—УТ, Х1-ХИ о Коса. Ву Н. Зи. Гоодол. 
ЕасН4 тойегшвед. Е!етепёз 0 рапе беотеку. Ву В. У/цивь Гопдов. 
Еетеп в 0# ЕисНа. Ву Вгусе. Гопдоп. 
Ен Воск оё Еос9. Ву Вгочпе. Ве. 
Тье Еетелз о? Емс а. Гопйоп. 
"Тье Ягзё ых Воокз оё ЕКасНа. Ву Рав. Гопфов. 
Еетеоз 0 ЕасИ8. Ву 9. Вгусе. Гопдоп. 
Еетепз оё Кена. Воожв 1—УТЪ ХТ- ХИ. Ву Пт. Бипвов. Гоофоп. 
Еешетз ой Сеотехгу Базе оп Еис 4. Ву АИов. Тюрй. 
ЕКасНа впорИЯей. Ву Могей. Гопйов. 
Ееглел оЁ Сеотеёгу Базей ор ЕиесНа. Воок. 1—0. Сов Бевоо Бег1ев. 
Говфоп. 
Еюешегз ой Сеошету. Ву ЗюйЪ. ВооКк. 1-У1, ХЬ—ХПИ-0# Еце На. Гопйов. 
ЕосНа ЮЖетепё. Воокв 1--УТ, ХТ ХИП. ЕЧИей Ъу 5е@еу. Гопдов. 
Тье Еешепь оё ЕйсНа Ф\е #гёф ых Ъоойз ап@ Ве е@суеш аа че гот 
Зе 1ехё 0оё Булвоп. ЕЗИед Ъу ВаКеюсК. 
92 
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1877. — ЕасН@ юг СоПерев ап@ БсВоо5. Мех ей ют. Ву ТодБащег, Гопдоп. 
1877. — Ришпег оГ Сбеошегу. Ап едву шехобавоп 0 Ше Ргоров опа ОГ Еие На. Ву Си 
Бегзой. опйой. 
1877. — БуНафив оЁ раие Сеотоевту. Соттевропф тт ®ю ЕисШ@ ВооКкз 1—УТ. Ргерагей у 
Ше Аззосайон бог Ме Плргоустепё оЁ Сеотеб ся! ТеасЬ тя. Г.опдоп. 
1577. — ЕисША шойегизей. Еетеш оР раме Соотену. Ву Умать, Тоодоп. 
1877. Каса. ВооКв 1—!'. Ву Напавов. {опйон. 
1878. — Тье Беной! ЕисПа. ВооКв Г—ГУ. Ву 1з3Ывег. Гопдоп. 
—1878. — Касифз Еетшеню. Воокз 1—ПТ. Ву Так. 1юпа. 
7 ее {8 блетв. ЗУПафив оё рале беошейгу. Соггевроцфштя 0 ЕиеН9. Воокз 1— УТ. Гопдор. 
97 1879. — Слепзов Еетшета оё Емс Ва. 1.оийоп. Меж сноп. | 
1879. —Т\}е етап оЁ Елена (ще раз изизПу зао ш ше Омуегьыея.  Егом 
< Ию Тохе оё Пг. Зиозон. Мет е@оп. Гюпйоп. 
15 1879. НУ Шо @ Еиевае, Тогшо. Вепии. 


Ей к / У э ЗИ, ад 
к аа м - а к у =” Инь) 
2 / 


Книги обозначенных * находились въ распоряжени автора вастоящаго сочиненшя. 


УКАЗАТЕЛЬ СОЧИНЕНИЙ ПО „НЕЕВЛИДОВСКОЙ ГЕОМЕТРИ“ ВЫШЕДШИХЪ 
по 1880 ГОДЪ- 


Аройт. ©. П дшою ровийаю Ес Иапо. Ешепге. 1968. 
ВаНтег, В. Сеъег Фе Нурофевеп (ег РагаПейетеоге. 
Гепы Чег К. &. С. ха Герар. Т. ХХ, 1668. 
+ВаНаег. В. Ге @етшеле ег Мащетайк. Т. 1—П. 4 е4., 5 ей. 1874—1715. 
*ВаНтег. В. ОеБег @е НуроШезеп ег РагаНеет®еоне. 
Сг. Тоитпа! Ва. 83. 1876. 
*ВаНасНи!, С. ЗаПа Сеошенча Пишадшина @1 БобисвемзКу. 
ОС1огоме @1 Маф, уо]. У, 1867. 
Хоцу. Апл. Май. Т. УЦ. 1868. 
: Марой, Депёсошю. Т. У1. 1867. 
"Вана, 6. ЗаПа зФерга 9еПо врагю авопбатеше уега, ей шерепдеше ЧаПа уегиа о 
. ЧаНа ГазНа деШ азота ХТ И! ЕзсН@е: рег. Сюуатш Воуа. 
Соне Ма, хо. УГ, 1868. 
“ВаНаспо, 6. Заг 1а сбошёнле позушаше де ГобисЬеузКу. 
Хоцт. Ап. Ма. Т. ХХУН, 1869. 
*ВаНарИт, 6. — Мол вы спебй пеЙа деотейла поо-КисПаеа. 
С!огле @ Маешайсве. Уо]. ХИ. 1874. 
*ВаНаоии. 6. — Моя вшШ гарою апагиошео велопае е фалреламе ЧеПе соше\с, 
Согиа!. 1 № меть. Уо|. ХИ. 1874. Н 
*ВаНацить 6. Мы зй гарроно авагтошсо зелонае е (зпренаа]е Че дцайгеме. 
Слогна]. @ Маши. \Уо1. ХИ, 4874. 
*ВаНвои!, 6. Зи? А она стеоаге поп-КасН@ев. 
| Целфжоно деПа Кеще Асса фепиа аеНе Хсопхе йясЬе е Мметлисфе. № 11. 
1876. 
Вескег, 1. Авап шихен азиз Чет ОтепхцеШ ее: фег Мафешайк ип@ РЕЙоворЫе. Яанев, 
1370. | 
*ВесКкег, ). Себехг «Не пецезыи ОщетзисВипрей ш Вегой ип-стег Арясваиоовей от 
Цаише. 
УеШеюйеВ Сейв, Т. ХУП, 1312. 
*ВесКег, }. Г: Сгавадер 4ег Сеотейле. 
ей. Е. Маё. ций. РБувйх. ‘Г. ХХ. 1875, 
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Вескег, }. Пе Еетепе 4ег Сеотлен“е аи? пепег Сгао@аре. ВегИп. 1879. 
*Веет, Й. ПеБет сопб®гше АБЫШипр уоп МапиуаркеНнеп Вовегег Огаполр. 
бейась. г Ма. Т. ХХ. 1874. 
*Веех, В. ОеЪег Кт@отиваята3е8 уод Мапи {аукенеп ЬбВегег Огаполя. 
Май. Апп. Т. УП. 1875. 


*Веез, В. 7аг Тьеое вез Кгалиполявтазвев уоп Мапи а рКецеп ВаЪегег Ог4випя. 
Пенв. баг Ма. Т. ХХЕ. 1876. 
*Веез, Й. ОеЪег дав В1етапо’всве Ктапипипивтаяв ЪОВетег Мапи аирКенеп. 


Явив. Рог Мабеш. ив Рвушх. Т. ХЖУ. Ее. 1879. 

*Венгат, Е.  Взощоое @е] ргоМета @1 гроте 1 расой 0 опа вирегвее зорга ил рапо 
т шойо све ]е Нозе реоденсье уепрало гарргезепее (а Ноее геЦе. 
АпваЁ @ Ма, Т. УП. 1866. ; : 

*ВеНгам!, Е. Зарю @ Пмегргеазюне ЧеЦа беотебла поп-ЕасНЫ дев. Марой. 

С1отие 1 Мыетансье. У0. УТ. 1863. 
*ВеНгат, Е.  Теота бопйашета]е еб Браги @ Сигумага собаще. 
АпоаН @ Маф. вег. П., Т. И. МПаро. 1868, 

*ВеНгать Е. Твое Фопдашеше дез `@врасев бе сотБабате сопаше. Тгай. йе РиаНеп 
раг 9. Нбие]. 

Аппайез воет. е РЁсое Мотшайе Зарег. Т. УТ. 1869, ш—4. 

*Вейгая, Е — Еззы: (’имегрг@&аыоп 4е а дбошбете пою-КосНаепае. Тгай. 4е ГЯаЦеп раг 
3. Нова. 

Аппа]ез зс1епё. 4е РЁсе Могиае Зирепеоге. Т. У. 1869, ш—4. 
*ВеНгат!, Е.  'Теогета @ реотенла рвепйовегса. 
С1оглае 41 Мае Уч. Х. 1872. 

*ВеНгаи, Е.  БиЙа вирегйсе 01 гобазжопе се вегуе @ Нро аЦе зирегйсе рвеийовёет1сЪе. 
Сюглме 01 Маф. Ус]. Х. 1872. 

*Вен, Е. Зорга ЕН враз 0 ап питего диаютаие @1 йтепегот:. 
Аппай &1 Ма, 2 вёче. Т. ТУ. 1871. 

Вотуат, \оИбало. Темашеп Зауепицет э@озат п @етета Маезе08 ригае, @Чететага 
ас за шмогв, шейобо шфиуа, еуШепбадое Вис ргорга, шегодисевЯ. 
Сит Аррепфсе и7рНе. Ачеюго Ргобевзоге МаВезео8 сё Риушсев СБе- 
пузедие риЪ со ог4шагю. "Тошив Ргипив, 1832, Зесипйия 1888. Магоз- 
Удзёгье уни, ш—8. 

Вогуаг, оваппд- Арреп@х, зслепбат враёЁ аЪзойше зегат ехЫЪепя: а уегабе аи Ча] але 
Акошанв ХТ ЕссНае! (а рог! Вам@ ипобаш Чес@епйа) паерепденеет; 
а@уесфа, а савата Га]3ИаИз, диадгатага охсой кеотеблса. Апсвге ХоБапое 
Воуж ае Воуа, Сеошегатат ш ЕхегсИа Саевагео Веро АмзЗасо Савёгеп- 
зит СарНапео. Магоз-Убзйгнеуци. 1832. 

Вотуаь МеНоало. Кигтег Сгип@г!вв ешез УегвисНев: Г. е Атийшейк, Чите яуесктазею 
сопзилиме Верт Ше, топ етреБПае ет ип ппепаНсь-етеп Сгбззеп ре- 
тепивь аовсВай\ев ип Поз1воВ-мгепи дагольйеЦеп. П. Тл Чег Сеошенте, 
@е Верт е @ег кегайеп Тлше, Цег ЕЪепе, (ев Ушков а вешеш, Чег яш- 
КеПовеп Когтей, ип @ег Кгалтеп, Чег ургасЫедерей Агеп йег СЛесьвей 
о. 021. шее паг всвагй ха Безиштен, вопйеги аась Ъг Зет па Ваите 72а 
Ъечмезео: ип@ да афЕгаре, оБ глоеё вон Чег тет девсйтайете Сегаден, 
нет 4 битта Чег заметен Улитка ие =2 8, А зорте еп ойег эс? 
шетапй з0Ё (ег Егде офле еш Ахюж (\е ЕисН 4аз Х!) зибомеНер, 
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Феапетоцет миа; Фе дауоп ипаЪЪьояие Сеошеве аЪхавоп4еги; по еше 
эп? Фе За Апетоть аобеге во? баз Меш 50 эл Ъаиел, даз Ше Когтеш дег 
1е6леп зиЁГ ему ШК амеь ш Фег егзеп СЫ вееа. МасЬ ешет 1алейу- 
ысвеп У/егке уоп 1829, М. Уазотье!у, ира еЪеп дазеН ве дедтосКет ца- 
ртверев. Магоз-Убейгне]у. 1861, ш—8. 
*Ве1уа1!, юаа. Та Эс епсе АБоше 4е ГЕзрасе шабревдалие 4е 1а убтИб оп де 1а аоззе в 
4е РАхлбше ХГ ФЕвсИ@е (дае Гоп пе рошгта датав зЬ:г а рмюг9; 
зитуе 4е 15 дозагазаге рбошбытчие и сегфе, Чада 1е саз Це 1а Фапазее 
4е Рахжбте ХГ; ргбова6 Филе МоНсе виох 1а У! её 1е8 Тгаулих 4е М. @ 
3. Вам, раг М. Ег. ЗеЪпиае. Рагв. 1868, ш—8. 
Воцпе}, Е. Зот 1е; ВЕбмНосв кбооёкланев. Рагв. 1871. 
*Воипакой ку, У. Сопз:Аёгайонз вог дое]иез эти ат 68 Чо ве ребвенен 4ап8 }е8 сопз- 
\+. 11 тасбор8 4е 1а кбошёыЛе поп-еаеНепие. 

Мёю. 4е РАсай. 4е РаютЬ., веме УП., Т. ХУШ. 1872. 

*Самог, 6. Еш Вейгая вог Мапа идкензеге. 

Вогсватаев Зоог. Ва. 84, Пес. 1877. 
Саззат, Р. За! сопсейю дев врам а& М итевеюн. 
А 4е1? А\епео Уевею. Уо|. УТ. 1869. 
Саззат, Р. ЗиПа пеотебла Бачсевьлса. АМ: Че? Азепео Уепеш. Уо. УП. 1870. 
Саззат, Р. Сеотенза гшогова. Уедеща. 1872. 
*Саззат, Р. Ниогпо аЙе 1роей ГопдатемаН 4еПа реошеН За. 
Слогоме #1 МметанеЪе Уо1. Х1. 1878. 

*баззап!. Маоте ргороше имогпо а1 Хопдатер 4еЦа деотейла. 

С1ого. & Ммеш. Ус. ХУ. 1877. 
Сащал, Е. Зиг Реепдие & п анте юля. 
Мопу. согтевр. Маф. Т. Ш. 1877. 
*Свуюу, А. Съарегв ш Фе Алыунса Сеошегу оё (п) ОЮнвелзюпв. 
'Сашьг. Ма. Уопга. Т. 1У. 1845. 
*Сауюу, А. к Мешохг проп @папсв. 
РЬЙ. Тгаия. уо. СХШХ. 1859. 

Сауву, А. Мое оп ГобмевечвКу’в Поадтату Сеошету. 
РЫ. Мар. ХХХ. 1865. 

Сауву, А. Оп АБитасЕ Сеошейу. 
Ргосеед шк. ой Ве Воуа] Зосбебу оЁ Гоибот. Т. ПХ. 1869. 

Сауюу, А. Оп Фе гаНова] гаояогшайоп фебчеер {то врасев. 
Май. 30с. Ргос. Т. Ш. 1869—71. Гопа. 

*Сауюу, А. А Метох оп АБгасе Сеошейу. 
РЫ. Тгапв., у0]. СЦХ. 1870. 

*Сауюу, А. Оп Ве №1-ЕцеН4езо Сеошету. 
Мафетае. Апоа]еа. Ва. У, 1872. 

*Сауюу, А. Оп Фе ЗирегНоев о? а Оцадс Зитбасе ш Еме Оилепзюпна] Брасе. 
Чпагмеу Уоцгл., 0]. ХПИ, 1872. 

СИМога, М. — Оп Ше #тее шоНоп пиёег по отсев ой а га зумет шар и 4014 Ботаю. 
Ргос. Шоп. Маёь. Вос. Т. УП. 

Согё, М. — ТГесбге оп „ее Рови]мев о? Ве Боепсе оё Зрасе“. 
Масш Шао’ Мараяше, Ос. 1872. 

СИбога, М. — Оп РгобаБШиу. Едисайоты Татев, 
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СИНогв, М. — Ргейиыпагу вкось ог Вщимегиюопв. 
Ргосеефтов ой Г.. Мы. $Зос., Уо1. ГУ. 1878. 
*СИПогд, М. — АррНсаНовв оЁ Сгаззтапа?8 Ехкияче А!рефга. 
Атег. Уопго. 07 Ма ем. Уо|. ТГ. 1878. 
Сигилойе!. Е. АПрет. Тьеоме 4. реод&. Бтаеске. Вегт. 1868. 
Ма. АБЪэра!. 4. Кош. АКа4. хи Вей. 
*свеопе, Е. — ОеЪег Че Тгапзогтайоп 4ег зоторепен ГЯегепнаалзйгасКе 2-еп Стайев. 
| Вотсватаев Уоигиа]. Т. ХХ. 1870. 
®снчетойе!, Е. — ОеБег еш Ъегейептдев 'Тьеогет. 
Вогемахаез Зоптиы Т. ГХХ. 1870. 
Стройа. Гуогпо 8: дит Ровийаю @ ЕлеН4е е а! Баз АеЦа деотеыта. Уегода. 
1872. 
*Лагьоих, 6. — Зиг пые попуеПе веме бе вубетев оморопаах а1реБлашев. 
Сотрев Кепдиз ве ГАсвА. Т. 69. 1869. 
*Оагбоцх, 6. — биг 1е8 едиаНоо8 аах дёг увез рагыеЦев 4и зесоп@ охге. 
Сотор\ев Вепбиз Т. ВХХ. 1870. 
Аппа!. де РЁсое Могоае бир. Т. УП. 18790. 
ОеЪоеш, 1. — Тов рторотёпев рЬПозор дез де 1а Оботёте её воанойз 4е8 роза. 
Тлёве. 1860. р 
Еаое!, ©. ПЕ Т4ее 4ез Ваюшез ап дег Ваюте, Ве. 1868. 
*Егётапи, Веппо. Ге Ахюше ег Сеотене. Ощетзосволр 4ег Ветапи-—Нейайонх Вайт 
Веопе. Гераю 1877. 
Егбтапл, Велпо. Кемея Ъу 9.Н. УЛне. РЫов. Мопаврейе. Т. ХИ. ера. 1877. 
Егётапл, Вепло. №1726, уо1. Ш, 1877; ой. Ш, 1878. 
Егатапи, Вепло. Цесепз10п уоп А. НагласК. УецегуаВ. Р@г ув. РиПоворше. Т. П. 1 Ней. 
Гешде. 1878. 


ЗЕзсНогСН. Ле Сеотеьле воЁ деп Е№снеп сопбащег перайуег Кгитимир. 
Бигипафенсме ог Маф.-лабагя. Каз. АКай. Ва. ХЕХ. \Меп. 1876. 
Нецгу, Н. Та Сботбиле айтансШе ди розыцайшо @?ЕисИде. Рагь. 1869. 


Ауе-$1-Маге. Зиг 1е ровыЦание ФЕосНае, 
ВиЦеба 4е 1а Зое РЬПошанане. Т. УИ. 1870. 

*Е1уе-$1.-Мапе. Ешев апуНаиез вог Па Фоме 4ев рагаПеев. Рагь. 1871, ш—8. 

Егавт, №. Нара орз, 'ТаЪрден. 1878. 

*Егавт, М. 'Себег @е Егооирчир бег Согуеп @гег (Лазве оп@ мечег Огдпиля. 
Дейз. Ма. Рьув. Т. ХУШ. 1873. 

Егалк, А.3ъ Оег Когрегииа! @ез веоктесмей Суйодегз пой Кердев шп 4ег абвойиел 
Сеош 421. АТ ` 
Сгипегё АтсЫт. Ус. 60, 1876. 

Ргалаие, М. Оп Ше знорезЕ сопЫпиоцз пап оЮщезз оЁ ето 4ппепз008 а0@ 07 Бийе ехбете. 
Мавате, о! ХУ, № 389, Ари 12, 1877. зщ А ал 

ЕРалЮала, М. ЕизЕ робИз№ей ш Ргос. ой. Май. Зос. уо], УПИ. 

эргании. Сп саво рагИсо]аге Це] веогеша 4е! поуе риз 41 КепегЬа В вия репегайя- 
2алопе пеНа кеотенза поп-ЕпеП дев. 
Сюгоме 41 Маыештайсье. Ус]. ХУТ. 1878. 

Егеуе, 6. Оеъег ет реошенвсНе ОагзеПоля дет ивазшатен Себе ш 4ег ЕЪепе. 
ева. 1878. 

*Еиесваш, ). — А\щзоние Феошейе, пась 3. Воуа!. Шерив. 1872, ш— 8. 


*Еиаспаш, ). 
Еесваш, }. 


Его. 


Рипске. 
*бацза, С. Е. 


*баизз, С.Р. 


@газататл, Н. 


Огаззтапп, Н. 


* Сгазетапи, Н. 


+ бгавзталя, Н. 


*Сгаззтали, Н. 


*Сгазвтали, Н. 


Оейзег. 


беег. 


*бепоссН, А. 


бепоссМ, А. 


бепосс\щ, А. 


*С и Вег, $. 


®Сбо ег, $. 


СИ ег, $. 
*Нарвеп, 6. 


+Нащед, 6. В. 
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еще бег АБзонием Сеотей“е. Геращ. 1876. 

Егупейегиих во? Цегло Е. Реыжег Апгеще тетег „еше дег аБзоНиеп 
Сеотене“ ш бег Уепаехг ГиегаиглеНато, ши Каскясье даЁ Фе Вешех- 
Килреп ш @езег Йенсьи йе. 

Нойвани’а. Дейв. Т. УП. 1879. 

ОеБег 4. Кгиошопизуе ВАНо. е. Кигуе пи м-басв аовдебеб епт Ботов. 
Ваите. Сом. 1879. 

Сгопарел ег ВаптувзерьеВаЙ. Наппоуег. 1876. 

Мекке. Ва. ТУ. рр. 215. 1827. 

Пвфиз!юпев репегез сгса зпрегйсев сигуав. 

Вгейхесь8е] хмиьсЬеп Салвз ип Зспошасвег. 

Письма отъ 17 мая п 19 тюля 1531 1. Ва. И. рр. 268—271. 1865. 

Ге ]1пее АпздеапиреЬге. Гери. 1844, ' 

Сеотеблвсве Авайузе. Секгоме РгезсЬгИ. 1.128. 1847. 

Пе Апздейпидя еЪге. ВегНл. 1862. 

Ге пенеге А1ребга цой Фе АпваевиииреВге. 

'Мафет. Апп. В&. УП. 1874. 

Пе Нпеме Апздевоиливе$ге. Герар. 2 ев. 1878. 

'Сецех дав УегЬА5Б (ег сек И верен Сеошен1е гиг Аиздебпивееге. 
1878. 

Зорга ппа чиезНопе кеошеылсв 41 шаввйто е виа ебепв!опе а4 спо вразо @1 
п @фтепяюпе. 

Кепахопы 4е! Веме 159 имо Гокфагдо. Уой. Т, Разве. ХУТ. 1868. 

Зорга пла дизНопе реошем1са 1 тазайио е впо емелопе &4 ипо зра210 
&1 п атепяон. 

Мйаро, Газ. ГотЪ. Кепаг. Т. Г. 1868. 

Ле рипы ргтарн 4еЙИа шесашса её деЙа кеотебЧа т геалоне в] розва- 
вю ФЕисНде. Егепле, 1869. 

Асабепиа де ХТ, т Мойепа, вег!: Ш Т. И, раме Г. 

Зато Фиопа тешогма 41 А. СевоссЫ ицогро а! риперй ЧеПа веотойла. 
АШ ЦеЙа Веме Асафспиа ДеЙе Боепхе 4 Тогто. Ус]. ХИ. 1877. 

Зиг пв шётойе 4е Дау @е Ропссмех её вог 1ев дботёи1ев пов-Епей- 
Феппев. 

Метотев 4е РАсадепие Воуме 4е Токи. Т. ХХАХ. 1877. 

лее ипб КевиНало. Пе пепсго Ма. Ног. РогзсВопя. Епапреп. 1876. 
Сгалегев Атсыу №; 88. 

ЗаПа розз Ша 6 Чоовтаге Раззющта ЧеНе рагаЦее шеатие сопыега- 
2001 вбегеотешеве сопешеюю аНа реотебла авзоиа @ Во!уа!. Тгадих. 
@& Эрагавпа. 

С1огизе @& Маешайсве. Ус. ХУ. 1876. 

уе! пепеге УУегке ЦЪег @е Решейлеп 4ег Кац ирё Маиете. 
Ковтпов. Т. Г, 12 Ней. Миха. 1878. 

КесМегсВез 4е рёотбиче & п аипевяюпв. 

Вой. 506. Маш. Т. П. 1873. 

ВЯ\Тюортарьу оЁ Нурег-Брасе аоё Моп-— ЕпсНаезп Е 

Атегсап Зойгра] 07 МафешаНсв риге апб аррИед.— Ва поге. Уо1. 1, № 3, 
№ 4, 1873. У. И, № 1, 1879. ш-4. 


\ 


*Нелм\оНа, Н. 
*НештфоН»х, Н. 
*Ннетвонт, Н. 
*НентьоН?, Н. 
- УНейтноН2, Н. 


*НетноН?, Н. 


*Гельиголцъ. 


Нойтапл, 1. 
НоЙталл, }. 


*Нобе), }. 


*Нойе!, }. 


®Нобе!, }. 


*Нойе!, }. 
*Нове|, }. 


*Нобе!, 2. 
*Гулакъ. 


моеъу, С. М. 
*}ас0Ы, С. 6. 1. 


*Атбал, С. 


*ютфал, С. 


КИН, м 
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бефег Фе азс НЫсЬер Огил@азев бег Сеошев“е. 

Нефееги. Уетьап@]. Мае. Мед. Т. 1У. 18868, Т. У. 1871. 

'Оерег @е ТьззасНеп @е 4ег Сеошенче хит Стир4е Переп. 

Хасъиенеп, @оНшбег. 1868. 

Баг 108 ГАИз Чи: вегтепф бе Ъазе & 1а& Сеотече, 

Метотез де 1а Бобе. дез Быепсев 4е Вогавамх. Т. У. 1868. 

Тев аюмотев де 1а пботёеме, 1е0г огуше её 1еог в розвсаНов. 

Кетие зсепЫйдае ве 1а Егапсе её 4е РЕгалеег. № 51. Рагв. 1877. ш-4. 
'ОеБег 4ев Отвргипя ива @е Ведещюр Чег веотечвсВео Ахюше. 
РоршАге з1взепясКаЙИсЬе Уогхаве. 3-3 Ней. Вгаппя. 1876. 10-8. 

Тье Отит ап шезшов оЁ беошен1ея! Аха, 

Раг. Т Мш9., № Ш. 1876; Асайету ЕеЪ. 12, 1870, чо. 1; Мабиге, то]. ГУ; 
Мабмге, чо. У; Асадету, уо1. Ш; Раз ИП, Мш@, АргИ 1878. 


О происхождении и значени геоиетрическихь аксюмъ. Зиане № УШ. 1876. 
Сиб. п-8. 

Газ ее Азют 4ег ешеще. ев ЕлсИ@ев. На\е. 1859. 

Невонме 4ег №ен-ЕикН@вснеп ойег Рапреоше те, 

Рейз, {ат Ма. Ошегисв. Т. ТУ. 1873. 

Езза! 4’ипе Ехров!\ор гаНориеЦе 4ев ргтерев овбашетаих @е 1а @6@о- 
шёбле @6щереыте, 

ОСтбпегев АтсМу. 1863. 

Ева стае заг 1ез Ргшорев одйатегеаах де] Сеотенле. Рагв. 1867, 
тш-8. 

Мое ваг Риаровв ие 4е @6шоютег раг ое солагиейоп рапе 1е ргшефре 
бе 14 {Веоше @ез рага\еез 4 Ровийаши @ЕисЬде. 

МоцуеПез апоа]ез Че Ма ётаыаиев. Т. ТХ. 1870. 

Сиогле @1 Ма, Т. УШ. 1870. 


п ге 4е Рехренепее даля 1ев вслелсев ехас1ев. Ргарче. 1876. 
Переведено на измецкй яз. М@Цег. 

С@тапегев АгсЫу, Уо1. 59. 1876. 

ТЬбое @бтерыык: дев доданыв сошрехев. 4-е РагЫе. 1876. 

Опыть геометри о четырехь измфреняхъ. Геометрия синтетическая. 'Тифдисъ. 
1877. ш-8. 


Ргофев. СЫйога оп Ситтеё Брасе. Мазоге, чо. УП. 1813. 
Бе Ышз диизЦЬеЕ мосНошФив Вотозелев, еси. 

СтеЦе Уоото. В4. ХИ, 1834. 

Езвай вог 1а @еошене & я анпеов00в. 

Сошриез Кепйив Т. 1ХХУ. 1872. 


‚1: Веер. 4е 1 306. Ма, Т. Др, р КОИ В 
беофеАбва Нов [и вовоше Фе виг в ‘сопеБиге (ев ро баз Геврасе 


= т--Ё 1щервопв. 

Сошрёез Кепбов., Т. ХХХ, 1874. 

Заг 1а Веоге дез соитЪез дапз Реврасе & я 5ле081018. 
Сошрез Вепиз. Т. ЬХХИХ 1814. 

Оеъег кие: Ваиш®оплеп шй сопвбымег розуег Кгашшир. 
Вогсрага?в Зоигпа]. Ва. 86. 1878. 


КНИло, М. 
*КЮН, Е. 
ке, Е. 
ке, Р. 


*ЮМем, Е. 
Кем, Е. 


*Кюм, Е. 
*Кю, Е. 
*Кет, Е. 
*Ке, Е. 
Кем, Г. 
Кем, Е. 

Коъег, 3. 
*Корег, 1. 
*Кбпю, . 

„—*"Кгаиае, А. 


*Кгопеског, Ё. 


Ниро, М. +. 


Ыумане, Е. 


*1апо, 3. Р. №. 
\ала, 2. Р. М. 


Же, В. 


емив. 
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ОеЪег еныве Веденкеп ведеп @е №съеЕокиавере беотеб“е, 
Нойт. Яейа. Т. УП. 1879. 

ОеБег @е вобепаюие №Мс5-ЕлЕП@вене Сеотей“е. 

Обейцееп, Масбиеев. Апр. 1871. 

Оеьег Фе зорелашие №5 -ЕКокКПашсье Сеотенте. 

Ма ета!. Апва]. Т. ГУ. № 4, 1871. 

Зиг 1а кбошбёе 4Ие поп-еосНФепле, ВиПеНло 4ез Зоепсез МаетаНчоея 
её Азтопор нев. Т. П. 1871. 

ОеБег пецеге веотебласне Еогас\ипрел. Егалуеп. 1872. 

'Оеъег вече ш бег Гицепреошевле апЯгеел4е О№Жегеннаесвоваеп. 
Мае. Апл. Т. У. 1879. 

Оеъег ГАшелреотен йе ол@ шеб1асЬе Сеотете. 

Ма. Арл. Т. У. 1872. 

ОеБег Фе зокепаплее №е-ЕзкИ@веве Сеошенте. 

Мамеш. Апп. Т. УТ. 1878. 

МасШгар ха ет „;мейеп Апваие ОЪег № си. беотенто“. 
Май. Апиа]. Т. УП. 1874. 

Перег еше пеце Агё дег ЕКетаплясЬер Е/ееп. 

Мыь. Апоя. Т. УП. 1874. 

ЗамтЬась аБег Фе Рогмевое 4ег Ма. 

ЗаЪграля 1878. Ней. 2. ВегИл. 1876. 

ОеБег @е Борепашие №с5-ЕсЕНавсве Сбеотейче. 

Маф. Апп. Т. УП. 1874. 


'Сеьег @&е Пей опен бег кеотебасВеп ОгипаБерт Ве. 

Сейв. иг Мает. ол Мабатув. Ощег. Т. 1. 1870. 

Оп шйойу апё Фе пем веошену. 

Сейв. иг Ма. Омегисьь, 1872. 

'ОеЪег ете теме АЪЬИбиия 4ег №ен-ЕакИ све Сеотебте. 

Соовев, Масьисмеп. МАгх. 1872. 

Кап опа Нешьон» &5ег 4еп Отзргаля иоё @ Вефеашя 4ег Ваптаг- 
веъапиие ио@ 4ег реошеыавсНеп Ах1юше. ВевашенЪохр. 1878. 

ОеБет Зубеше зов ЕидеНопер шефгег УвгаЪеш. 

МопаарегсЬ& 4ег Кр]. АкКайеше га Вега. Р.1, Мат», 1869. Р.И, Ацровь, 
1869. 

Мое виг а вбошбьче рапипаршаге 4е ^ @ниеляона. 

ВоПеца де 1а 80с1 Маёшабчие 4е Егапсе. Т. ТУ. рав. 92. 

Зиг 18 кбошбые вала ровиЦаё её вог 1а бопе дез рагаПев. 

ВиПенов 4е РАсадеше Воуще без Зоепсев 4е Ведцие. Т. ХХХИ. 1871. 
Капев Врасе ап@ Мойего Маетайсв. Мша. ИП, № 5, Фап., 1871. 
Сиса] Монсе оЁ Ег4шаои”в „Ге Ахюше бег Сеотенле“., 

М4. Ш, 1878. 


Боаршагу Сеотеёгу зи@ Ве тоЁ\ оЁ Ажюшва, РгоМелв ой Ге ада Миа, 


1 вег., ч01. П. Гопйол. 1875. 
АррИсаНопв о беотебгу о# (ост аплевяот8 ю деегише потепёу оЁ шегиа 
о Боев мйЪоп имертаНоп. 
Сиацейу Зопгра| ой риге её аррНей Мыетаайсв, 1879. № 62. 
93 
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*Цагв, 1. Тез Оббию0в рботён1аиез её ев 46би 008 епризаоев. Рагв. 1872. 1-8. 
Це, 8. Яог Туеоге ешев Ваащез уоп я Онаевзюпей, 

@бтвев, МасьиеМел. Мот. 1871. 
*Це, $. 'СеЪег @зедешре ТЪеопе ешез Ваптев пу Бебе р чел Ойпепзюпей, @1е дег 


Кгатииов-ТЬеоге 4ев речб\иНсьеп Ваитев евреи. 
Сб швев, Масълемет, Ма 1871. 


*Цевлали, 0. от Апя]ушв 4ег УУикЫськей. ЭиазаБагр. 1876. 

*ибомали, Е. ОеЪег опепёНсь Юеше Вечейопяепт вёаггег Когрег Ъе! аЙвдетештег ргоесН- 
у1вевег МазефевИтиитя. ЕПапр., Вег. 1873. 
Маетаг. Апп. Т. УП. 1874. 


Цоппе. Биг ]е рознфаат &’ЕюсНае, 
Сотрёев Вепдив. Т. 70. № 1. 1870. 


ПрасьН2, В. — Мётошев 4е ГАсадете 4е ВегИп. Уап. 1869. 

ЗИресьИа, В. — Ощегвисьитреп т ВегеЙ @е рап2еп Бошорепей ЕипеНопео топ я П!Вегео- 
@жеп.. 
ВогсЪа4ез Зопгра], В4. ХХ, Ва. ХХП. 1869 и 1870. 

рес, В. — Ощегвисьиов етез РгоШешз 4ег УагаНопзгесЬлипр. 
Вогсзагаез Зопгпа1, Вв. ЕХЯМУ. 1872. 
Виебл 4ез Зеаепсев МаЪешайатев, Т. ГУ. 1878. 

*ресьНх, В. — Ежепвоп о Фе Рапеерго ет ю а врасе ой я @теряютз ап@ о# сопабалЕ 
Имерта] согузите. 
Опамейу Зоог. Ма. Т. ХП. 1871. 

ИреснИх, В. — Епбискеюов епацег Е1уерзсЪаЙет ег дпадгайвсНеп Еогтеп уоп я ОИ- 
терняел. 
Вогеватаез Зоптоа], Т. СХХЕ. 1871. 
ВиЦейл 4ез Б@епсев Ма. Т. ТУ, Т. У. Раш, 1873. 


* Лобачевсий, Н.И. О началахь геометрии. 
Казанскй Вфстникъ 1829 и 1830 гг. Казань. 


* Добачевси, Н. И. Воображаемая геонетрия. 
Ученыхя записки Импер. Казанскаго универ. ки. Т. 1835 г. 

* Добачевсий, Н. И. Новыя начала Геометрм съ полной теорей параллельныхъ. 
“Ученых записки Импер. Казанскаго универ. 1885 г.—-кн. Ш, 1886 г.—вв. П 
и вн. Ш, 1887 г.—кя. 1, 1888 г.—ки. Ги кн. П. 

*ЛобачевсиМ, Н. И. Примнеше воображаемой геоиетрён къ пкоторымъ интеграламъ. 
Ученыя записки Казанскаго универ. 1836. 

ЗТобизснемеку. @бошбёЛе поакшаше. 
СтеШз Хоигра] Ва. ХУИ. 1887. 

чофадеспемеКу. Сеошебласье Ошегвисьопуей эхог ТЬеоше 4ег РатаЛеШыет. Вегйш. 1840. 

*Аобачевсвй, Н. И. Пангеоиетрия. 
Ученыя записки Импер. Казанскаго универ. 1855 г.—ка. ]. 

эт овлюсвомеху. Рацаботё Че, ой ргёсв 4е дбошёнте Горфёе виг ппе (Веойе вбобга]е её 
нропгеизе Фев рагаЙ ев. Каха. 1855. 

эр обамеслемаКу. Еще рбошбЫЧоазв Вог 1а вое 4ез ратаПез; зай Фип ехгай де 1а 
согтезропдапее 4е Саизз ©6 де ЗеБатасьег. Тгадий @4е РаПШешайй раг 
$, Небе, Рагв. 1866. 


*робансномКу. 


чего, 1. 


‚ Мазатто. 
мег. 


Мспейз. 


*Мипго, С. 
*Мупго, С. 


*Мипго, С. 
*МеНо. 


*Мемсоть, $. 
*Момсоть, 8. 


Межсоть, 8. 


27 Змавет, №. 
*омще (87), Е. 
*Омию (4’), Е. 


*О\маю (8), Е. 


*Омчю (г), Е. 
*О\маю (9’), Е. 


*омаю (9), Е. 


*о0\аю ($), Е. 
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Рапвеотен1а о вип 4 реотебла пам зорга ива еоа верегае е 
нрогова 4еПе рагаШе]е. 

Уегзюпе 41 Егансеве, ви’ Едьлопе @ Ка2ад 461 1855. Зесод4а е@зюоле. 
Марой. 1874. 

Согое 41 МметацеНе, то. У. 

Чебег Вебтао@в Вемев дев РагаИ@елах1отв. 

Зевюе\. ХейзевгИ. Т. ХХГ. 1816. 

За! @етевы @& реошенла @ ЕисИде е 51 виа! кеотебтс: воПа феога 
веПе рагаНее & №. Т. ГобавсвечвКу ей П варрю сгШео ви релеари 
{опбатешаН 4еЦа деошеьча еетелёаге @ 9. Нойе]. Ежепяе, 1870. 

Чебег Фе Вепиыовр ешег Улехасъеп Малика кей 2ог АМейяо 
ог Воропаег ЕасКервущешще. 

ВотеБагайв Уоогп, В4. 84. Рес. 1877. 

186 @е Апоабша. вез Валиев уоп шебг а 4теЁ Прлепвюдей я4вев- 
зсВайИюеВ Ъегесьыре Етефигр. 1879. 

Мате, у01. ХУ, № 391 АргИ 26, 1877. р. 647. 

Нехихе о? Врвсев. 

Гор4. Май. ос, Уо}. ТХ. 

„тяе О,“ 

Машге. Уо1. ХУШ. № 448, Мау 80, 1878. 

Вейтар ги’ Мапи аикеняеЪге, 

Зоцгиа! {г @е геше ио@ аоретаоде Маешаык. Ва. 86. 1878. 
Еюетшегёагу {Феогетов ге]а ви 3 @\е пдеотеёгу ой а врасе оЁ Шгее @пеп- 
ворв ар@ оГ арЙогт ровШчте сигуабаге ш $5е бог Филеряюю, 
Вогепат@ ев Фоиг., Ва. 88. 1877. 

Мое оп а (аз8 оЁ ТгаовогтаН отв чЫсЬ бигбасея шау опдегво № Врасе 
0{ шоге ап &гее 4ппеоя008, 
Атезеао Зоцг. 0# Ма®., Т.Г. 1878. 
Авгопощу, р. 518. 

биг ТЬеоге 4ег акефгалвсЬепт ЕапсНопеп шеБгегег сопр]ехег Увгафею. 
Собетееп Масъиешео. 1869. 

Эаёо зиНа пеошеыла рго]ейта. 

Аппай 4: Миетайс\е. Т. УТ. 1874. 

Зорга а1спой орЪ её тушоррй & 1°е 2° Стадо ш Сеотебла Ргодеёха. 
Веп1с. 4еПа Веа!. Асса4. 4еПа 5с. Маг, 4: Маро. 1875. 

Ге вече &1е е чиайгире @ сотр!езы Шпеаг! пеЙа Сеошейла Менлсо- 
Редейха. 

А 4еЦа Веа]. Асса4. 4е! [2псей. Беше П, Т. ПТ. 1816. 

Мою вш Реегиталб & Пеегштаий, 

АН: деПа Веа]. Ассад. аеЦа Заеюте @ Тогшо. Уо!. ХТ. 1876.,- _ 

ЗиШе Кей 41 Сошрезя: Ноеаг! пеЦа Сеошебта Мебсо-Ргое Ма. 

А 4еПа Вев. Ассад. ве! Глосе!. Вейе П, Т. Ш. 1876. Воша. 

А1силе Ргоре Меблеве ве! Сошр!ез1 е деНе Сопртаел2е Нлеат! 1 @е0- 
тента Ргодеуа. 

АЯ 4еПа В. Асад. де! Гпсе]. бейе И, Т. ПТ. 1876. Вота, 

Ге ргледош оморопаН пеНа Сбеотебла Мебтсо-Ргое ма. 

А 4еЦа В. Ассаб. деНа Беепхе @& Тогто. Уо1. ХЕ. 1876. 


*ОчкЮ (6), Е. 


*бм то (0’), Е. 


*Омёе (4), Е. 
+оуыю (4’), Е. 
+очаю (6, Е. 
Рабт!. 
Реыког. 


*роюск, $. 


*Я6 у. 


*Неталл, В. 


*Тетзил, В. 


*Вютапл, В. 
*Войщей, 6. 


*Возапез, }, 


*За1е а, Е. 
*Затоп, С. 


*За!топ, 6. 
*За!топ, 6. 
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Т.е Рип? тебтеЬе {опдашеша} дерН Зраз1 41 дизше в тодПаво Опиег- 
вюш е 41 сотумоага соаще. 
Ав вез В. Ассадеша 4е! ТГлпсе!. Зейе Ш, Уо1. Г. 1877. Вота. 


Тез юпсИоп8я шёнтаиев гопдатера]ев @ал8 пд еврасе 4е рзеотв Чпаел- 
81008 её бе соафабиге солебвие. 

Мафет. Апощеп. В4. ХИ. 1877. 

Е сегсве в Бщеш! шдеегитан 0 Едаваюон Ндеву!. 

АЗ 4. В. Ассад. 4еПа Бе. @1 Того. Уо|. ХИ. 18717. 

АЧаглопе аа Моба ви! Оеюгитаой 4 Реегиутазй. 

АЦ 4. В. Ассаа. 4. 5с. & Тонто. Ус]. ХЦ. 1877. 

Г Сошреза е 1е Сопргиелзе Нпеат: пеПа Сеотейь Рго]ев ча. 

Апп. 8 Мыет., Беше П, Т. УП. 

Мое сопзегают ви] роНрош ева! роНедт @ време вирегюге. Егепяе. 
16872. Е 

Верёк подеп е Вешейкике без Юг. КДВок шой Ргобов, Еивеьваи. 
Нойв. Се. Т. УШ. 1879. 

Монсе Ывюгие виг 18 уе её ]ез (гачеаох де М. Г. ГобакречвКу. 
Виебто 1 ВНортарыя е 41 Зюма деНе вчепте тжетайесйе е Яясне 
би Ришсе В. Вопсошрари! Т. П. 1869. 

Переводь р$чи, произнесенной на торжественномъ собрани Императорскаго 


.Казансваго университета 5 ноября 1868 года, профессоромь Е. Янишевскимъ. 


О Еолдашена] СЧесвипреп бег ие -Кок ПО всВев Ти1вопотейле зоЁ @е- 
шелагею . У еде эЪрее ве. 
Отиветев АтеЫу. Т. 58. 1816. 


Уефег @е Нуробевеп месье дег Сеотеёле хи Стипе Нереп. 

На аНопазеьтИ той 10 Ушу 1854. АБЪао4. бег Коши. СевеЙвсЬ. `ха 
@ошав. Ва. ХИ. 

Виг 1ев Вуроёзев д вегуепе 4е Гопбашеюе & 1а Оботёыле. Тга4. раг 
Нобе!. 

АплаН 41 Маюшайса, Бепе И, Т. Ш. 1870. 

Тгапя\ ме имо ЕпрИвЬ Ъу РгоР. СИога. 

Маште, Ус]. УПТ. 1873. 

Еетапи’в УегКе, (ефжр. 1816. 

Ол Брасе о? Роцг Паепвюлв. 

Мате, Ус]. УШ. 1873. 


`ОеЪег @1е пепезцел Ошегвасьиорев № Ве(тей ппзег АпзеВалоля тош Кааше. 


Вгез]аи. 1871. т-8. 


Ехрозё воштайге 4е |446е б’еврасе ва рошё 4е хие ров. Раш. 1872. 
Оп фе 4ертее оЁ 1Ве вигбасе гес1ргоса] № а ев опе. 

Ь18Ъ. Асай. Тгаов. Т. ХХГИ. 1859. 

Геззопв оп Мофеги НаЪег Ащерга. 1866. р. 212 ес. 

Ехепвюп 0Ё СЬаез’ ТЬеогу оё СЪагасмекьйсв № Бигйасев. 


*Затогиз мол МаНегзНаизол, М. Саизз. Хцеа СедасЬыивз. Гефрав. 1856. т-, 


+всНае Ш, |. 


Мою аПа шешома ве] Эщ. Вента: вирЦ враме @е 1а сигуабага совше. 
Арвай @ Мазь еше П, Т. У. 1870. 
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"Земае Е 1. — Вейтают. Оввегуа2юпе зиПа ргесейее Метог1а 4е] Эф. Рго{, Веа Я. 
Алга! 4 МмыетвисЗе. Фо. У. 1873. 

*Зевегмо, Е.  Ташею, ЕАВсЬеп пой ВбЛеге Се !4е по мебг#ась вивреденщел баиза’зсВев 
014 етала’зезеп Вацше. 


: Са трет, МасвисНег. 1873 
р ЗсМеде, У. — Бумеш 4ег Вмищевге пасЪ деп Рипециел 4ег Стазвшаитвсвей Апзде- 


Вил еБге пой ав Ещениов ш ФевеЪе. Герав. 1876. 

+Вемеце, У.  'Чефег пецеге реотеыльеье Мешобеп цао те Уегуаойасьа И ег 
Отазатаапп’ сфер АиздевполреВго 
Сейв. г Мы. и. Рьув. Т. ХХИУ. Герав. 1879. 


*ВситИ2-итопй. 7ей пл@ Ваиш т №гев деокпоченд щей Вевбтилрец аЪуе1е её дав 
беш баыше 4ез У Чегергаевв. Т. Шер. 1875. , 

*Зспти-итопа. Г1е Вейецишя бег Разреотейле. Герб. 1877. 

*ЗентИ2-Оитопё. Оейцсйоп без аге теля опа]еп Вацш. 
УтегеЦафтезонт ИЕ баг ч1азепвсВа!. РЫЙоворЫе. 

ЗевмеКаг, Е. К. Г1е Тнеоге 4ег РагаеШщцеп пефзё Уогас ад га гег Уегфаппорр 208 
ег беошебле. [л+ф. 1808. 


Суворовъ. О характеристикахь системъ трехъ изм рей. 
Извфстя и Записки Казанскаго университета. Вып. Г, 1871. Казань. 

*6рИз, С. Ге егёеп ВАше чот Огееске пой вел РагаПееп. Мась Во]уаГв Сбгипд- 
вы тег. Гера. 

*8 ри, С. Сгбиегев АтсЫх, Т. СУП; 4%. Вег. ССХХУ, 10. 


*ЗроНымоове, \. Мопуеаих ехетр!ез 4е 1& гергёвешаН оп, раг без Врагез 4е А 4ев 
сопсерНорв апауйдиез 4е кботёыле & * диоепзювь, 
Сошрез Вепбив, Т. ХХ. 1875. 

эЗроНемоова, \. Зог 18 гергевета Нот 4ев Вбигев бе рболёыле 3 п поела юцз раг ]е8 
Вкигев согтеачез 4е дбёотёеме ог@амге. 
Сотрев Вепёиз, Т. ЕХХТ. 1876. 


*8роНимооде, М. АФагевз © Ве ВгызВ АззосаНор аё Оо. Ацуов 14, 1878. 

*Зам, Н. 'Чебег 4е Маззбиосйопер 4ег аоа]уйзсьел Сеотшебе. Веги. 1873. 

*Бштрг, С. РЬЙ. Мопмвцейне, В. ХТУ, рав. 18—80. 

*Зумещег, }. }. Оп себаш репега] РгорегНев оЁ Ношовепеоцв Еипсйолв, 
СатЪ. ав ОъЪ. М. Зопта., РеЪ. 1851. 

*Зумевег, 1. 1. РагЫНонв оЁ Матфега. Гесбахев. Гопйоп. 1859. 

*бумемег, }. }. Траприга] Абагевз ю Ма. БесНой, ВНызЬ АзвосаНой аё Ехевег. 
Мате, то]. Г, Авразь 1869. ВерубИзЪей чи\ Моез ш: „Бамв оё Уегве“. 
Топртааив. 1870. 

*Зумемег, }. 2. Вагусепь?с Ргодесйопвв. 
РЫй. Мав., ог Вг. Авзос’п. 

*Тан, Р. в. Мепнопв Нурег-брасе п №8 Аб@гевз аз Ргев, о Май. Весё. оЁ Вг. Азвос. 
ве Едтрогеь. 
Вги. Авзос. Вер. 1871. 

*Тан, Р. 6. Весеп@"Айуапсев шт Рьузся ВЗоепсе. Гугодис. Весов е41. Гоп4оп. 1876. 


ан, Р. 6. Ветем оЁ ЯоЙлег. М№моаге, Мате 28, 1878. 


ь` 


*Таппегу, Р. Та Сбошбые Ппарташе её 1а МоНой @’Еврасе. 
Кетие рьЙозорЫдае. Мот. 1876; Лил, 1877. 


*Тозлой. 
Того. 


«ту (4), м. 


*ТИу (@), М. 


Тгапзол. 
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ЗаПа соггвропаепга пра #га ие Эра в (те @зтеляюн, 
С1огле @ Мметайске. Уо!. Х. 1873, 
П еотеша @ Угу зиПа рзесйовйега. 
Сютые & МыешайсьЬе. Ус. Х. 1812, 
Киев 4е шесьашае аБгаце. 
Метотгез соигопоёз 4е РАсаденые Воуя!е 4е Вещие. Т. ХХИ. 1868. 
Тейте 4е М. А. СепоссЫ & М. А. Оцееб виг Фчегвез диезНоп8 та б- 
па йдиез, 
Ви]. 4е Асад. Воуме 4е Ве!рщие. Т. ХХХУТ. 1813. 
Ое Г10б1 оо Маарьу ие её Сботобыле 5 Россазоп Фише Рвеибо-рботёече. 
Еугеих. 1871. 


Важщенко-Захарченко, М. Е. Введеше къ Началамъ Евклида. Кевъ. 1880 г. ш-8. 
*Иевзетьоги, Н. ОеБег Фе пепегеп АозсШеп хот Ввит паб уой деп реотебласвеп АхЮ- 


шел, 

Мене] аЪгвсвиа Гаг УЙвзепвева Иеье РЫПоворЫе, П, эчейез Ней, Етаев 
АтНКе]. рр. 222—239. 1878, 

Рага ее еоче. УоНеаЪаце]. 1867. 

"Тье гёаНоп "ЫсЬ сал Бе рготеё {0 ваБызЕ фебмеел Ше Агех оЁ а Р1апе 
Тизоре аа Фе Зиш ое Апр]ез оп Фе Нуро®енв фа КасНа’а се 
Азот 13 Раве. Нез& Ъебоге {Ве СапаФад шзйниюе, 25 Ре., 1860. 
Сапа ат Фопгпа] ой одижгу, Зоепсе апё Аг. Мем Бегез, чо]. У, 1860. 
Од Врасе оЁ РЕопг Ойвервопе, 

Опанету‘ Хоигоя оЁ Бсепсе. Ус. УШ. 1878. 

Сюгоме & Маетайсье. Уо!. ХУ. 1877. 

Рог МиарьуХ 4ев Вапшев, У взепасва Неве АБап@юорет. Т. П, 8 
ТЪей. Терав. 1878. ` 

Ривснаеп етег ЕектодупанивсВеп ТЬеоше 4ег Ммеше. Тара. 1876. 
Завето 41 РапбеотеНла. 

О теорш нараллельныхь хин Н. И. Лобачевскаго. 

Математиз. Сборникъ. Т. Ш. 1868. 


Кииги обозначенных * находились въ распоражени автора настоящаго сочинешя, 


СПИСОКЪ СОЧИНЕНЙ, КОТОРЫМИ АВТОРЪ ПОЛЬЗОВАЛСЯ ПРИ СОСТАВЛЕНИ 


Атрёге, А. М. 


Агстебев. 


Асс те йе. 


Агстефе8. 


Агоал!. 


АроНопшз. 


АБгеи (4). 


АВИбтаг. 


Вгевсвлеаг. 
Ваггом. 


БуняковсиИ. 
Воззщ. 
Воппе. 


Вегталз, 1. 
Вейтало, [. 


НАСТОЯЩАГО СОЧИНЕНИЯ. 


Еввал вог 1а рЬЙоворЫе 4ез вс1епсев. Т. 1—П. Раша. 1838—48. 

Адтлтарб! Атсь пей Бугасиват шопошега отита тоарешацеа ес ех 
чтаНопе Чосиззний 11 0. Егапевя МаохгоЦс!. Рапоги]. 1685. 1-11. 
Агснтейв Зугасоват] рЫоворЫ ас реотшегае ехсеПепбеи! орега, Чаде 
охвате ото, Вона ю оНш опа, пилеае решит т 1мееш ейИа. 
ВазПеде. 1544. ш-4. 

Ах шей в Орега чиае ехатё потв ЧетопютаНон ия сотшешатйааие 
ПШожтма. Рег Оауеш ВиаНаш а ЕотаоНа Соепотарит, ес. Райана, 
Арий С]аад т МотеПот. 


Еззай вит ипе ташёге @4е гергёзегйег 1е5 дал Илазта! гов бала |е8 
сопзбгасНолв рботёаиев. 2 ей. ргбобаве @’ипе а раг у. Нове]. 
Рагва, 1874. т-8. 

АроПопй Ретвае! сошсогию Пг! ос, © вегет апбекияв Де весНопе 
суБодхй её сотй НЕ @ио. Охошае, 1710. ш-1. 


Зарр!6тепё & 18 чтабасной 4е Ла вбошёме @’ЕаеНае 4е М-г Реугаг4, 
раббе еп 1804, её & 1а рбошвйе @4е М. Горепаге во! `@’од ева вот 
15 угай {бое Чез рагаП&ез, Абеп. 1809. 20-8. 

"Ттаиё 4е вботёеле. Рагв. 1848. 1-8. 


Пе Сеотебзе ип 41е Феотейег чог КахНдев. Гера. 1810. 8. 
АгсЫтедв Орега. АроПопй Регвае сомсогат НЫ ТУ. Гордон. 1675. 
1-4. ; 
Цараллельныя лини. Ученыя Записки Императорской Академи наукт. Т. П, 
выпускъ 3. Сьб. 1858. 11-8. 

Наюе рбибга]ев ея тпабиётанаиев, Чершв 1е0г огщше уозау’а Гапибе 
1808. Т. 1-П. Раш, 1810. 

Мёшоне виг 1а боле кёпёгйе Чев витбасев. Зопгоа] бе РЕсо\е Ро]убесЬ- 
одце, 82 СаЩег. Т. ХХ. Раг. 1848. 

Ие6шелз 4е Сбошёиче. Обоёте. 1812, 1-4, 

Пёуеюорреше попуези @е 15 рахИе @6телёьыте Чез паба ев, реше 
Чалв (още воп еепбие, Т. 1—П. 1778. @боёуе, 11-4, 


Веггалб, }. 
Веггала, }. 


Сотме, Аи. 
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"Тганё 49 са]си] ‘а егопые] её 4е саси] 1366рта|. Т. 1—1. 1864—70. Рагв. 
1-4, 

Рговтатие 4ез 1есопз 4е вботшбече гаНолпеПе её аррНаюбе, ргогевзёев еп 
1% шаше 4е (еп. (еп. 1863. ш-8. 

Соцтв де рЫПоворШе рояте. Т. 1—П. 1830—85. Рана, 


Сотъегоизве 0+ Копсьё. Тгаиё 4е вбошёнле @б6тетате. Рагв. 1866. ш-8. 


Сащал. 


Саисйу. 


Скодае. 
Сыгаш. 
Саше (1). 


Силва (0а). 


ТЬбогётаев © ргоётев @е пбошёле &16терьыге. 5 ей., гетце. Рана. 1673. 
0-8, 

Весвегсвев виг ев ро]уёйгев. 1-е тбтое. Уопгив! ае РЕсфе Ройуфесьлицие, 
16 СаШег. Т. ТХ. Рав. 1813. ш-4. 

КВесфегсКез вог ев ро]укопев её ]ез ро1уёагев. 2-е шбшохе. Фоитпай 4е 
РЕсе Роубесьрцие, 16 Сашег. Т. ТХ. 1818. Раз, 11-4. 

Арегса Ывогщие виг Робуте её Пе абуеорретепЕ фев тёпойев еп рбо- 
шее. 2-е ей. Рагв. 1875. ш-4. 

"Тга6 4е вботёнле вирётеоте. Рав. 1852. т-8. 

ХосВ4 чо зеш УазтЬопаеть, ХеИвсВуйЕ баг Мабвешанк ива Руузх. ХИ 
УаЪтеалр. Варрешете. Тегрив. 1867. 11-8. 

Тесопв 4е дботбыте &пбогие её ргайцие. Руол. 1836. ш-8. 
Еётешз 4е ббошёиче. Рав. 1765. ш-8. 

Гесопя @бтетатев де шллобтаН ие оц е]етлетз 4’я]рефге её 4е дбошёёче. 
Раг1в. 1764. ш-8. 

Ришарев 4е шаёвёшайдиев. Тгадий и рогищема раг Ф?АБгеп. Рагив. 1-8. 
1816. 

теги де са]со] шбрйбаниа]. Т. 1—П. Рама, 1866. Рапв., 

Оез шёойез @апз [ев всепсев 4е галвоппетет. Т. 1-П—Ш-—У—У. 
1865, 66, 68, 70, 73. Рав. ш-8. 

АЪЬилр Кгоштшег офегЁёеНеп во ешапёег ип апмепболк дегвеФеп 
аще ЪбБеге беойёще. Вгапозсичейв. 1858. ш-8. 

Та вфевсе ев дбошётев, ом [а боге её 15 ргаНаие @4е 1а дбошбыте. 
Рав, 1789. 11-4. 


Сетров отв шаПётайаиев, оц рго ев вботёниев её б1еопотё 1 щев. 
Рагв. 1864. ш-В. 

Ещосй АзсаюрИае ш АгсЬипев Нгов 4е вриаега её суНлаго, маце 
Чиовдат, Сошшешага, попсе ргирош её О@таесе её Гале ш 1юсет еда. 
ВавПеае. Уоаппев Негпария ехсий! #есН. 1544. 


Еетлетю 4ег Соотеёе. Гейфреар. 1877. 
Тесопв йе кбошёле а Гозаце Фи согрв Ирена]! Фев саде: поШев де 4екге. 
Зе РеегвБомтв. 1998. 0-8. 


Весмегсьев рёрёгев виг 10 вигбасев соптБев. Рама. 1852. ш-8. 

тега 0 кбошёече. Раша. 1812. 1-8. 

Тев гбортодиев 4е 1% дбошёне. Рапв. 1807. т-8. 

Юе имегргейБав её ехравают ав Кас! атаМев Вевефазта Ывопсит. 
НаПе. 1828, ш-$. 

(Аерл@ю Егалс1всо). Юешеша веотенчае р1апае. Вошае. 1669. ш-12. 
ётеюррешео Бзюгаие @е 18 Шеоце 4ез рубопев юз. ВаПейпо @1 
ВИБовтарыя е вона 4еПе вферте тоаботацсве. Т. УТ. 1878. Вошв. ш-4. 


‹ 


ХИ 


пе, 


е. 


| 


_@бммег. 


Налкок, 
Нагой. 


Неззе. 
НоеГег. 
Ноетог. 
Ниве. 


КЮ де! 
Кпогг. 


Лавровъ. _ 
Еорепёге. 
Гапег!. 


НЫ. 
Касгох. 


Гасгок. 
Мао. 


Мал юп. 
Мапз ол. 


Мопшсла. 
Момиса. 
Мани еззет, Е. 


МаибиИ. 
Мезвоталп. 
ОстроградскИА. 
Отхапат. 
Озвпат. 
Розо!. 


Реугаг@. 


РоНз. 
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Уегизсыю  'Омегвисвиюрей ядг СезесЬю 4ег Мабетайвс»ет УМ бдец- 
зсрайеп. Гера. 1876. ш.8, 

ог СевсЫ се 4ег Мабешанк ш АНенвош 00 Мныяуег. Герие. 
1874. т-8. 

Ге Ваищерте одег @э МеззКила, вембоЪоНсь Сеошенле кепале. Вхеал. 
1887. ш-8. 

Пе ег Зребев. Гера. 1872. ш-8. 

Нюхе 4е Газхгопонме. Рав. 1873. Насъеце. 0-18. 

Нвюше дез ша ётайчиез. Рагв, 1874. НасНеНе. ш.48. 

Совтов, ева! Филе аезсрНоп рЬузие Фи шолёе. Т.Т--ЛУ. Рац, .1855— 
59. 1-8. 

Маветайвсрев УУбефегрисв. Т. Г-У. Гефряйя. 1803—1836. ш-8. Т..У1— 
УП. Бирретшег+. Сг@цег, 

Уетзцеь ешег ОагчеЛипр @ег Юетее ег Сеошенле №8 уд 29-40 
Баые 4ев 1-4еп ВисЪев 4ег Еетете ЕисИав. Клеч. 1849. ш-16. 


.._ОчерЕв истори физико-математическихь наукъ. Спб. 1865. ш-В. 


Еететив де вёошёле, ахес пофев, 15 еди. Раза. 1862. 1-8. 
Мётоже виг дцещиез ргориё в гешагаца ев 4ез дцаль Е Февизсеодел8 
сисшашев её 1орати\шииев. НЗэюше 4е ГАсайее Воуме 4ев Зслепсев её 
ЪеНез 1еНгев, аппбе МОССИХТ. ВегИл. 1768. ш-4. 
Ныюйе 4ез воебсев шафёта ние еп НаПе, дер 18 гепайвзалсе ев 1е{- 
{тез авас’а Па Яо да ХУП эае. Т. ГТУ. Рагб. 1833 —40 —11. т-3. 
Евва1 виг Гепзекиаетеюе еп дёпёга] её виг се! дез шаВётандиез еп раг- 
БсоНег. Рама. 1816. 1-8. 
Е ётеюз де ббошёёче. 10 её. Рагв. 1814. 0-8. 
УПе СВ епёзсвеел 1833 об 2ууе: ведеБепе Ктиххие Еебел ао одаруег 
абулеке!Ьаг вп ойег п1сьб; пебз Ветегкипреп @бег @е Е№сЬеп ухоп 
илуегАпдегИсьеп Кгаштивизталзве. Зоигра #г Фе теше пой апремалае 
Маешак. В4. ХХ. 1839. ВетИл. ш-4. 
Зиг 18 внорИйсайоп де Гепзерпетепе де 1а пботёые, раг Ретро! 4е 1а 
ободе дез ПаИев. Сапд. 1872. 0-8, 
Зиг 1е ргепуег Нуге 4е 18 сборбле @` Бедепдте а ргороз 4е диечиев 
{тайёв гёсетз. бат. 1871. ш-8. 
Нвюне дез шофетшайдиев. Т. ТГУ. 1758—1802. Рав. ш-®1. 
Ныюше 4ез гесфегсьев ваг Ла диайгаиге фо сегфе. Рагв. 1881. ш-8. 
Стипдгоре ег АпЫкеп пла Модегиеп Алщебга дег уегмеп СЛесьипрен. 
Гер. 1878. ш-8. 
Тесоп8 Че дботёше богчае её ргандие. Т. 1—1. Рагв. 1809. ш-8, 
Ге Ащебха 4ег Сгесьеп. ВегПл. 1842. ш-8. 
Руководство начальной геометрии. Т. 1—1. 1855—57—60. Сиб. ш-8. 
Вёсгевйо0я ша ётаноиев её рЬув1иев. Т.1--ГУ. Рагв. 1749 —1750. ш-8. 
Та рвоте ргайдие есё. Рагв. 1698. т-12. 
Биг 1 бое 4ев роуейгев. Рагв. 1868. ш-4. 
Оецугев @’АгсЬ1шёае, фтадийев га] етпеп\, атес ип сошшейе те. Т.1—И. 
Рав. 1803. ш-8. 
Запфапр деотенльсвег Апрабеп ио@ Гертздые баг 4еп Эсьиребхамеь 
ила хит Зевитегтс В, Наппотег. 1860. 
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